Matematika 2 épitészmérnokoknek

4. gyakorlat (2004. 03. 10. illetve 11.)

Differencialegyenletek II.
(gyak. vez.: Rudas Anna)

Ko6z6nséges, masodrendi, linearis, allandé egyiitthatos differencidlegyenletekrdl lesz sz6. A megoldas menete
(épp ugy, ahogy a gyakorlaton elhangzott) megtalalhato az el6ad6, Dr Barabas Béla honlapjan (3. el6adas
cimen), ezért azt altalanossdgban nem részletezem, hanem lassuk a példakat!

1. FELADAT: y" — 3y’ + 2y = ze™ 5
MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: N2 —3X+2=10,ebbsl \; =2, Xy =1
Homogén dltaldnos: yn = c1€2* + coe®
Inhomogén partikuldris: n =1, a = -5, =0, tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a prébafiiggvény:
y = (ax +b)e "

y' = (=5azx + a — 5b)e>"
y" = (25azx — 10a + 25b)e™5®
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

y" — 3y’ + 2y = (42ax — 13a + 42b)e ™% = ze ™57,

amibdgl
_1,_ 13
T 42" T 1mea
Az inhomogén partikuléris rész megoldasa tehat
— 1 13 —5z
vin = (3% + 17620

Inhomogén dltaldnos megoldds:

1 13
y=c1e®® +cpe” + (—=x + e~ 5,

42 1764

2. FELADAT: y" — 4y’ + 3y = ze~5®
MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: N2 —4X+3 =0, ebbdl \; =3, A2 =1
Homogén dltaldnos: yn = c1€3* + coe®
Inhomogén partikuldris: n =1, a = -5, =0, tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a prébafiiggvény:
y = (az + b)e

y' = (—5az + a — 5b)e™5®
y" = (25ax — 10a + 25b)e™5®
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

y" — 4y’ + 3y = (48ax — 14a + 48b)e % = ze 57,

amibél
a= 1 b= 7
48’ 1152
Az inhomogén partikularis rész megoldasa tehat
1 7 —5z
Yin = (4_8'7: + 1152)6 .

Inhomogén dltaldnos megoldds:

1 7
y =13 + coe® + (4—8:17 + m)6_5z.



3. FELADAT: y" — 5y’ + 4y = ze®
MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: A2 — 5\ +4 =0, ebbsl \; =4, Xy =1
Homogén dltalanos: yp = c1€%® + coe®

Inhomogén partikuldris: n =1, «a =1, [ = 0, tehat EGYSZERES REZONANCIA van. Ebbdl a
prébafiiggvény:
y = (ax + b)ze”®

y' = (az® + (2a + b)x + b)e”
y" = (az® + (4a + b)x + 2a + 2b)e”
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

y" — by’ + 4y = (—6ax + 2a — 3b)e” = ze”,

amibégl

1 b 1

a=—-—=, =——.

6 9

Az inhomogén partikuléris rész megoldésa tehat
1 1
Yin = (—EIE - §)$ew-
Inhomogén dltaldnos megoldds:
1
y =c1e® +cpe” + (—633 - 5);66””.

4. FELADAT: ¢" — 6y’ + 5y = e®sinz
MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: \2 —6X+5=0,ebbsl \; =5, Xy =1
Homogén dltaldnos: yn = c1€® + cpe®
Inhomogén partikuldris: n =0, a =1, f =1, tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a probafiiggvény:

y = ae” cosx + be® sinx

y' = (b—a)e“sinz + (a + b)e” cosx

y" = —2ae” sinx + 2be” cos

visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:
y" — 6y’ + 5y = (4a — b)e” sinz + (—4b — a)e”cosz = €’ sinw,

amibdgl
_4 1
T AT

Az inhomogén partikuléris rész megoldésa tehat

Yin = ﬁe’” cosST — 1—76“” sin z.
Inhomogén dltaldnos megoldds:
y =17 + cpe® + ie‘” coszT — ie”" sin z.
17 17

5. FELADAT: y" — 7y’ + 6y = e + x cos 6z
MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: N2 —7A+6=0,ebbsl \; =6, =1
Homogén dltaldnos: yn = c1€%% + coe®
Inhomogén partikuldris:

ELSO RESZ:n =0, a=-1, f=0,tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a prébafiiggvény:

T

Yy =ae
y':—ae T
yII:ae T

visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

y' =Ty +6y=14ae " =e 7,



amibdgl

1
a=—.
14
Az els6 taghoz tartozé inhomogén partikularis rész megoldésa tehat
1 —z
Yih,1 = ﬁe

MASODIK RESZ: n =1, a=0, (=6, tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a prébafiiggvény:
y = (az + b) sin 6z + (cz + d) cos 6z

y' = (=6cx + a — 6d) sin 6z + (6ax + 6b + ) cos b6
y" = (—36ax — 36b — 12¢) sin 6z + (—36¢z + 12a — 36d) cos b6

visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe egy nagyon bonyolult és csinya torteket tartalmazé egyenletrend-
szert kapunk, amit a legelszantabbaknak ajanlok csak megoldésra (én feladtam). Az egyenletet azért
leirom:

y" =Ty +6y = ((—30a+42¢)z—Ta—30b—12c+42d) sin 6z+ ((—30c—42a)z+12a—42b—7¢—30d) cosb6z = z cos b6,
tehat latszik, hogy négy linearis egyenletiink van 4 valtozéra: a —30a+42c rész 1, a tobbi egyiitthato nulla.
Ezeket megoldva kapjuk a,b, c,d értékét, és igy y;n o-t.

Inhomogén dltaldnos megoldds:

1
y =15 + coe® + ﬂe’z + Yin2-

. FELADAT: y" —8y' + Ty = (z + 7)sinhz = (32 + D)e? + (12— L)e "
MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: \2 — 8\ +T7=10,ebbsl \; =7, Xy =1
Homogén dltaldnos: yp = c1e™ + cye®
Inhomogén partikuldris:
ELSO RESZ:n =1, a=1, B=0,tehat EGYSZERES REZONANCIA van. Ebbdl a probafiiggvény:
y = z(az +b)e”
y' = (az® + (2a + b)x + b)e”
y" = (az® + (4a + b)x + 2b)e”®
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

1 7
y" — 8y + Ty = (—12azx — 6b)e” = (531 + E)e””,
amibdgl
1 T
“T o 12
Az els6 tagbdl szamolt inhomogén rész megoldasa tehat

_ 1 2 7 x
Yin,1 = (—ﬂw — Em)e }

MASODIK RESZ: n =1, a=-1, B =0, tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a probafiiggveny:
y=(ax+be®
y' = (—ar+a—b)e”
y" = (ax —2a +b)e ™
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

1 7
y" — 8y’ + Ty = (16ax — 10a + 16b)e™* = (—5.7: - i)e_w,
amibdgl
1 61
“T 752 7T 72560
A maésodik tagboél szamolt inhomogén partikuléris rész megoldésa igy
1 61,
Yih,2 = (—3—2-’5 - ﬁ)e .
Inhomogén dltaldnos megoldds:
1 7 1 61
— Tx T -2 T . 2T\
y=c1e'" + coe” + ( 52°% 12:U)e + ( 35° 256)6



7. FELADAT: y" — 4y’ + 4y = €® + cos 2z
MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: A2 — 4\ +4 =0, ebbdl \; =2, Ay = 2, egy darab kétszeres gydk van.
Homogén dltaldnos: yn = c1€%* + coxe?®
Inhomogén partikuldris:
ELSO RESZ: n =0, a=2, B =0,tehat KETSZERES REZONANCIA van. Ebbdl a probafiiggveny:
y= ax262z
y' = (2az® + 2az)e*®
y" = (4az’® + 8az + 2a)e*®
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:
yll +4yl _ 4y — 20/62.76 — 62.75’
amibél

a = —.

2
Az inhomogén partikuléris rész megoldasanak elsé része tehat

1
_ 2 2
Yin1 = 5T°€ .

MASODIK RESZ: n=0, a=0, J=2,tehat NINCS REZONANCIA. Ebbsl a prébafiiggvény:
y = asin 2z + bcosz

y' = 2acos 2z — 2bsin 2z
y" = —4asin2z — 4bcos 2z

visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:
y" — 4y’ + 4y = 8bsin 2z — 8a cos 2x = cos 2z,

amibdl

Az inhomogén partikularis rész megoldasanak méasodik része tehat
1.
Yih,2 = ~3 sin 2x.
Inhomogén dltaldnos megoldds:
2z 2z 1 2 2z 1 :
Yy =cre”” + caxe” + 5:10 e’ — gs1n2w.

8. FELADAT: 4" — 5y’ + 6y = sinh 3z

MEGOLDAS: felhasznélva a sinh fiiggvény definici6jét, a jobb oldalt alakitsuk at az 1e3% — 1e=3% alakra,
igy mar elbanunk vele.

Karakterisztikus egyenlet: A2 —5X+6 =0, ebbdl \; =3, A2 =2
Homogén dltaldnos: y, = c1€3* + cpe®
Inhomogén partikuldris:

ELSORESZ: n=0, a=3, J=0,tehat EGYSZERES REZONANCIA van. Ebbdl a probafiiggvény:

y = aze>®

y' = (3az + a)e®”
y" = (9az + 6a)e>®
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

T

1
y”—5y'+6y:ae“:§e ,

amibdl

N | =



10.

Az inhomogén partikuléris rész megoldasanak elsé része tehat

3
Yiny = e ¥

MASODIK RESZ: n=0, a=-3, f3=0,tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a probafiiggvény:

y= Cl€73z
y' = —3ae™*
yll — 9a673z

visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

1
y" — 5y’ + 6y = 30ae3% = —ie_z,

amibdgl
1
a=——.
60
Az inhomogén partikularis rész megoldasanak méasodik része tehat
1 -3z
ihy = ———e %
Yin,2 60

Inhomogén dltaldnos megoldds:

1
3z 2x 3x —3z
=c1e”” +ce”” + —xe’ — —e .
y=a 2 2 60

. FELADAT: 4" — 6y' 4+ 8y = zsin 2z

MEGOLDAS:

Karakterisztikus egyenlet: A2 —6A+8 =0, ebbsl \; =4, Ay =2

Homogén dltaldnos: yp, = c1e*® + cpe?®

Inhomogén partikuldris: n =1, a=0, =2, tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a probafiiggvény:

y = (ax + b) sin 2z + (cx + d) cos 2z

y' = (—2cx + a — 2d) sin 2z + (2az + 2b + ¢) cos 2z
y" = (—4azx — 4b — 4¢) sin 2z + (—4cx + 4a — 4d) cos 2z
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:
y" — 6y’ +8y = ((4a+12¢c)x +4b—6a —4c+12d) sin 2z + ((4c — 12a)x +4a + 4d — 6¢ — 12b) cos 2z = x sin 2,

amibdl

il o, 3 8 7
400 2007 4’ ~400°
Az inhomogén partikuléris rész megoldésa tehat
1 3. 3 17
Yih = (Em - %) sin 2z + (4—033 + ﬁ) cos 2.

Inhomogén dltaldnos megoldds:

1 1
y = c1e'® + c2e?® + (4—033 - 2100) sin 2z + (%x + ﬁ) cos 2z.
FELADAT: y" — 6y’ + 9y = 322
MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: A2 — 6\ +9 =0, ebbdl \; =3, A2 = 3, tehét egy darab kétszeres gydk van.

Homogén dltaldnos: yn = c1€3* + cpxe3®

Inhomogén partikuldris: n =2, a=0, g =0,tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a prébafiiggvény:
y=az’+br+c

y =2ax+b
y" = 2a
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

y" — 6y’ + 9y = 9az® + (—12a + 9b)z + 2a — 6b + 9¢ = 32,



11.

amibdl
1 4 2

Az inhomogén partikularis rész megoldasa tehat

1, LA 2
ih = -r°+ -1+ —.
Yin 3 9 9
Inhomogén dltalanos megoldds:
1 4 2
y = c1€%% + coze®® + ng + 9% + 9

FELADAT: 4" — 7y’ + 12y = sin 3z + sinh 3z

MEGOLDAS: a sinh fiiggvényt itt is a definicidja alapjan atirjuk, igy a baloldal harom tagra bomlik:
sin 3z + £€3% — 1e7%2.

Karakterisztikus egyenlet: N2 —7TA+12=0,ebbsl \; =4, I =3

Homogén dltaldnos: y, = c1e*® + cpe3®

Inhomogén partikuldris:

ELSO RESZ: n=0, a=0, B =3, tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a probafiiggvény:

y = asin 3z + bcos 3z

y' = 3acos 3z — 3bsin 3z
y" = —9asin3z — 9bcos 3z

visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:
y" —7y' + 12y = (3a + 21b) sin 3z + (3b — 21a) cos 3z = sin 3z,
amibél
1 b 7
a=——, = —.
150 150
Az inhomogén partikularis rész megoldasanak elsé része tehat

ihl = 1 sin 3z + 7 cos 3z
Yih1 = 150 150 '

MASODIK RESZ: n =0, a =3, [ = 0, tchat EGYSZERES REZONANCIA van. Ebbdl a
probafiiggvény:
y = aze>®
y' = (3az + a)e®”
y" = (9ax + 6a)e®”

visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:
1
y"' =Ty +12y = 11ae3® = §e3z,

amibgl

1

o227

Az inhomogén partikularis rész megoldasanak méasodik része tehat

a

1
Yin,2 = ﬁxew

HARMADIK RESZ: n =0, a=-3, B=0,tehat NINCS REZONANCIA. Ebbél a probafiiggvény:

y = ae™>"
y' = —3ae™3*
y// — 96—3z

visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

1
y" =Ty +12y = 42ae73% = —56_3$,

amibdgl
1
a=——.
84
Az inhomogén partikularis rész megoldasanak harmadik része tehét
1 -3z
Yin,3 = 846 -

Inhomogén dltalanos megoldds:

1 7 1 1
4z 3z : 3z 3z
Yy =-ce"” +ce’ + —150 sin 3z + —150 cos3x + —221]6 + ——846 .



12.

13.

FELADAT: y"” — 4y’ = 2004 + €®

MEGOLDAS:

Karakterisztikus egyenlet: N2 —4X =0, ebbsl A\; =4, Xy =0

Homogén dltalanos: yp = c1e*® + ¢y

Inhomogén partikuldris:

ELSO RESZ: n=0, a=0, fB=0,tehat EGYSZERES REZONANCIA van. Ebbdl a probafiiggveny:

Y = ax
y' =a
y”:()

visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:
y" — 4y’ = —4a = 2004,

amibdl
a = —501.

Az inhomogén partikularis rész megoldasanak elsé része tehat

Yin,1 = —501x.

MASODIK RESZ: n=0, a=1, f=0,tehat NINCS REZONANCIA. Ebbsl a probafiiggvény:

T

y =ae
ylzaea)
yll zaeit

visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

y" — 4y’ = —3ae” =€,

amibdl
1
a=—.
3
Az inhomogén partikularis rész megoldasanak méasodik része tehat
1
Yin,2 = —gez-

Inhomogén dltaldnos megoldds:

1
y=ci1e'® + ¢y — 501z — ge‘”.

FELADAT: y" — 2y’ + 5y = z?
MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: \2 —2X+5=0,ebb6l \y =1+2i, Ao=1-2i
Homogén dltaldnos: yp = c1€® sin 2x + c2e® cos 2x
Inhomogén partikuldris: n =2, a=0, g =0,tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a prébafiiggvény:
y=ax’+br+c
y =2ax+b
y" = 2a
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:
y" — 2y’ + 5y = 5ax® + (5b — 4a)x + 2a — 2b + 5¢ = 27,

amibdgl

Az inhomogén partikuléris rész megoldésa tehat
4 2

_12+
Yin = 5% T 55T~ 125

Inhomogén dltaldnos megoldds:

1 4 2
= T qi 2 z 2 - 2 - .
Yy = c1e” sin 2x + cae” cos x+5x +25m —125



14.

15.

16.

FELADAT: y" — 2y’ + 10y = ze®
MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: A2 —2X +10=0,ebbsl Ay =14+ 3i, Al =1-—3i

Homogén dltaldnos: yp = c1€” sin 3x + c2€® cos 3x

Inhomogén partikuldris: n =1, a=1, g =0, tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a prébafiiggvény:

y = (az + b)e”
y' = (az + a + b)e”
y" = (ax + 2a + b)e”
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:
y" —2y' + 10y = (9azx + 9b)e” = ze”,
amibdgl

b=0.

.
L

Az inhomogén partikuléris rész megoldésa tehat
Yih = §$€w
Inhomogén dltaldnos megoldds:

1
y = c1e”sin 3x + c2e” cos 3x + §mez.

FELADAT: y" — 8y' + 17y = e**sinz
MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: A> — 8\ +17=0,ebbsl \; =4 +4, A =4—1

Homogén dltaldnos: y, = cie*® sing + coe® cosx

Inhomogén partikuldris: n =0, a =4, [ =1, tehat EGYSZERES REZONANCIA van.

probafiiggvény:
y = aze'®sinz + bre® cosz

y' = ((4a — b)z + a)e*®sinz + ((4b + a)z + b)e'® cosz
y" = ((15a — 8b)x + 8a — 2b)e*® sinz + ((8a + 15b)x + 2a + 8b)e® cos =
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

y" — 8y’ + 17y = —2be*® sinx + 2ae*® cosz = e*® sin

amibdl

Az inhomogén partikularis rész megoldésa tehat

1
Yih = —ixe‘lw COS .

Inhomogén dltalanos megoldds:

4 4

. 1
y= cre*®sinz + coe® cosx — ime T cosz.

FELADAT: y" — 8y' + 20y = €*®sin4x
MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: A2 — 8\ +20=0, ebbSl A\; =4 +2i, Ay =4 —2i

Homogén dltaldnos: yn = c1e*® cos 2z + cye*® sin 2z

Ebbdl a

Inhomogén partikuldris: n =0, a=2, =4, tehat NINCS REZONANCIA. Ebbdl a prébafiiggvény:

y = ae®® cos 4z + be*® sin 4z
y' = (2a + 4b)e®® cos 4x + (—4a + 2b)e*” sin 4z
y" = (—=12a + 16b)e® cos 4z + (—16a — 12b)e® sin 4z
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

y" — 8y’ + 20y = (—8a — 16b)e*” cos 4z + (16a — 8b)e> sin 4x



17.

18.

amibdl
1 1
a = — b:——

20’ 40
Az inhomogén partikularis rész megoldasa tehat

1 1
Yin = %ezw cosdr — 4—062”” sin 4z.

Inhomogén dltaldnos megoldds:

1 1
y = c1e*® cos 2z + coe*® sin 2z + %e” cosdx — Ee” sin4x.

FELADAT: y" — 8y’ + 25y = cosh4z = 1e'” + 1e?, ahol a jobboldalt a cosh fiiggvény definicidja alapjan

2
bontottuk nekiink megfelels fliggvények Gsszegére.

MEGOLDAS:
Karakterisztikus egyenlet: N2 — 8\ +25=0, ebbsl \; =4 +3i, I =4—3i

4% 08 3z + coe*® sin 3z

Homogén dltalanos: yp = c1€
Inhomogén partikuldris:

ELSO RESZ: n=0, a=4, B =0, tehat NINCS REZONANCIA. Ebbédl a probafiiggvény:

y = ae*®
y' = 4ae’”
y" = 16ae*®

visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:
1
y// _ 8y' + 25y = 90,6490 — §e4z7

amibdl
1

= E-
Az inhomogén partikuléris rész megoldasanak elsG része tehat

a

Yin1 = 1—8€4z-

MASODIK RESZ: n=0, a=-4, fB=0,tehat NINCS REZONANCIA. Ebb4l a probafiiggvény:

y= a674z
y' = —dae™*®
yll — 166—4$

visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

1
y" — 8y' + 25y = T3ae~ 1% = 56_4””,

amibdl
_ L
T 146
Az inhomogén partikularis rész megoldasanak méasodik része tehat
_ 1 —4x
Yih,2 = 1466 .

Inhomogén dltaldnos megoldds:

1 1
_ 4z 4z Ax —4x
y =cre "’ cos3zr + ce sm3m+—186 + —1466

FELADAT: 4" 4+ 9y = cos 3z

MEGOLDAS:

Karakterisztikus egyenlet: A2 +9 =0, ebbsl A\; = 3i, Xy = —3i
Homogén dltaldnos: yp = ¢ cos3x + co sin 3z

Inhomogén partikuldris: n =0, a =0, [ = 3, tehat EGYSZERES REZONANCIA van.
probafiiggvény:
y = az sin 3z + bx cos 3z

Ebbdl a



y' = (=3bx + a) sin 3z + (3ax + b) cos 3z
y" = (—9az — 6b) sin 3z + (—9bzx + 6a) cos 3z
visszahelyettesitve ezeket az egyenletbe kapjuk, hogy:

y" + 9y = —6bsin 3z + 6a cos 3z = cos 3z,

amibdl

a=—-, b=0.

1

6

Az inhomogén partikularis rész megoldasa tehat
Yin = gm sin 3x.

Inhomogén dltalanos megoldds:

1
Yy = €1 €0S3x + co sin 3x + gw sin 3x.



