Linearis transzformacié sajatértéke és sajatvektora.
Matrix sajatvektora és sajatértéke
n
A kovetkezbékben legyen R"az n dimenziés valos oszlopvektorok tere.
Legyen adott A egy kvadratikus (n x n) matrix.

Legyen A homogén linearis transzformacio, mely a tér minden v vektorahoz az A-v

vektort rendeli.
V—

>

v

Definicio:

Az A linearis transzformacié sajatvektora S (S#0), ha S képe az S vektor

skaldarszorosa, azaz a transzformacié csak a hosszat valtoztatja meg az irdnyat nem
azazA-s=1-s

A -t a transzformdacié S -hez tartozd sajatértékének nevezzik.

X a; &, a; X X ail_ﬁ' a, a, X 0
Has=|y|akkor |a, @, ay| Y|=4|ly| innen| a, a,-4 a, | Yy|=|0
z  Qp A5 z z as as, ass_ﬂ' z 0

Azaz (é—ﬂg)-gzg,

Mivel (S#0) , a fenti egyenletnek a trivialis (0) -tél kiilonb6zé megoldasait keressik.

Ha az egyitthat6-marix determinansa nem nulla, akkor az egyenletrendszer megoldasa
egyértelmd, és mivel a nullvektor megoldasa az egyenletnek, nincs nem trivialis
megoldasa.

Tehat

det( (é—ﬂg) = 0 szlikséges ahhoz, hogy S (S#0) sajatvektora legyen a

transzformacionak.
Ezt az egyenletet az s vektor karakterisztikus egyenletének nevezzik.
Ennek megoldasai adjak a transzformacid sajatértékeit.

A sajatvektorokat az egyenletrendszer megoldasaval kapjuk.
Definicio:
(A) sorait és oszlopait felcserélve kapjuk a transzponaltjat, és AT -al jeldljuk.
Definicio:
A matrixot szimmetrikus matrixnak nevezzik, ha a féatléra szimmetrikus elemei

azonosak (a; =a;ha i#j), aZaZéT = A

Kidolgozott feladatok
Legyen adva A matrix valamint ylés V, vektorok.



13 4 1 13 5 2
A=14 10 4 B=|-5 13
1 4 13 2 21

a.) Legyen az (i—k) vektor képe az ééltal meghatarozott linearis transzformacio
estén vV, Adja meg v, koordinatait!

b.) Legyen av, vektor képe a Eéltal meghatarozott linearis transzformacio estén V,.
Adja meg v, koordinatait.!

c.) Dontse el, hogy Vv, koordinatdira melyik azonossag igaz !

1 1
V,= (A-B)- 01, V,= (B-A)- 0 | vagy mindkettd, vagy egyik sem
-1 -1

d.) Adja meg é'gtranszponéltjét

Megoldasok
1
a.) i1—K koordinatai: | 0
-1
13 4 1 1 12
v, =|4 10 4 0O(=|0
1 4 13) (-1 -12
b.) v

2

13 -5 2) (12 132
v,=|-5 13 2| |-10|= | -84
2 2 1) 12

c.)

151 -11 35 1 16
(A-B)=[10 118 32|, (A-B)| 0| = [-22

19 73 23 -1 -4

151 10 19 1) (132
(BA)=|-11 118 73|, (BA) 0| =|-84

35 32 23 -1) (12

1
Lathatd, hogy V,= (BA) 0|,
-1



Megjegyzés: Ez kOvetkezik a matrix szorzas asszociativitdsabdl, ugyanis:

1 1
(BA) 0 |-B(A| 0|)=By- v,
-1 -1
1 1
A matrix szorzas azonban nem kommutativ, (A-B)-| 0 |#(B A)| 0 | mint a konkret
-1 -1

példaban is lathatd.

~—

B) =B'A",

(

>

Hatarozzuk meg a kovetkezo matrixok sajatértékeit és sajatvektorait.

13 4 1)(1) (13-1) (12 13 -5 2
A=|4 10 4|{0|=| O |=| 0 |és B=|-5 13 2
1 4 13)(-1) \1-13) (-12 2 2 1

13-4 4 1
A karakterisztikus polinomja| 4 10-4 4 |=0
1 4 13-1
12-1 4 1
az utolso oszlopot kivonva az els6bdl adddik, 0 10-4 4 |=0
=12+ 1 4 13-1
12-14 1 12-4 4
A k6zéps6 sor szerint kifejtve (10—2)‘ ‘—4‘ ‘
-12+1 13-1 -12+41 4

1)

12-2 1 ‘

12-1 1
-12+21 13-2

. 14_/1‘=(12—,1)(14—1)

2.)

12-2 4H12—z 4

~8(12- 1)
1242 4 | 0 8

tehat (10— 2
ehat ( )‘—12+/1 13- |12+ 4

=(10-1)(12-1)(14-2)-32(12—- 1) = (12—/1)((10—2)(14—1)—32)

12-4 1 12-2 4

azaz

(12-2)((10-2)(14-2)-32) = (12— 2)(140-142 -104+ A* —32) =0
vagyis

(12-12)(140-242+ 4% -32)=0



(12-1)(108-242+4%)=0 A =12

 24+[576-432 24++/144 24+12
2 2 2
2, =18
2, =6

22,3

Hatdrozzuk meg a 4 =12 -hez tartozé sajatvektort.

13 4 1)(s, S,
As, =/ 4 10 4 | s, |=12|s,
{1 4 13)ls, S
13-12 4 1 \(s,) (0
4 10-12 4 s, |=|0
1 4 13-12)\s,) (0

1 4 1)\(sy 0
4 -2 414 s,|=|0
1 4 1)(s, 0
S, +4s,+5,=0
4s, —2s,+4s,=0
s,=0

tehdt a A4 =12 sajatértékhez tartozd sajétvektor példaul az s,

EllenOrzés:
13 4 1 1 13-1 12
4 10 440 |=| 0 |=] O

1 4 13) (-1 1-13 =12
A, =18-hoz tartozé sajatvektor meghatdrozasa

13-18 4 1 S, 0

4 10-18 4 S,, |=|0

1 4 13-18){ s,, 0



-5 4 1)\(s, 0
4 -8 4 |s,|=|0
1 4 -5)(s, 0

—58,, +4s,, +5,, =0
Sy =28 +553 =0
58y — 48y, =Sy =0
6s,, —6s,, =0

S =Sy

S0 =285 +55,3 =0
=Sy 83 =0

822
1
s, =1
o
Ellen6rzés:
13 4 1)(1
4 10 4 |-|1|=
1 4 13)1\1

S23

Tehat:

13+4+1
4+10+4
1+4+13

7 4 1\(s, 0
4 4 4| s, =0
1 4 7)(s, 0
1
={2J Ellendrzés:
1
13 4 1 1 13-8+1
4 10 4 |-|-2|=|4-20+4
1 4 13)(1 1-8+13

18
=18
18

6
-12
6



. 1,=18 Ay =
1 1
§=0 _[1 _
-1 S = 53 = -2
1 1
.S
5 ==
=
1
J2
s*—i— 0
=2 =
- ‘i‘ 1
J2
1
J3
R
= s |3
1
J3
1
J6
= s | VB
1
6
Definicidé
ell eZl e31

€, €, €y |ortonormalt matrix ha ha i= j, akkor € -e; =0

e13 eZ3 e33
ha i=j, akkor ¢ -¢; =1

Tétel
Ortonormalt matrix inverze a transzponaltja
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ell eZl e3l e11 elZ e31

o — O
— O O

1

Bizonyitas| e, €, €, | €y €, €3 |=|0

el3 e23 eS3 e31 e23 e33 O
Spektral-felbontas

Legyen A szimmetrikus matrix

Es legyenek /4 -k az A métrix sajatértékei (i=1,2,3)

Tétel
A valés minden i-re, és a hozzajuk tartozé sajatvektorok merélegesek egymasra.

. S
Legyenek S, =ﬁ (1=1,2,3) a sajatvektorok irdnyaba mutatd egységvektorok
s
Tétel
A 0 0
N N N -1
A=(s 5 8)|0 & 08 5 8
0 0 4
111 11 1y
34 |2 B B[O E B
1 2 18 1 2
4 10 41]=| 0 — —-— 0o = ——=
1 4 13 B Bllo 0 6 36
21011 2111
V2 3 e V2 3 e
1 011 1, L
1 2 1lo 18 ol 1 1 1
=14 10 4]=| 0 — = - =
1 4 13 \/5\/6006\/5\/5\/§
21011 1 2 1
V2 3 6 V6 6 6
2 18 6 )y1 4 _1
13 4 1 \/E\/1§8\/1€2\/1§l \1/5 13 4 1
4 10 4|=| 0 -— ——=|—= — —— |=|4 10 4|=
1 4 13 \/5\/6\/5\/5\/5 1 4 13
12018 6|12 1
V2 3 e )\V6 6 6







