Matematika 2 épitészmérnokoknek

2. gyakorlat (2004. 02. 18. illetve 19.)
Matrixok sajatértékei, sajatvektorai
(gyak. vez.: Rudas Anna)

Az (n x n)-es matrixok potosan megfelelnek az n-dimenzios euklideszi tér linearis transzformacioinak. Egy
transzformacié hatasa egy vektorra annak felel meg, hogy a transzformacié méatrixaval megszorozzuk az adott
(oszlop)vektort.

Egy A € R szamot az A méatrix sajatértékének neveziink, ha létezik olyan x # Q vektor, amire igaz, hogy

Az = Az,

mas szdval ha az A-nak megfeleld linearis transzformacié az z vektor irdnyaban A aranyu nyujtast jelent. Ha egy
z vektor sajatvektor a A sajatértékkel, akkor barmilyen nemnulla valés szimmal megszorozva is egy ugyanahhoz
a sajatértékhez tartozo sajatvektort kapunk. Ennek megfelelGen barmikor megtehetjiik, hogy egy mar megtalalt
sajatvektor helyett az 6 szdmszoroséval (de nem a nullaszorosaval) dolgozunk tovabb, ez egyrészt néha kényelme-
sebb, mésrészt sokszor sziikségiink lehet egységhosszi sajatvektorokra: ilyenkor a vektor minden koordinatéjat
el fogjuk osztani a vektor hosszaval.
Egy A métrix sajatértékei pontosan a
det(A— X)) =0

karakterisztikus egyenlet gyokei, ahol I az egységmatrix. Ez az egyenlet n-edfoka, ha A (n x n)-es.

Minden valés szimmetrikus méatrixra igaz, hogy sajatértékei valésak, sajatvektorai pedig ortogonalis rendszert
alkotnak (barmely kettd mergleges egymasra), valamint igaz ra a fGtengely tétel, ezt konkrétan a feladatok kozott
latjuk majd.

A tovabbiakban csak valés szimmetrikus métrixokkal foglalkozunk.

1. Diagonalis matrixok

Diagonalis egy maétrix, ha a f6atléjan kiviil csupa 0 all. Ezek a legegyszertibb matrixok, sajatértékeik

2 0 0
épp az atloban allé elemek, sajitvektoraik pedig a megfelel egységvektorok. Példdul A = |0 -1 0
0 0 3

sajatértékei és a hozza tartozo sajatvektorok:
)\1 = 2, vy = (17070)

A2 =-1, v, =(0,1,0)
)\3 = 3, V3 = (0,0, ].)

2. Blokkdiagonalis matrixok

Ha egy matrix blokkdiagonélis (azaz minden eleme nulla, kivéve a f6atloja mentén elhelyezkedd négyzetes
blokkokat), akkor sajatértékei megegyeznek a megfelels blokkokbol képzett kisebb métrixok sajatértékeivel,
sajatvektorait pedig megkaphatjuk agy, ha a kis blokkmatrixok sajatvektorait a megfelelé szamu nullaval
4 12
0

25 728
kiegészitjiik. Példaul: A = —z—g % 0 |, ennek két blokkja van. Az egyik a 3-as szdm Onmagéiban,
0 0 3

ez a A1 = 3 sajatértéknek felel meg, az ehhez tartozo sajatvektor v; = (0,0,1). A masik blokk a B =
a1 12

(_2?_2 ﬁ5) , ennek sajatértékeit a karakterisztikus egyenletbdl hatérozhatjuk meg. Ez jelen esetben:
25 25

41 34 144
(55 = N5 =N~ 525 =

ez egy masodfoku egyenlet, gyokei Ao = 2 és A3 = 1. Keressiik meg az ezekhez tartozé sajatvektorokat!
Mivel sajatvektor szamszorosa is sajatvektor, kereshetjiik a vektort z = (1,y) alakban. (Ezt mindig
megtehetjiik, feltéve, hogy az egyessel jelolt elem nem nulla.) A2 = 2 esetén a

0,

Bx =2z
egyenletet kifrva az els@ sor arra vezet, hogy
41 12
5= =2
25 25
amibgl y = —%,
A3 =1 esetén pedig
41 12
25 257

amib6l y = %. Azt kaptuk tehat végiil, hogy az A matrix sajatértékei és sajatvektorai:
Yy=g3 ) g

A =3, v = (070: 1)



Ellendrizhetjiik a megold4asunkat beszorzassal (tegylik meg), valamint azt is megnézhetjiik, hogy a kapott
sajatvektorok valoban ortogonélisak (azaz barmely ketts skalarszorzata 0).

A kovetkezs méatrix sajatértékeit, sajatvektorait pontosan ugyanigy kapjuk meg. Csak a szdmszerd meg-
oldast mellékelem. Ha a gyakorlas soran foglalkoztok a feladatokkal, ne feledjétek, hogy az én megoldasa-
imban szerepld sajatvektorok szamszorosai is ugyanolyan j6 megoldéasok!

FELADAT:

MEGOLDAS:

. Tekintsiik a kovetkezd matrixot:

OO NXO| N

Ez nem blokkdiagonalis, valamilyen szimmetridt mégis észrevehetiink benne (azon kiviil, hogy valés
szimmetrikus). Hogy ezt jobban észrevegyiik, és hogy ne kelljen folyton tortekkel szdmolnunk, emeljiink ki
1/9-et a matrixbdl:

1 13 -5 2
A= §9A =3 -5 13
2 2 1

Ha a B = 94 matrixnak megtalaljuk a sajatértékeit, akkor az A-hoz tartozokat is tudjuk egybdl, hiszen a
kovetkezd két egyenlet ekvivalens:

tehat ha a B sajatértékeit elosztjuk 6-tal, akkor az A sajatértékeit kapjuk (a sajatvektorok pedig ugyanazok
lesznek).

Erdemes tehat a B matrixxal foglalkozni, aminek egész elemei vannak, és igy koénnyebben szamolhatunk
vele. Az imént emlitett szimmetriat is konnyebben meglatjuk benne. Ha ranéziink a matrixra, latjuk, hogy

azaz a megoldast kerressiik z = (1,1,2) alakban. Az = (A, A\, Az), tehat a 9Az = Az egyenlet els és
harmadik sora a kovetkezs egyenletrendszerhez vezet:

13-54+22=2A

2+242= Az

amit megoldva kapjuk, hogy a B matrix két sajatértéke 9 és 0, sajatvektorai (1,1,1) és (1,1,—4). Az

eredeti A-ra tehat 1

3)
)\2 = 07 Uy = (]-7 17 _4)

=1, v, =(1,1,

A harmadik sajatvektorat kdonnyen megkaphatjuk abboél, hogy tudjuk, a hirom sajatvektor paronként
merdleges egymésra, tehdt vs = v; X v, = (—5,%,0) illetve ennek (—3)-szerese, (1,—1,0) is ugyanagy
sajatvektor. Az ehhez tartoz6 sajatértéket legegyszertibben ugy kaphatjuk meg, hogy megszorozzuk A-t
(1,—1,0)-val, kapjuk (2,—2,0)-t, amibdl latjuk, hogy A3 = 2. Végiilis a harmadik sajatérték-sajatvektor
parra azt kaptuk, hogy

A3 =2, wv3=(1,-1,0).

Ugyanezt a szimmetriat fedezziik fel a kovetkezs példaban, és ennek segitségével hatarozzuk meg a saja-
tértékeket, sajatvektorokat:

FELADAT:

—_
N

|

—4
1d
9

2
9

OO

= |
QD|"<.o|t\3<.o|t\3



MEGOLDAS:

A =1
Ao =2,
A3 =2,

1

=(1,1, =

) vy ( ) 72)
Uy = (1717_4)
vs = (1,-1,0).

(a megoldas nagyon hasonlit a kidolgozott példaban szerepld szdmokhoz, ez ne zavarjon meg senkit.)

. A kovetkez6 példaban is valamilyen szimmetriat szeretnénk kihasznalni:

B2 1 13 4 1
U I B TR
lE 3 4 6

1z B 1 4 13

Ebbdl az egész szamokbol all6 B matrixbol leolvashato, hogy sajatvektorai lesznek valamilyen z = (1,y,1)
alaka vektorok. Lassuk:

13+4y+1=2X
4+ 10y +4 =My,

ezekbdl a kovetkezs parokat kapjuk: 18 és (1,1,1), illetve 6 és (1,-2,1). Ezekbdl leolvashatjuk az A-nak két
sajatérték-sajatvektor parjat:

A =3,
Ao =1,

v = (15171)
Vy = (1,—2,1).

A harmadik sajatvektort az els6 kettd vektoridlis szorzataként kapjuk, ha pedig az igy kapott vektort
beszorozzuk az A maétrixszal, 1atjuk, hogy az a sajat kétszeresébe ment at, azaz
)\3 = 2, Q3 = (1,0, —].).

A kovetkezs két feladat pontosan ugyanigy oldhat6é meg:

FELADAT:
8 2 _1
53 8 2B
A= £ 2 =z
B3 i
3 3 3
MEGOLDAS:
A= 3, UV = (1;171)
Ay = 1, Vy = (1;_251)
A3 =3, vz= (1,0,-1).
FELADAT:
5 1 -1
2 2
A= 1 1 1
SR
MEGOLDAS:
AM=3, vy = (1,1,1)
A =0, v,=(1,-2,1)
)\3 =9, 23 = (1,0,_1)
. A kovetkezd matrixot nézziik:
2 0 3
A=10 3 0],
3 0 10

ez majdnem olyan, mint egy blokkdiagonalis matrix. Ha az A — AI matrixban felcseréljiik a két als6 sort,
majd a két jobboldali oszlopot, akkor a kévetkezst kapjuk:

2—-A

3
0

3
10— A
0

0
0
3-A

B =

Tudjuk ugyanakkor, hogy ezen miveletek végrehajtasa soran a determinans nem valtozott meg (pontosab-
ban kétszer egymas utan ellenkezGjére valtozott az elGjele). Tehat a B méatrixnak ugyanakkor lesz nulla
a determindnsa, mint amikor A — AI-nek. Masszdval az A matrixnak ugyanazok a sajatértékei, mint a
2 3 0
3 10 0
0 0 3

matrixnak. Ezt pedig konnyld meghatirozni, hiszen blokkdiagonalis. A sajatértékek \; = 3,



Ay =11, A3 = 1. Visszatérve az eredeti méatrixra most megkeressiik a sajatvektorokat: A\; = 3-hoz ranézésre
a (0,1,0) tartozik. Ay = 11-hez nézziik az egyenletrendszert (z = (1,y, z) alakban keressiik a megoldast):

243z=11
Jy =11y
amibdl z = 3, y = 0 adédik. Ugyanigy a A3 = 1-hez:
2+32z=1
3y =y,
ebbél z = —1, y = 0. Kaptuk tehat végiil, hogy
A =3, v, =(0,1,0)

A2 =11, Uy = (1a053)

L.

)\3:1, 23:(].,0,—3



