i|H| | FEFA AR [a]n]a] SRR
I:::l!llllllllllll!!!lll!l:::l!lll!!!llllllllllll _ii_
M UEGYE E 17 8 2

Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

Matematika Intézet

A Matematika Ala targy
gyakorlati anyaga

vegyész és kornyezetmérnok hallgatoknak

Osszeallitotta: Ruzsa Zoltan

BME Budapest
2012



1. feladatsor: valds szamok, halmazok, fliggvények

1. Igy szokés halmazokat definialni: {z € alaphalmaz | feltételek z-re}. Definialjuk:

a) 1-nél kisebb pozitiv valés szamok halmaza, b) raciondlis; irraciondlis szaimok halmaza,
¢) a négyzetszdmok halmaza, d) a maésodik siknegyed pontjai,

e)" paros szamok halmaza, )" primszamok halmaza,

g)" az egységsugaru gombon beliili pontok, h)" harmadfokd polinomok halmaza.

2. Fogalmazzuk meg, hogy mit mondanak a kovetkezo allitasok. Melyek igazak és melyek nem
a val6s szamok korében? Irjuk fel az allitasok tagadasat!

a) Va Jy (y > z) b) Ja Vb (b* > 0)
c) p>0= [Elq (p:qz)] AV Yy 3z (z = y?)
effz>0s [Fy(y>0 A z—y>0)] fyf[teN A ye(N\{lLz})] =>2/y¢N

3. Tanulmanyozzuk a valés szamegyenes szerkezetét:
a) Melyik a legkisebb pozitiv valés szam?
b

) Mi van két szomszédos valds szam kozott?
c) Létezik két olyan irraciondlis szdm, amelyek kozott nincs racinodlis szam?

d)pt
(S

Létezik két olyan raciondlis szam, amelyek kozott nincs irraciondlis szam?

" Mutassuk meg, hogy minden intervallumon van racionalis és irracionalis szam is.

4. Abrazold az adott fiiggvényeket, és dllapitsd meg, hogy milyen tulajdonsagokkal
rendelkeznek. (Péros? Pératlan? Periodikus? Ertékkészlet? Ertelmezési tartoméany?)

1
—3r +4 b) —z%+3 1 d) e™*
a) T+ ) —x* 43z + c) P ) e
e) sin2x f) Inx+1 g) tg(—x) h)"log; 5(2x — 1)
N . . T x
i) s j e 3t k) cos (ZL’ - §> 1) ctg 3

5" Lassuk be hogy
a) a valds szamok kozott nincs minimaélis.
b) az {1/n | n € N} halmaznak nincs legkisebb eleme.
c) az Inz figgvény se alulrdl, se feliilr6l nem korlatos.

6™ Egy kereskedd kétkari mérleggel mér, am tudja, hogy a mérlege pontatlan: az egyik karja
rovidebb mint a mésik. Ezért ha valaki 1 kil cseresznyét kér, lemér fél kilot az egyik tanyérban,
majd felet a masikban is, félkilés sulyt hasznélva ellenstlyként. Mi errdl a véleményiink?

Emlékezteto

— Logikai jelek: V minden; 3 létezik; 3! létezik egyetlen; A és; V vagy; — nem; = kovetkezik;
< ekvivalens;
Halmazok: N természetes szamok; Z egészek; Q racionélisok; R valds szamok; ) iires halmaz.

— Egy f: R — R fiiggvény pdros, ha Va-re f(—x) = f(x). Pdratlan, ha Va-re f(—z) = —f(x).
Periodikus o periddussal, ha Vz-re f(x + o) = f(x).

— MINDEN feladat, amit a gyakorlaton nem beszéliink meg, hazi feladat. Amit eleve hazi
feladatnak szanok, az " -al van megjeldlve.

— Latogassatok meg a tantargy weblapjat! Tovabbi informacidk, az oktatok elérhetOsége, a
feladatsorok talalhatéak ott. http://www.math.bme.hu/~nagyi/al



2. feladatsor: sorozatok, komplex szamok

1. Allapitsuk meg, hogy nullsorozat-e! Ha igen, akkor oldjuk meg a kézelités alapfeladatdt, azaz
a definicié alapjan keressiink N kiiszobot tetszoleges € > 0-hoz.

1
a) a, =0 b) b, = — c) ¢, =(=1)"
_ 1 hf o hf _ (_1)71
d) d, = = e)fe, =sinn M f, = logo 7

2. Hatarozzuk meg a hatarértékeket, és keressiink N kiiszobot e-hoz a definicié alapjan!

2) lim 43: T 919 b)*lim ;ZJ—F;L ¢)* lim 67?2 +616
3. Legyen z =1 —4i. Milesz Re z, Im z, Z, |z|, arg 2?7
4. Abrézoljuk a komplex szamsikon a kovetkezé halmazokat:
a) {zeC : |z| =2} b) {ze€C : |z| >3} c) {zeC : |z| < -2}
d) {zeC : |z—-3] =2} e) {z€C : |z+1i|=1z—-2]} f) {z€C : Imz> 3}
g) {zeC : I<argz<?2} hMM{zeC : |z+2i] =7} )" {zeC : |z+1i] > |2|}
j)*{zeC : Imz>Rez} k) {zeC : —3>Rez>0} N {zeC : z2=7%}

5. Mi lehet z, ha...
a) 2—z=3,Imz=2
c)argz =3m/4, Rez =5

b) Imz=1, 2| =2
d)*Rez=1Imz, |z —2| =3

6" Lenkétol vizsgan megkérdezik a sorozat konvergencidjanak fogalmat. Ezt valaszolja:
»Az a, sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik olyan a szam, amelyhez a,, egyre kozelebb
keriil.” Meg fog bukni?
Lenke az ismételt vizsgan is ugyanezt a kérdést kapja. Most igy felel:
»Az a, sorozat pontosan akkor tart a-hoz, ha |a, — a| tart 0-hoz.” Most dtmegy?

Emlékezteto

— Az ay, as, ... ag, ...valés szdmokbdl &ll6 sorozatot (a,,) jeloli.

— Az a, sorozat nullsorozat, ha Ve > 0-hoz IN € N, hogy n > N esetén |a,| < e. Ezt
kétféleképp lehet jelolni: a,, — 0 vagy lima,, = 0.

— Az a,, sorozat hatdrértéke az a szdm, jelolve a, — a vagy lima,, = a, ha a,, — a nullsorozat.
Ekkor a,, konvergens, killonben divergens.
(Kozvetlentil ez igy is fogalmazhat6: lima, = a, ha Ve > 0-hoz 3N € N, hogy n > N esetén
la, —a| <e.)

— A komplex szdmok a z = a +ib (a,b € R) alak szamok, ahol i = /—1. Az itt szerepl$ a a
szdm valds része, azaz Re(z) = a, mig b az imagindrius, vagy képzetes része, azaz Im(z) = b.
Minden 0-t6l kiilonb6z6 komplex szam alkalmas r > 0, 0 < ¢ < 27w-vel egyértelmiien irhato
z = rcosp + irsin g alakba. Itt r a szdm abszolit értéke, azaz |z| = r, ¢ az argumentuma,

azaz arg(z) = .
Egy z = a + b komplex szdm konjugdltja: z = a — 1b.



3. feladatsor: sorozatok, komplex szamok 2.

1. A gonosz varazslo minden nap arannya valtoztatja a Foldon 1évo vizmennyiség felét. Mennyi
idé mulva csokken a vizkészlet 1 pohdrnyi ald? (A Foldon kb. 1386 - 106 km?® viz van.)
"Mennyi idé milva marad csak 1 vizmolekula?

2. Tjuk fel formuléval (minél kevesebb zargjellel) az a,, sorozatra vonatkozé allitdsokat:
a) a, korlatos,

b) an monoton novekvo,
C)hf
d)*a, dlvergens

3. Szamitsd ki az a,, = (\/ n>+n-—3— n) sorozat hatarértékét, és keress N kiiszobindexet az
e = 0.01 hibahatérhoz! Bizonyitsd be, hogy tényleg annyi a hatarérték!

4. Abrézoljuk a komplex szémsikon a {z€C : Re(z+1) = |z — 1|} halmazt!

5. Irjuk a kovetkez8 komplex szémokat a + ib alakbal

3— 21 3— 21
1+4i)(4—2i 7
a) (1+44)(4 — 20) b) i ) =5 I =
1 2—1
e)hf i2009 f)hf - g)hf _12 h)hf (2 + i)37(2 . i)38
1 1 —

6" Egy egyre pontosodd mérési sorozat n. mérésének eredménye a,, = 1+(—1)""12%", Hanyadik
mérés utdn csokken a mért mennyiség és a mért érték eltérése (azaz a hiba) e = 107* ala?

7" Abrézoljuk a komplex szdmsikon a {z€C : |z+i|+ |z + 3| = 7} halmazt!

8" Melyek tulajdonsigok értelmezhetéek az aldbbiakbdl egy komplex szamokbdl allé (z,)
sorozatra?

a) korlatossag
b) monotonitas

c¢) konvergencia

9" Pistike rondan ir, és a fiizetében nem tudja eldonteni, hogy egy helyen 7%, (azaz (2)?) vagy
pedig 272 (azaz (2)~?) 4ll. Van olyan z komplex szdm, amelyre ez a két szam egyenld?

10" Hol ahiba?  —1==ii=+—1v—1=/(— VI 1=V1V/l= (\/_>2:1



4. feladatsor: sorozat hatarértéke

1. Szamoljuk ki a hatarértékeket:

nfl

1+n2

n22 1 18p18

8n?2 — 4n?

5" 4+ 401n + 402
22 +n — 88

¢) lim <\/4n —3—Vn+ 9)

25n! + n?®
25nm

a) lim

¢) lim

e) lim

i) lim

2. Igaz? Hamis?
a) ha a, — a, akkor a? — a?
b) ha a? — a?, akkor a, — a

n® —216n% 4+ n — 2
—n8 + 500n* + 86

2" + 82n*7 4 23610
—14n25 + 2n8 4 3
(n+1)!

(5 —2n)n!

h) lim <\/2n2 T 5n—3— V2nZ - n>

b) lim

d) lim

f) lim

¢) ha a, >0 és b, — oo, akkor a,b, — oo

3. Vizsgéljuk: korlatossag, supremum, infimum, hatarérték.

cos(nm) (-1

a) .

b) (-2 + - )

4. Mennyi lehet lim a™ értéke (a-tdl fiiggben, a € R)?

5" Igaz? Hamis?
a) a, —0 = 1/a, -

b) a, >0 = 1/a, =0

¢) la, >0 és a, konvergens|] = lima, >0 d) [a, korldtos, b, — 0] = a,b, — 0

6 Szamold ki a kovetkezd hatarértékeket:

n?/3 +8n¥3 + /n + 12

i
a) lim n2+5m-—7T
9¥n—3vV2n + 1
im

vn+V3n
n32" + 37
n2n — 3n?

g) lim (\/m — n2)

c) 1

e) lim

f) li
) lim 220 + (2n)2 42

L) lim (%3 “3n 43— /n®+ 12302 — 1)

p(n)

7" Legyen p(x) és q(z) egy-egy polinom. Adjunk mddszert lim ——= meghatarozéaséral

q(n)

Emlékezteto

— Ha a, divergens, de VK-hoz N € N, hogy n > N esetén a, > K, akkor a, — oc.

— Egy H C R halmaz infimuma (azaz inf H) a H halmaz als6 korlatjai kozil a legnagyobb.
H supremuma (azaz sup H) pedig H felsé korlatjai koziil a legkisebb.
H minimuma l, hal € H és | = inf H. H maximuma h, ha h € H és h = sup H.
Egy sorozat infimuma, supremuma az elemei altal alkotott halmaz infimuma, supremuma.



2.

5. feladatsor: n. gyokvonas, specialis sorozatok

. frjuk a kovetkezd komplex szamokat a + b, esetleg r cos ¢ + irsin ¢ alakbal

a) (1—i)*" b) V3 o) Vi s
e) V1+i f)hf\?’/2_72' g)hf(1+i\/§)100 by /i_ig

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket a komplex szamok korében. Az egyenletekben szereplo
pohnomoknak irjuk fel a gyoktényezds felbontasat!

a) 22 —1z+3+2i=0

b) 23 —8=0

Mz —

d) 322 — 22 +3ZZ+6—Z—O
e)" 20 + 1622 =0

1\ 1 4n? 2 9y _ 5+1
d) lim (1 + —) e)" lim (1 + ) £) lim (L”E’>

n?+3

Felhaszndlva hogy {/n — 1, szdmoljuk ki:

a) lim *X/n b) lim V99n% ¢) lim V/n d)"lim ¥/n e ) lim V/n!

5" Egy szabdlyos hatszog egyik csicsa 2 + ¢, kozéppontja 3 + 2i. frjuk fel a tobbi csticsat!

6™ Legyen z egy tetszoleges komplex szam. Mi a kovetkezd 4 szam viszonya?

a) z b) |2] ¢) V2 d) (vz)?

7 A pluténium-238 felezési ideje 87.7 év. Jeloljik a,-el egy gyartaskor 50 kilogramm Pu-238-at

tartalmazé atombombaban n év eltelte utan maradé Pu-238 tomegét. Irjuk fel az a,, sorozatot!
Hanyadik évben fog a Pu-238 témege 0.1 kilogramm ala csokkenni?

Emlékezteto

— (reosa + risina)(scos f + sisin ) = rs(cos(a + ) + isin(a + f3)).

2 2
— {/r(cosa +isina) = %(COS (M) + ¢sin (M)) aholk =0, 1, ..., (n—1)
n

n

— A renddr-szabadly, vagy csendor elv: Ha a,, < b, < ¢,, és lima, = limc¢, = h, akkor b, — h

1S.

1 n
— Eloadéson lattatok, hogy az (1 + —) sorozat konvergens, és a hatarértékére bevezettiik az
n

e jelolést.
Ekkor Vz € R esetén lim (1 + f) 3
n



6. feladatsor: fiiggvények, hatarérték

1. Milesz az fog, milesz a go f fiiggvény, ha... (adjuk meg az értelmezési tartomanyukat is)
a) flo)=2-7 g(x)=2" b) f(z) =2 g(z)= V.
o) f@) =lo| gloy)=e—y ) f(z) = Rez, m2) gle,y) =2 +y2

2. Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket:
a) sine  b) 2sinz  ¢) 1+2sinz  d) 1+2sin(@—1)  e) 1+ 2sin (g - 1)
3. A definici6 alapjan hatarozzuk meg a hatarértékeket. Szamoljuk ki, hogy z-nek mennyire kell

kozel lennie zo-hoz ahhoz, hogy a fiiggvényérték a hatarértéket legaldbb € = 1072 pontossiggal
megkozelitse.

2(z? -1
a) lim3z —1 b) limsgnz c) lim (2° + 3z — 1) d)" lim A= 1)

z—4 z—0 rz——1 rz——1 T + 1

4. Piroska olyan kort szeretne rajzolni, amelynek teriilete 100 cm?. Mekkorat hibdzhat a korzd
kinyitdsanal ahhoz, hogy a kor teriilete maximalisan 1 cm eltéréssel 100 cm? legyen?

D. Abrézoljuk az alakzatot, majd moédositsuk a képletét ugy, hogy a megadott transzformaciok
torténjenek a képével.

a) f(z) =—+/x, eltolas: — 3 b) z?+ y* = 49, eltolds: 2
c) y=+v4— a2 nyijtds: <> 1/2 Ay f(z) = 22, eltolds: | 3, < 2
ety =a>—1, nyujtas: § 3 £y x? 4 y? =1, nyijtas: < 3

|| Inz

Inz ||
6" BEgészitsiik ki a tabldzatot: Inz cos(x?)
Inz cos(z?)

sin /x Inx

7" Hatarozzuk meg a fiiggvények értelmezési tartomanyat, értékkészletét, és abrazoljuk Oket.

Amelyik invertalhaté, annak irjuk fel az inverzét is, majd abrazoljuk azt is.
a) (z+3) b) sin(2z + 1) ¢) In (g) +3 d) 5%
8M Viktor 10 méterrol szeretné a labdéat az 1 méter széles teremfoci-kapu kozepébe guritani.
Hany fokot tévedhet a célzasnal, hogy a labda még bemenjen a kapuba?

Emlékezteto

— Ha f,¢g: R — R fiiggvények, akkor f o g egy olyan fliggvény, amelyre (f o g)(z) = f(g(x)).
Az f: R — R fiiggvénynek g az inverze, ha (f o g)(x) = z. f(x) inverzét f~1(x) jeldli.

— Egy f: R — R fliggvénynek a hatdrérétéke xq-ban a, (jeldlésben lim f(z) = a), ha minden

T—T0
(xn) — o, T; # X sorozat esetén f(x,) — a.
Ekvivalens definicié: lim f(z) = a, ha Ve > 0-hoz 36, hogy |r — x¢| < §, és © # x( esetén

T—T0

|[f(x) —a] <e.



7. feladatsor: hatarértékszamolas, folytonossag

1. Szamoljuk ki a hatarértékeket:

2 2
. 9 6 . oxt—3r+2 . ot —3r+2
a) :Bll}r_noo( r’+42°+1) b) mlg{ll N c) }}L% o1
d) lim S e) lim sin 5 f) lim —[6 — 7]
=1 I =0 z—5+ 2 + {3x}
. [6—2a] : r—1 1 5 5
xlir?fm h) lim N i) xErPooxW:” 1=V _3>
V9 -3 t 3 25 3
i) tim Y20 )P lim 287 I lim —L 2T OT
=0 /4 + 1 — 2 20 T e—=3 13 4+ 922 4 2Tz + 27
2. Abrézoljuk a fiiggvényeket, majd hatdarozzuk meg a hatarértékeket.
1
a) lim sinx b) lim —sinz ¢) limsin — d) lim xsin —
T—00 T—00 I z—0 xT z—0 x

3" Helga 1 liter kénsavat szeretne semlegesiteni, ezért 0.1 liter/s sebességgel vizet kever hozza.
Irjuk fel azt a fliggvényt, amely megmondja, hogy ¢ id6 elteltével mekkora az oldatban a kénsav
toménysége! Hany mésodperc milva csokken a toménység 1% ala?

4" Mutassunk példat olyan R — R fliggvényre, amely
a) minden pontban folytonos b) semely pontban sem folytonos
¢) pontosan egy pontban nem folytonos  d) pontosan egy pontban folytonos

5" Definialjuk a kovetkez6 fogalmakat:

a) lim f(z) = —oco b) lim f(z) =2 c) lim f(z) = —oo
6™ Igaz? Hamis? , lim f(x) = ¢ pontosan akkor, ha ahogy z kozeledik zq-hoz, ugy az f(x)
Tr—TQ

fliggvényértékek egyre kozelebb keriilnek c-hez.”

Emlékezteto

— Egy f: R — R fiiggvénynek a hatdrérétéke xo-ban a, (jelolésben lim f(z) = a), ha Ve > 0-

T—T0
hoz 30, hogy |z — xo| < 0, és x # xo esetén |f(z) —a| < e.
A figgvény féloldali hatarértékeinek értelmezése:
Baloldali: lim f(x) = ¢, ha Ve > 0-hoz 30 > 0, hogy 0 < (g — z) < § esetén |f(z) — | < e.

T—x0—

Jobboldali: lim f(x) = ¢, ha Ve > 0-hoz 36 > 0, hogy 0 < (x — z¢) < ¢ esetén |f(z) — | < e.

T—T0+

— lim f(x) = oo, ha VK-hoz 30 > 0, hogy 0 < (zo — x) < 0 esetén f(x) > K.

Tr—xQ

— lim f(z) = ¢, ha Ve > 0-hoz 3H, hogy = > H esetén |f(z) — ¢| < e.

T—00

— f folytonos az xo pontban, ha lim f(x) = f(xy). f folytonos, ha az értelmezési tartomanyédnak
T—T0

minden pontjaban folytonos.



8. feladatsor: differencidlszamitas

1. Szdmoljuk ki az f(x) = (sinz)(sin(z—1))? fiiggvény derivaltjat az o = 0 és xo = 1 pontokban
a definicié alapjan!

2. Ha a holdon felfelé elhajitandnk egy kovet 24m /s kezdGsebességgel, akkor ¢ mésodperc mulva
24t — 0.8¢? magasan lenne.
a) frjuk fel a ko sebességét az ido fliggvényében.
b) Mekkora a holdon a gravitdciés gyorsulas?
)
)

C

d

Milyen magasra repiil a ko?

Mennyi id6 alatt esik vissza?

3. Hol derivalhatéak a kovetkezd fiiggvények? Adjuk meg a derivaltakat!

a) x' b) |z c) 1/zM!
d) 7"z e) sina?® f) ctgx
r?+2x—1
' h) 7* 1) ——F7
g) wsinz ) 2 7+ 2z +1
i) S?f +€” cosx k) sin®(2?) 1) sin(cos(sinz))
m)" sgn x n)" zsinxcosx 0)*logs x
2+ 1
"log, x (23— 3z +8)7 )Y ——
p)*log )" ( ) F e
) (sin®(z) 4+ 2)7 t )M 2® u)™ (sin z)***

4. Irjuk fel
a) az f(x) = 2® fliggvényt a (2,8) pontban érinté egyenes egyenletét,
b)*a g(r) = In3z fiiggvényt az (e*/3,2) pontban érint6 egyenes egyenletét.

5. Milyen « és [ mellett derivalhaté?

) alo) a+cosz hazx >0 b () sin(ax) ha x>0
a) alr)= tolr) =
B kiilénben x+ [  kilonben

6™ Mekkora szogben metszi egymast a cosx és a sinx fliggvény?

7 Tudjuk, hogy (fg)' = f'g + ¢'f. Altaldnositsuk ezt az sszefiiggést

a) héromtényezos, b) négytényesos, c) n tényezOs szorzatra.

8" Pista ceruzdjanak a hegye a (4,0) pontban van, és innen érintéegyenest szeretne hizni az
f(x) = x*/3 fiiggvényhez. Hany fokos szogben kell elinditania a ceruzajat?

Emlékezteto

x)— f(x
— Ha az f: R — R fiiggvény értelmezve van xy egy kornyezetében, akkor a lim M
T—T0 r — 2o

szamot (amennyiben létezik és véges) f xo-beli derivdltjdnak nevezziik, és f'(xq)-val jeldljik.

— Az x — f'(z) figgvényt [ derivdlt figgvényének, vagy roviden derivdltjdnak nevezzik, és
f'-vel jeloljiik.



A derivalas alapszabalyai

d=0
(cf) =cf (cf(x)) = cf'(x)
(f+9)=f+4d (f(z) +9(z))" = f'(x) + ¢'(z)
(fg) =Ffg+4d'f (f(x)g(x))" = [(2)g(x) + g'(x) f(x)
(« ' fg—df © ' Pla)gl) - ¢ (@) @)
g g° 9(x) g(x)?
°g9) = ©9)g g(x)) = f(g(x))g (z
(fog) = (o9 (f(g(x)) = f'(g(x))g'(x)
1 1
f—l r__ f_l Y I =
SRy S = )
Az alapfiiggvények derivaltjai
(xn)/ — nxn—l
(sinz) = cosx (cosz) = —sinx
—1
tgr) = tgr) =
(tee) cos? (ctez) sin? z
(arcsinz)’ = ! (arccosz)" = !
iz Vi
1 1
(arctgr) = e (arcctgr)’ = .2
() =e” (a*) =a"Ina
1 1
Inz) =~ 1
(lnz)" = — (log, z)" = ——
(shx)" = chx (chz)" = shx
1 —1
thz)" = th
(the) ch®z (ctha)’ = shz
T _ T T -z h h
shep = & —° Chx—€+6 the = 2% cthr = S
2 chz shx
Figgvényvizsgalat
az |a, b] intervallumon f’ > 0 = J monoton novekszik [a, b]-n
az |a, b] intervallumon f" <0 = f monoton csokken [a, b]-n
f'(a) =0, és f' el6jelet valt a-ndl = f-nek lokdlis szélséértéke van a-ban
az [a, b] intervallumon f” > 0 = f konvex [a, b]-n
az [a, b] intervallumon f” <0 = f konkav [a, b]-n
1 ( ) =0, és f” el6jelet vélt a-ndl = f-nek a inflexiés pontja



9. feladatsor: L’Hospital-szabaly, széls6érték-keresés

1. frjuk fel a megadott fiiggvényt az adott P pontban érinté egyenes egyenletét!

a) f(x)=2% P =(3,9), b)* f(x) =sinz, P = (m0).
2. Milyen «, (-ra derivalhatoak a kovetkezo fiiggvények?
a—cosx haxz>0 sin x haz >0 ¥ +a haz>1
Bx kiilonben axr + [ kiilonben 2 — Bz kilonben
3. Kiszamolando6 hatarértékek:
sin x . et —x—1 . .
) b ) i = — ) Jm o
, T _ tgx wr wEeT+1)=2(e" - 1)
d) glﬂlir%(ln z)- e 2" ) alnlg(l) T +sinx £ ilg(l) 3
et —l—u . T CoST w11
8) :lvlg(l) x? b) rliglfr (2m — x)? 2 alclgtl) (x2 rsinx
1
| tgx)82” k)™ i tg x)nz 1) i Inz’
) x—1>1754( gIE) ) xi%{k (C g:t) ) xi%lJr \/E ne
4. Keressiik meg a lokélis szélsoértékeit:
a) x®—3x? — 18z +5 b 23 — 622 + 122 + 7

5. Zsiga pélinkafézdéje hetente o hordé palinkat a® — 622 + 152 ezer forint koltséggel képes
eléallitani, és y hordét 9y ezer forintért tud eladni. Mennyit kell termelnie, hogy maximalis
legyen a profitja?

6. Keressiik meg a fiiggvények adott intervallumon vett szélséértékeit.

a) fx)=2*+22-3, I=[-3,1 D) f(z)=]zl, = (-1 )
c) f(z) =sinx, I=1]-1,2] A f(x) = 223 3x +5, =[-1/2, 4)
7. Irjuk fel a kovetkezd fiiggvények n. derivaltat: a) —cosx b)* ze®

8 Ede akkora téglalap alaku folyéparti telket kap, amekkorat 1000 méternyi drétkeritéssel koriil
tud keriteni. (A folyépart egy egyenes, a teleknek erre kell illeszkednie. A telek folyéparti
oldaldra nem kell kerités.) Milyen alakban kell felépitenie a keritést, hogy a lehetd legnagyobb
tertiletli legyen a telke?

9" Hogyan valasszunk két pozitiv szamot 1gy, hogy az Gsszegiik 50 legyen, a szorzatuk pedig a
lehet6 legnagyobb?
Hogyan valasszunk két pozitiv szamot, hogy a szorzatuk 50 legyen, az 0sszegiik pedig a lehetd
legnagyobb?

Emlékezteto

— A L’Hospital-szabdly:  Legyenek az f és g fliggvények differencidlhatéak az xy egy
kornyezetében, és legyen itt g(z) # 0 és ¢'(x) # 0. Legyen tovabba lim f(z) = lim g(z) =0
T—T0 T—rT0

lim f'(x) lim f(x)
vagy lim |f(z)| = hm lg(x)| = +00. Ha =% = A, akkor =2 = A, ahol z és A
T lim ¢'(x) lim g(x)
T—T0 o

lehet valés szam vagy +oo.



10. feladatsor: szoveges széls6érték-feladatok

1. Egy téglalap alakd, 1 x 2 méteres kartonpapirbdl feliil nyitott, téglalap alaki dobozt
hajtogatunk tgy, hogy a papir négy sarkabdl négy egybevigd négyzetet vagunk ki, majd
felhajtjuk a doboz oldalait. Mekkora négyzeteket kell kivagnunk, hogy a doboz térfogata
maximélis legyen?

2. Egy épulé atlétikapalyan két parhuzamos egyenes szakaszbol és az Oket 0sszekoto
félkorivekbol all a futopalya. Hogyan kell kialakitani a palya alakjat, hogy a futépélya hossza
400 méter legyen, és a leheto legnagyobb teriileti téglalap alaku focipdlya férjen el a belsejében?

3. A Populista Part vezetdje tudja, hogy ha hatalomra keriilése esetére a bérek x-szeresére
valé novelését {géri meg, akkor a szavazok 30(x — 1)? szdzaléka nem fog hinni neki, viszont a
maradék szavazok 50(x — 1) szézaléka a partra fog szavazni. Hényszoros bérnévekedést kell
igérnie, hogy a leheto legtobb szavazatot kapja?

4. Egy derékszogii haromszog atfogdja 10 cm. Maximum mennyi lehet a teriilete?

5. Egy egyenes korkup alapkorének a sugara 2 méter, magassdga b méter. Hatarozzuk meg a
kupba irhaté maximalis térfogati henger adatait!

6" Magyarorszdgon a teljes lakossag 1 év alatt osszesen 10'3 forintnyi jovedelmet kap. Tudjuk,
hogy ha a keresetek (100y)%-at kéne jovedelemaddként befizetni, akkor a lakossag a befizetendd
adé (100y3)%-4t elcsalnd (nem fizetné be). Ilyen feltételek mellett mekkordra kéne az
adokulcsot allitani, hogy a lehetd legtobb pénz folyjon be?

7" Egy egyenld szaru trapéz két szara és az alapja 1cm hosszi. Hogyan kell megvalasztani a
szaraknak az alappal bezart szogét, hogy a teriilete maximalis legyen?

8" Lenke elhatdrozta, hogy feltolti a 10000 literes uszomedencéjét, melyhez a vizet a kozeli
kutrél fogja vodorrel hordani. Tetszolegesen nagy vodrot vélaszthat a munkahoz, de tudja,
hogy ha egy forduléval [ liter vizet hoz, akkor a fordulé 64+ masodpercig fog tartani. Hogyan
valassza meg [ értékét, hogy a lehetd leggyorsabban végezzen?

9™ Roland elhatarozza, hogy kifesti a szobajat. Persze ehhez elébb a bitorokat tobbé-kevéshé
ossze kell tologatnia, hogy mindentitt hozzaférjen a falhoz. Roland tudja, hogy ha ¢ 6rat fordit
a butorok Osszetologatédséra, akkor a festéssel 10(1 + 1/t) 6ra alatt végez, viszont a festés utén
megint ¢ orat vesz igénybe a butorok eredeti helyzetbe vald allitasa. Hogyan kell ¢ értékét
megvalasztania, hogy a leheté leghamarabb legyen kész?

10" Egy hajé tizemeltetési koltségeit a flitéanyag-fogyasztas és egyéb kiadasok képezik. Az
éranként felhasznalt fiitéanyag A értéke fiigeg a sebességtdl; az osszefiiggést az A = 0,03 - v3
képlet fejezi ki, ahol v (km/h) a sebesség; az egyéb kiaddsok B forintot tesznek ki. Hatdrozzuk
meg, milyen sebességgel haladjon a hajo, hogy a kilométerenkénti koltség a lehetd legkisebb
legyen. (Vegyiik B-t pl. 480 Ft-nak.)

11M Két egymast merodlegesen metsz6 folyosd szélessége 2,4 m, illetve 1,6 m. Mekkora az a
leghosszabb létra, amelyet (vizszintes helyzetben) az egyik folyosérdl a méasikra &t lehet vinni?

12" Egy hazra olyan ablakokat terveznek, amelyeknek alsé része téglalap alaku, fels6 része pedig
a téglalapra ill6 félkor. Egy-egy ablak adott keriilete K. Hogyan kell megvélasztani az ablakok
méreteit, hogy minél tobb fényt engedjenek at?



11. feladatsor: Taylor-polinom, fiiggvényvizsgalat

1. Szamoljuk ki a kovetkezo Taylor-polinomokat, és irjuk fel a hozzajuk tartozé hibatagot!
a) f(z)=(z—2)7, kozéppont: 3, Ts(x) =7

b) f(z)=sinz, kozéppont: , T,(x)=7"
o)l f(x) = €”, kézéppont: 0, Ts(z) =7
d) f(x) = Incosz, kozéppont: 0, To(x) =7

2. In(1.1)-et szeretnénk kozelitoleg kiszamolni a In(1 + z) fiiggvény 0 kézepli Taylor-polinomja

segitségével. Hanyadik tagig kell elmenniink, hogy a kozelités hibdja 1078 ald csokkenjen?

3. Szamoljuk ki kozelitéleg a megadott szamokat egy alkalmas fliggvény 2., 3., 4. rendi Taylor-

polinomjat hasznalva eszkoziil. Becsiiljik meg a kozelités hibajat!
a) V25
b)" sin 33°

C)hf e

4. Végezziik el a fliggvényvizsgalatot, rajzoljuk le a fliggvényt.

7 x > —x+1
3 2
1
e) ple™" £y e g)hfM h)*x +sinx

Nz
5 Mar lattuk, hogy lim {/n = 1, sét, lim ¢z = 1.
T—00
a) derivaljuk az /z fliggvényt!

o

hol veszi fel az /x fiiggvény a maximumat?

[N

)
¢) dbrazoljuk a /z fliggvényt!
) max{/n |neN}=7

6" Keressiik meg az y*> = x paraboldnak azt a pontjit, amely a (6,0) ponthoz a legkozelebb

van!
Emlékezteto

— Egy n-szer derivalhaté fiiggvény a korili n. rendd Taylor-polinomja:

T.(z) = i f(k)‘(a) (x —a)k. A kozelités hibatagja: R, (z,&) = ARG (x —a)"™!
k=0 '

k (n+1)!
Taylor tétele: Ha f™ differencidlhaté az [a, b] intervallumon, akkor létezik egy ¢ € [a, b], hogy
f(0) = To(b) + Rn(b, €).

— Fugguényvizsgdalat alatt azt értjik, hogy a fliggvény elsé két derivaltjanak az elojelét
megvizsgalva megallapitjuk, hogy a fiiggvény hol monoton, hol konvex, hol vannak lokalis

szélsoértékei, inflexios pontjai, majd ezek ismeretében lerajzoljuk a fiiggvény grafikonjat.



12. feladatsor: primitivfiiggvény-keresés

1. Egy csatahajé dgytja 800m/s kezd6sebességgel 16vi ki a 1200kg tomegii 16vedéket. Az agyit
45°-0s szogben stitik el.
a) Milyen magasan van a lovedék a roppalyédja csicséan?
b) Mennyi idét t6lt a levegében?

¢) Milyen messzire repiil?

2. Keressiik meg a primitiv fiiggvényeket.

1 4
a) /(3x9—2x2+1)d3: b) /Ed.it /—dx
4 1
d d — d f
)/737—1—1 ’ e)/xB ‘ >/(7x+1)
g) /ellx dx h) /:1363"3 dx i) /cos(lllx) dx
3. Integraljunk!
2z
d
a>/€ﬁ+ﬁ ’ / /
0 /eﬁdt / 16z d /
Vi 8x2 + 2
g) /xexdx /x /lnxdx
j)hf/exsinxah / /
In® x
x n)* /xlna:dx o) /e3x+5dx

4" Egy 25m/s sebességgel haladé autdt szeretnénk 10 méteren belill megéllitani. Mekkora
gyorsulassal (azaz lassuldssal) kell lassitani?

% (9 4 1)° 2xe®

T
x cosx dx

tgx dx sin® x cos = dx

m)"

. 1 100 1 In [100z]|
"Hol a hiba? 1 = [ —dx = dr =1 —— dr = 100——— =In|1
5" Hol a hiba n |zl /x x /100x x =100 o0z 00 100 n |100z|

6" A TV képcsovében egy elektron vizszintes irdnyban, 5 - 10% m/s kezddsebességgel indul el a
40 cm tavolsagra levé képernyo felé. Mennyit esik lefelé, amig odaér?

Emlékezteto

— Legyen f : I — R tetszbleges fliggvény. Ha egy F : I — R fliggvényre F’ = f, akkor F' az f
primitiv fugguénye. f primitiv fliggvényeinek halmazat [ f jeloli. Szokdsos még az [ f(z)dx
jelolés is, illetve a hatdrozatlan integrdl elnevezés.

[ Hand @)z = Figw) (/7 =F) [r@eea= oo
“( faH( ) — (@) r=1In|f(x
@ (ha o # 1) o do =] f(2)

— A parcidlis integralds: ffg’ = fg— ff'g-



13. feladatsor: helyettesitéses integralas, tortfiiggvény

1. Alkalmas helyettesitéssel szamoljuk ki a kovetkezo6 integralokat (dolgozatban a helyettesitést
mindig megadjuk):

1
a) /x2 sin(z?) dx b) /— dx c) [ sinze®® dx
V1— a2

21nx 332
d sin* z cosz dx e hf/ dzx f hf/ — dx
)/ - o

)M/de h)hf/xilm\/g i)hf/%

2x dx

= o [ e [
Wi o e

2. Keressiik meg a primitiv fiiggvényeket.

"

5 — 3 203 —4x? —x — 3 5
a) /x—dx b) / x r o dz c) /Ldag
x?2—2r —3 x?2—2r—3 22462 +9
2 + 3 1 xt
Q) [0 g 5 d L e —
) /4x2—4x+10 ’ °) /(x—1)2(a:2+1) v ) /x2+x—2 v

3" Domotor a méasodik emeleti ablakabol kihajolé matematikaprofesszorat akarja eltalalni egy
hégolydval. A célpont 10m magasan, 20m tavolsagra van. Domotor tudja, hogy a légellenéllas
elhanyagolhatd.

a) frjuk fel a v kezdosebesség-vektorral elhalyitott hogolyd helyét az ido fliggvényében.
b) Bizonyitsuk be, hogy a hdégolyé réppélyaja parabola.

¢) Hogyan kell Dométornek v-t megvalasztania, hogy célba taldljon?

Emlékezteto

— A helyettesitéses integrdlds: /f(a:) dr = /f((p(t))go/(t) dt|;—p-1(z), amennyiben ¢'(t) < 0
vagy ¢'(t) > 0 a kérdéses intervallumon.

dt
(Nem korrekt, &m konnyen megjegyezhetd erre igy gondolni: / f(x) dv = / f(z <dt) dr =

/ flx)— dt / f(z ) dt. Ekkor valdjaban egy x = x(t) helyettesitést végziink. A
kapott eredmeny t fuggvenye azaz vissza kell helyettesiteni ¢ helyébe az x(t) fliggvény inverzét.)
- / ﬂ dz kiszamolasa: Legyen a nevezd diszkrimindnsa D.
ax? +bxr +c
A B

Ha D = 0: A nevez6 teljes négyzet, igy = / o %) + o Qa) dr = Aln

dr = Aln|z +a|+ Bln|x 4 b|.

B
x—i—%

+b
I —_— ] —
2a

A
Ha D > 0: Parcidlis tortekre kell bontani: = / +
r+a x+0b
f/

dx +B/—dx—A1n|f($)|+Barctg(...).

Ha D < 0: —A/



14. feladatsor: Riemann-integral

1. Egy 2 méter hosszi valytu keresztmetszetét az f(x) = 152%, x € [—0.1, 0.1] fiiggvény frja le.
a) Mennyi viz fér a valyiba?

b) Ha 10 liter vizet éntiink bele, milyen magas lesz a vizszint?

2. Mekkora az f és g fiiggvények grafikonja altal kozrefogott sikidom teriilete, ha
a) f(z)=x+2és g(x) = x*
b) f(x) = 22 és g(z) = 23
o) f(z) = 2% és g(x) = —2? + 2

3. Szamoljuk ki az integralokat!

8) /02\1—x|d:c b) /05'5[:5]61:5

1 1/2 1
c) / 322V + 1dx d) / ———dx
1 _
In2 3
e) / xe dx e | {x}dx
0

107 e
g)hf/ (1 — cos3x)sin 3z dx h)™ / |Inz|dx
0 1

In2

ip [ Ver—1ldx

0
4" Mekkora teriiletet vdg ki az 2% + y? < 8 korlapbdl az y? = 2x parabola?
Emlékezteto
- Ab Newton-Leibniz-szabaly: Ha f : [a,b] — R integrélhatd, és F' egy primitiv fiiggvénye, akkor
[ 1@1do = (Pt = FG) - Fla)

— Helyettesités hatarozott integrdlra: Ha g szigortian monoton névekvo vagy csokkend, akkor

b 971 (b)
/ f(z)dx = / flgw)d (v) dy. (Ha a képletben minden integral 1étezik.)
a 9~ (a)



