Kétvaltozos fiiggvények Aabrazolasa sikmetszetek
képzése altal

1) Abrazoljuk a z = 22 + y? feliiletet!
Megoldas:

— Az [z,y] sikkal parhuzamos sikokkal (z = ¢) képzett metszetek korok:
22 +y? = ¢, tehat a feliilet z tengelyt forgasfeliilet;

— Az [z, 2] koordinatasikban y = 0, tehat a sikmetszet egyenlete z = z2,
azaz parabola;

— Az [y, 2] koordinatasikban z = 0, tehat a sikmetszet egyenlete z = y2,

azaz parabola;

Tehat a feliilet z tengelyii forgasparaboloid, amely az origoban érinti az

[z,y] stkot: 2 = 0-nal 2% + y* = 0 (0 sugart kor).

2) Abrazoljuk az x? + y? + 22 = 1 feliiletet !
Megoldas:
A feliilet egy 1 sugart gébmb, mert mindharom koordinatasikkal valo metszet
kor: 2?2 +y2=1,22+22=1,¢y>+22=1.

3) Abrazoljuk a 22 = x + y feliiletet!
Megoldas:
— Az [z, y] stkmetszet: z = 0, tehat = + y = 0, azaz egyenes;
— Az [z, 2] stkmetszet: y = 0, tehéat 22 = y, azaz parabola;
— Az [y, 2] stkmetszet: z = 0, tehat 22 = x, azaz parabola.

A feliilet un. parabolikus henger.

4) Abrazoljuk a z = cos (z + v/3y) feliiletet!

Megoldas:Koszinusz vezérgorbéji henger

5) Abrazoljuk a z = exp x + y feliiletet!
Megoldas:Exponencialis vezérgorbéji henger, az alkotok az y = —x

egyenessel parhuzamosak.

6) Abrazoljuk a z = In /22 + y?2 feliiletet!

Megoldas:z tengelyti forgasfeliilet, melynek meridiangorbéje: z = Inx.



7) Abrazoljuk a 2% — y? = 1 feliiletet !
Megoldas:Hiperbolikus henger, alkotéi a z tengellyel parhuzamosak.

8) Abrazoljuk a z = exp — (22 + y?) feliiletet!

Megoldas:z tengelyti forgasfeliilet, melynek meridiAngorbéje: z = exp —z2.
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Kétvaltozos fiiggvények hatarértéke és folytonos-
saga

Definicié. Az f(x,y) kétvaltozos fiiggvénynek az (xg,yo) pontban a hatarér-
téke A, ha minden tetszsleges € > 0 szdmhoz létezik olyan §(e) > 0 szam, hogy
minden |z —xzg| < § és |y —yo| < § egyenlStlenségeknek eleget tevs (z,y) pontra
|f(z,y) — A] <e. Jelolés:

lim f(z,y)=A

T—x0
Y—Yo

Ezzel ekvivalens definicié: Az f(x,y) fliggvénynek az (xo,yo) pontban A a ha-
tarértéke, ha barmely, az (xq,yo) ponthoz konvergald (z,,, y,) értékrendszer (so-
rozat) mellett az f(z,,yn) sorozat A-hoz konvergal.

Ez azt jelenti, hogy ha az f(x,y) kétvaltozos kifejezésben y helyébe tetszdleges
olyan y = y(x) fliggvényt helyettesitiink, amelyre y(xg) = yo, az ilyen modon
kapott f(z,y(x)) egyvaltozos fliggvénynek mindig az A szam a hatarértéke az

x = x¢ helyen.

Definici6é. Az f(x,y) fliggvény az (x,yo) pontban folytonos, ha

xll)rgtlo f(x,y) = f($0,y0)~
Y—Yo
Feladatok

i zy — 1
9) Hatarozzuk meg a T,Y) =
) Hatirozzuk meg az f(r.y) = L

kétvaltozos fliggvény hatarértékét, ha
T — 3ésy— 0.

1
Megoldas: Kozlekedjiink a szoban forgo helyhez az y = Pt gbrbén. Erre
T —

teljesiil, hogy x — 3 esetén 3 Tehét vizsgalando6 az
1 r—x+3

) = r—3 _ r—3 —
fl() ﬁ-i—l ngng x—2

fliggvény hatéarértéke x — 3 esetén:

=3.

. . 3
2y ) =

Vagyis, ha van hatarértéke a kétvaltozos fiiggvénynek az zg = 3, yo = o0
helyen, akkor az csak 3 lehet. Az els6 definicié alapjan igazoljuk, hogy a 3
valoban hatarérték:

zy —1
y+1

—3’<57 ha 3—-d<ax <34+ é y>N.



Valoban, ugyanis:

-1
Ty _3
y+1

xy—1-3y—3|
y—+1 N

(x—3)y—4 4 4
< |x=3|+|-| < d+— < e.
y+1 | | Y N

10) Szamitsuk ki a kovetkezd hatéarértéket:

2

X
1
lim (1+)x+y
b A

Megoldas: A fliggvény logaritmusanak a hatéarértékét fogjuk kiszamitani:

2 1 1 x
lim — 1n(1+): lim —— 1n<1+> =1,
ToOT+Y T T=00 x4y T

y—0 y—0
ugyanis:
xr x
lengoln<1+> =1, mert (1+> — e, ha x — oo
y—0
tovabba:
lim =1, mert — ‘ x—x—y‘ _y‘<€,
%:%Ox—l—y T+y T+y r+y

ha 0 -0 <y<0+46 és x elég nagy.

11) Hatéarozzuk meg a kovetkezd hatéarértéket:

Jim (4 y%) e ()

Y—00

Megoldas: Igaz a kovetkezs egyenlGtlenség:
0< (2% +9?) e ") < (z+y)2e @Y.

Tehéat, ha igaz, hogy helyettesitéssel:

2

. _ . _ . U
lim (z +y)2e" @) = lim v?e™ = lim —.
L—00 U— 00 u—oo e
y—oo

L’Hospital szaballyal beldthato, hogy ez a hatarérték 0.

2

Y " kétvaltozos fiiggvénynek az x =0, y =0

12) Van-e hatarérteke a 2 = ————
e+

helyen?



Megoldas: A (0,0) ponttol kiilonb6z6 helyeken a fiiggvénynek van értelme.

A hatarértéket az y = mx egyenes mentén Kkeresve:

m2z3 m3z
5 1= 5 — 0, haz—0.
z? + mix 1+m*x

A hatarértéket az = y? parabola mentén keresve

y* 1 1
2= =- = .
yt+yt 2 2
Ebbél kovetkezik, hogy a tekintett fliggvénynek a (0,0) helyen nincs hatér-

értéke.

Parcialis derivaltak, lancszabaly

13) Hatéarozzuk meg az alabbi kétvaltozos fiiggvények x és y valtozdk szerinti

parcialis derivaltjait.

a) f(z,y) = e’y 2223 sin(x + y)

Megoldas:
% =V 2uy — (day® sin(x + y) + 22%% cos(x + y)) =
2y {eﬁy —2y%sin(z + y) — 2y cos(z + y)}
afg;’y) =Y. g% (62%y? sin(z + y) + 22%y> cos(z + y)) =

z? {ew2y — 6y? sin(z + y) — 2y° cos(x + y)}

_ v_ O
b) f(x,y)—arctan\/;—arctan (:v)

Megoldas:
Of(v,y) _ 1 1(y)-%(_g), L Ljey 1 Jy
or  1+% 2\g 2/ = 2\y 22 2x+y) Ve
Of(xy) 1 1(g)—%1f 1 [z
dy  1+% 2\z r 2xz+y)\Vy
c) z=uaY¥
Megoldas:
0z
i
ar _ o*



0z . o . .
90 kiszamitasa a logaritmikus derivalas szerint:
Y

Inz=ylnz

1% =lnx
20y
0
6—; =zlnz=2aYIlnz
d) f(z,y) =23 —52%y + 32y? — 129> + 50 — 6y + 7
Megoldas:
0
OF@Y) _ 302 100y 4342 15
or
of (x,
OF@Y) _ 502 4 6y — 3647 — 6
dy

14) A z(z,y) fiiggvényt az xcosy + ycosz + zcosx = 1 egyenlGség implicite
hatarozza meg. Szamitsuk ki a z(x,y) fliggvény parcialis derivaltjait!
Megoldas:

Az x szerinti parcialis derivalasnal y-t allandonak tekintjik, igy z(x,y) csak

x fliggvénye:

. 0z 0z )
cosy +y(—sinz)— + — cosx — zsinx =0

ox Ox

0z . .
F (cosx —ysinz) = zsinx — cosy
x

0z  zsinz — cosy
Jr cosx —ysinz

Az y szerinti parciélis derivalasnal z-et allandonak tekintjiik, igy z(x,y) csak
y fliggvénye:

. . z 0z
—xsiny +cosz —ysinz— + —cosx =0

oy Oy

z . .
— (cosx —ysinz) = xsiny — cos z
a9y ( ysin z) y
0z  xsiny —cosz
dy  cosx —ysinz
15) e®¥ +e¥* +e** = xyz implicite hadrozza meg a z(z, y) fiiggvényt. Szamitsuk

ki a parcialis derivaltjait!
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Megoldas:

€™ + e¥* 9z + e** x%qu = z+x%
Y Y or Ox —Y Y ou

2
— (ye¥* + xe®® — xy) = yz — ye¥ — ze*”

ox

0z  yz —ye®¥ — ze**

dr yey® + re*t — xy

0z 0z 0z
ze®™ +e¥* | 2 — e le— | =22+ 2y—
" ( +y6y> " ( 53/) - Yoy
872 (ye¥* + xe®™® — xy) = xz — xe™ — ze¥?
Yy

0z xz— xe®™ — ze¥?

87; N yev® + xe*® — xy

16) Mutassuk meg, hogy az z(z,y) fiiggvény kielégiti a megadott differencial-
egyenletet !

a)

2(z,y) = (* +y?) In = xzy +yz, =22
Y
Megoldas:

2 1 >4y
zgz—z:2xln£+(x2+y2)gf:2xln£+x +y

Oz Y Ty Y x

0z x y x x x4y
z;:a :2yln+($2+y2)(—2>:2yln —

Y Y T Y ) Y

zzytyz, =2 (2° +y°) In g+($2 +9°)—(2® + %) =2 (2> + ) 1n§ =2z

b
) 2 / !
z(z,y) = zy + xzew T2y tyzy =Y+ 2
Megoldas:
o et x(——)— et — Lok
© " 9z Y 2) =Y x
'——8z—x+xegl—x—|—eg
v By =

a:z;—kyz;:acy—i—xe%—ye% oy +yer =ay+ 2
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v — a3 — xy?

z(x,y) =
Megoldas:

l I 2 2
- T2y +Yzy =2 -2 —yY

T dx 2 o
, 0z 2y—2wy

2

-3z — zy® — y? + 2 + 2y® + 2y — 2zy?
x

/ !
Tz, + Yz, =

2 3 2
— I —x
%+(71’2*y2):2*1'2*y2

IrAnymenti derivalas

Az f(z,y, z) fiiggvénynek az (xo, Yo, 2z0) pontban az e(e, e2, e3) iranyban vett
iranymenti derivéltja (Je| = 1):

8 b b)
[f(geyZ) = e gradf(zo,y0,20) =

:|(I07Z/07Zo)

df(xo,yo, 20) +623f($0,yo,20) +635f(3?07y0720)
ox oy 0z

€1

Kétvaltozos fiiggvény nek, f(x,y)-nak az e(cos a, sin ) irdnyban vett irAnymenti
derivaltja az (x,yo) helyen:

fo(@o,y0) = fi(xo,y0) cos o+ f (o, y0) sin

17) Szamitsuk kia z = In (x2 + xy) fiiggvény iranymenti derivaltjat az o = 150°
iranyban !

Megoldas:

c0s 150° = — cos 30° = —

|5

1
sin 150° = sin 30° = 3

Parcialis derivaltak:

1 T+y
’ _
f:r I2+Iy( xz y) QZ2+CCy
x
r_
Ty 2+ 1y

12



Tehéat:
ey 1

= 1
2 224y 2224 ay

18) Szémitsuk ki a z = 2® — 3zy? + 4y* fiiggvény differencidlhanyadosat az o =
= 45° irdnyban!
Megoldas:

cos45° = sin45° =

|

Parcialis derivaltak:

=3z° — 3y°

<~ 8B

= —6xy + 16y°

(327 — 3y°) + V2 (—6zy + 16y°) =

5 (32% — 3y — 6zy + 16y°)

V2
2

19) Szamitsuk ki a z = ylnx fiiggvény o = 60° irdnyban vett differencialha-

nyadosat az x = 2, y = —1 helyen!

Megoldas:
o 1
cos 60° = 3
sin 60° = @
2
Parcialis derivaltak:
2 = y
T
z; =Inzx
Tehéat:
ly V3
A
=24+ —1
Zo(,y) = 5~ + - Inz
1
20 (2,-1) = ~1 + ?1112

20) Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények irdnymenti derivaltjat a megadott

pontban és iranyban!
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a’) f($7y) = x2 + 3y27 PO(_271)7 a = 30°

1
Megoldas: f; = 2z, f, = 6y; cos30° = ?, sin30° = 3
fi(=2,1) = =4, f}(—2,1) = 6. Tehat:

fh(=21) = 746 + 61 =—-2v3+3

b) f(z,y) = cosh? zy — arctan , Po(2,-1), @ =120°

Megoldas:
1
120° = ——
cos —3
3
sin 120° = i
2
71 = 2y sinhay coshzy + —Z— — ysinh 2ay + —2* L e 1
= 2y sinh zy cosh x = ysinh 2z =4+ — — =
Y Y Y n %2 Y Y 14 zé 2¢4 " 9 T §
f! = 2z sinh zy cosh zy — l = xsinh2xy + —%— 1 7l76472
2zxy —2zy —4 4
(ugyanis: sinh 2zy = ¢ +2€ _ £ 2—|—e ) Tehat:

o= {5 () {52} ()

C) f($7y) = .’IJ2 _y27 P(171)7 v=3i— 2.]

3 2
Megoldas: v2 = 9 +4 = 13, igy cosa = —, sina = ———; f, =
g gy i 753 f
=2r— fi(P) =2, f, =2y — f’ (Py) = —2. Tehat:
4 10
d) f(z,y,2) = e @) Py(1,0,1), v = (3,27 —5) Megoldas: vZ =9 +4 +
3 -5
+ 25 =38, igy cosa; = cos vy = ——, cos w3 = ——, valamint

V38’ \/ﬁ

2
fo=—2ae D (R =~

V38

fy = —2ye” @ f(p) =0
fl=-1
Tehat

F1(Po) = F4(Po) cos(an)+ £ (Po) cos(a)+ £ (Po) cos(az) = — — ot —

_— .
eV/38 V38

14



Feliileti gorbék érintéi, érintdsik

A z = f(x,y) felilleten halado gorbét az (x,y) sikon megadott x = x(t), y = y(t)
gorbe oly modon hatéroz meg, hogy e sikgérbére allitott, z-vel parhuzamos

alkotoju henger és a z = f(x,y) felillet metszésvonala képezi a feliileti gorbét:
r(t) = iz(t) +Jjy(t) + kf(x(t), y(t)).
Ennek érint6vektora a ¢ = tp-nak megfelels helyen: zo = z(to), yo = y(to):
t(to) = i&(to) + ji(to) + k [f1 (20, y0)d(to) + f;(x0, yo)y(to)] -
Ha specialisan az x = z(t), y = y(t) gorbe a kovetkezd alakt egyenes:

r =x9+tcosa

y = 1yo + tsina,
akkor a megfelel§ térgérbe érintévektora a tg = 0 pontban:
I (to) = icosa + jsina +k [ f1(zo,y0) cos o + f; (20, yo) sinar] .
A k egyiitthatoja éppen az f(x,y)-nak « irdnyban vett irdnymenti derivaltja.

Ebben az esetben az érinté egyenlete:

T—Zo Y—Yo _<Z—Z0

cos o sin «v L

Az u(z,y,z) = z — f(z,y) = 0 fliggvény gradiense:
gradu(z,y,2) = —fi— fii+1 -k
A feliileti gorbe érintGvektora:
v(t) = @i+ gj+ [fod + 9] ke
Skalaris szorzatuk:
(gradu)t(t) = —frafyy + fr@ + fuu =0,

tehat gradu L ¥(¢), ahol £(¢) a feliilet egy pontjan athalado tetszéleges feliileti
gorbe érintGje lehet. Ebbdl kovetkezik, hogy egy feliileti ponton athalado feliileti
gorbék érintéi egy sikban vannak; ez a feliilet adott pontbeli érintésikja. Az

érintGsik norméalvektora gradu vektor. Tehét az érintGsik egyenlete:
fo(x —x0) + f,(y —yo) — (2 — 20) = 0.

15



A ®(z,y,z) = 0 (implicit) alaka felilleten halado r(t) = iz(t) + jy(t) + kz(t)
térgdrbe esetén @ (x(t), y(t), z(t)) = 0.

dd
o= La(t) + @, 5(t) + PLi(t) =0,

tehat az n(®}, @), ®’) vektor merdleges az r(t) = ii(t) + jy(t) + ki(t) gorbe-
érintére, az érintévektorok az n normalvektoriu érintGsikban vannak.

Az (x0, Y0, 20) pontbeli érintésik egyenlete:
P (z — o) + P, (y — yo) + P, (2 — 20) = 0.

A O(z,y,2) =0 és a U(z,y,z) = 0 felilletek metszésvonalat a két egyenletbél

adodo egyenletrendszer jellemzi. A metszésvonal érintésikja:

i j k
t=ng Xng = ‘I); (I); (I);
v, v vl

Ha a metszésvonal pl. x szerint paraméterezhet§, azaz leirhatdé mint
O(z,y(x), 2(x)), illetve U(z, y(zx), z(x)), akkor

d®
o= P, + @)y + L2
dv
ol U+ Wy 402

Ekkor a metszésvonal z szerint paraméterezett érintGje: r'(z) = 1-i+¢/'(z)j +

+ 2/'(2)k, ahol y/(z) és 2/(x) a fenti egyenletrendszerbdl kiszamithato.

Feladatok

21) Az =In (x2 +y2) feliiletnek a P(0,1,0) pontjan athalado, z tengellyel
parhuzamos és az z tengellyel 60°-os szoget bezar6 sikkal elmetszettiik a
feliiletet. Hatarozzuk meg a metszetgorbe érintGjének egyenletrendszerét a
P pontban.

Megoldas: A felillet P pontjara: xg = 0, yo = 1, 20 = In(0+1) = 0.

Kiszamitjuk az irAnymenti derivaltat:

SH

1
cos 60° = 2 sin 60° = —

2z 2y
/ ) ’
fw_m(01)_0’ fy= =7 =2

16



1
f;:§~0+§-2:\/§.

Az érint6 egyenletrendszere:

y—1 z

Ve

vl=| 8

22) Hatarozzuk meg a z = sinzy feliilet érintGsikjanak egyenletét az xo = g,

Yo = 2 pontban.

V3

Megoldas: zy = sin% -2 = - A parcialis derivaltak:

! — _ . r_ T
fo= ycosxy\(g’z) =-1L fy = xcosxy\(g’z) =3

Tehat az érintGsik egyenlete:

() guea () -0

23) Melyek a z = 222 + 5y — 3z + 2y — 1 feliiletnek azok a pontjai, ahol az
érintGsik parhuzamos a 2x — y + 5z — 25 = 0 sikkal?
Megoldas: A feliilet normalisa: n; = —z,i—z; j+k. Az adott sik normalisa:
2, 1 .
ny = 2i—j+ 5k, illetve n} = 5i — 5-1 +k. Ugy kell megadnunk az (o, yo, 20)
pontot, hogy ez a két vektor parhuzamos legyen egymassal. Kiszamitjuk a

parciélis derivaltakat :
2 =4z — 3; Z;:10y+2.

Osszevetve a sik normalvektoranak egyenletében szerepls egyiitthatokkal:

2 1
13 9
= — = : = —— = — 1 N = —2 .
o 20 0,65; Yo 0 0,18, — =z ,303

Teljes differencial szamitasa
A z = f(x,y) kétvaltozos fliggvény teljes differencialja:
dz = df = fy(z,y)dz + f,(x,y)dy.

A dz = P(x,y)dz + Q(x, y)dy kifejezés teljes differencial, ha

OP(z,y) _ 0Q(z,y)
oy Oz

17



24) Szamitsuk ki a z = Insin (x2 + y2) teljes differencialjat!
Megoldas:
’ 2z 2 2 2 2
Zx = mcos(z +y ) :2IECOt<I +y )
g
Y sin (22 4 y?)

Tehat dz = 2cot (22 + y?){wdz + ydy}.

cos (a:2 + yz) = 2y cot, (1‘2 + y2)

25) Allapitsuk meg a sinye®s™Ydx + z cosye® s ¥dy kifejezésrdl, hogy teljes
differenciél-e!

Megoldas: P(z,y) = sinye®*™¥; Q(z,y) = x cos ye”S"V.

opP . .
— = cosye” Y + x cosy sin ye” MY,
dy
0 . .
9Q = cosye® Y 4 x cos y sin ye” MY,
ox
or 0
Mivel tehat i a—Q, igy az adott kifejezés teljes differenciél.
Yy x

Magasabbrendi derivaltak szamitasa

26) Derivaljuk le kétszer x és y szerint a kovetkezs fiiggvényt:
z=¢e%cosy —xlny

Megoldas: Els6 derivaltak:

0z
2 = e e* cosy — Iny;
0z 1
/ X .2
2 =" =—e"siny — x—
v By Yy
A maéasodrendii parcialis derivaltak:
0%z
PARES ke e” cosy;
0%z 1
2! =2 =—e®cosy —r—.
v T G2 Y Y2

A vegyes parcialis derivaltak:
a 9 (0z\ 0%z o sin 1
W9 \dy )  Oxdy Y y’

P _ 0 (02 _ 0 —e” sin .
e gy \ox ) Oydxr Y Y

Lathato, hogy a vegyes parcialis derivaltak megegyeznek.
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27) Szamitsuk ki a z = e” cosy — z Iny fliggvény z, illetve y szerinti harmadik
parcialis derivaltjat!
Megoldas:

O o (F2\_0 (0 (0\Y_0 (0 L
03 Ox \9z2) 0Oz \ 9z \ Oz © 9z \ oz ccosymmy )=

0 ., ,
— (e¥ cosy) = e” cosy;

or
Pz 0 (07N _ 0 (0 (0=\\_0 (0 ([ L. w\)_
oy “oy \ay2) oy \ay \ay)) ~ oy \ oy Ymy)) "

0
— (—e””cosy—l— 352> =e’siny — 2%.
Y Y

dy
28) Szémitsuk ki a z = ¢® V" kétvaltozos fiiggvény masodrendii parciélis deri-
valtjait!
Megoldas:
2 = e TV’ Z, = 2ye” Y’

2 2 2 2

2 =2eT TV 4 (22)%e TV

"o m2+y2 2 x2+y2,

Zyy = 2€ + (2y)°e ;
a?+y?

"o
Zyy = Zyg = dye

29) Igazoljuk, hogy a z = x® — 3xy? + 2z fiiggvény x és y szerinti masodrend

parcialis derivaltjainak Gsszege zérus, vagyis a fliggvény kielégiti a
Zyy 2y, =0

an. parcialis differencidlegyenletet (ekkor z-t harmonikus fiigguvénynek nevez-

ziik).
Megoldas:
2 =3x% — 3y* +2; z, = —6xy;
2y = 6x;
z;'y = —6x;
1 1
Zyy + 2y, = 62 — 62 = 0.

Iranymenti masodik derivalt szamitasa

A z = f(x,y) kétvaltozos fliggvény « irdnymenti els6 derivaltja:

d
BED g ) o e

19



Ennek az o irdny menti derivaltja az « irdny menti masodik derivalt:

d2f($,y) - D f( )_ fl/ ( ) 2 +2f// ( ) . . +f/l ( ) 2
7da2 = UaaJ\T,Y) = Jpz\T,Y)COS™ X Ty Z,Y)Ccosasm o Yy T,y)sim- .

30) Szamitsuk ki a z = In (22 + xy) fiiggvény a irany menti masodik derivaltjat,

ha o = 150°, valamint g = 1, yo = 8!

Megoldas:
T S x
22 4oy’ Va2 4y’
S —22% — 2zy — ¢ __ﬁ.
vE (@ +a2y)®  |qyg 81’
o T
vy (ZEQ + Iy)Q (L.8) 817
oo wy—a | 1
W (@t ay)? 81’
d*z(z,y) —22% —2zy —y? zy — x> ) —z? )
da2 = D(,af(z'7 y) = (xQ + a’;y)Q cos” o + 2m cos ¢ sIn o + m Sin o
3 1
Mivel cos150° = —g, illetve sin150° = 2 igy cos?150° = 7
3 1
2 cos 150° sin 150° = —§7 illetve sin? 150° = 1 Tehéat:
d? 2 11
d*z(z0,50) _ 263 _ V31 = —0,319.
da? 814 81 2 814
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