Matrixok

A madtriz szamok, fiiggvények, valtozok stb. téglalap alaku elrendezése, amely
sorokra és oszlopokra tagolhato. Jelélése: A = [a;;], ahol a;; az i-edik sor j-edik

elemét jelenti. Az n sorbdl és m oszlopbdl 4116 A matrix tipusa (vagy dimenzidja)

n xm, jele: A . Altalanosan:
Tnxm
ai; a2 413 ... Qim
a1 Q22 A23 ... Qa2m
é =
apl Qap2 Gp3 ... Anpm
Példak

1) 3 X 4-es méatrix és 5 X 2-es méatrix, valamint egy négyzetes matrix felirasa

1 7

1 -1 2 5 1 7 3
4 8

7T 1 0 =3, ; 1 0 6
3 5

0 2 4 6 7T 2 -1
2 -1

2) Egységmatrix, zérusmatrix, sormatrix (1 x 6-os), oszlopmatrix (4 x 1-es)

Az egységmaétrix olyan négyzetes matrix, amelynek a fGatlojaban 1-ek

allnak (spec. diagonalmatrix):

10 0 0
0 1 0 0
0 01 0
0 0 01

Zérusmatrix (nem feltétleniil négyzetes!):

0 0 0 O
0 0 0O
0 0 00

Sor- és oszlopmatrixok:

[5431287

e R



3) Mikor egyenls egymassal a kovetkezd két matrix?

2 8 2 8
4 6 4 6
x 7| U v
1 23 lny 27

u=m,v="7,y=ceés =23 esetén egyenlGek.

4) Adott A és B, 3 x 4-es méatrixok. Szamitsuk ki A+ B; 54; B — A; —24
matrixokat !
5 2 4 1 1 4 2 0
A=16 -1 1 2|, B=|30 4 8
1 -2 3 2 5 1 2 1
6 6 6 1 25 10 20 5
A+B=19 -1 5 10|, B54=130 -5 5 10
6 -1 5 3 5 —10 15 10
-4 2 -2 1 -10 -4 -8 -2
B-A=|-3 1 3 6|, —24=|-12 2 -2 -4
4 3 -1 -1 2 4 -6 -4

5) Oldjuk meg a 24 + X = B maétrix egyenletet! (Az el6z6 feladat A, B mat-
rixait felhasznalva)

-9 0 —6 -2
X=B-24=1-9 2 4 4
3 5 —4 -3

6) Szamitsuk ki az A négyzetes matrixhoz tartozo A + A" illetve A — A" mat-

rixokat !
5 2 8
A=14 1 7
3 6 9
5 4 3 10 6 11 0 -2 5
A"=12 1 6/, A+A =16 2 13|, A-A"=12 0 1
8 79 11 13 8 -5 -1 0

7) Szorozzuk ssze mindkét sorrendben a kovetkezs sor- ill. oszlopmatrixot!



2
1 .
3 2 4 -1 L[ =6+2+12-5=15  (skaliis szorzat)
5
b)
2 6 4 8 -2
1 3 2 4 -1
3 2 4 —1] = (diadikus szorzat)
3 9 6 12 -3
5 15 10 20 -5

8) Végezziik el a kovetkezs szorzasokat!

a)
E
2 4 -5 |2+ 4y -5z
1 =3 2| Y] " |e—sy+2:
z
b)
1 -2 -
T Yy =z 9 4| = r+2y+3z2 —2x+4y+5z
U VW 3 5 C|u+ 2043w —2u+4v+ 5w

1
1| = [01 (sorok Osszegzése)

2 4 =5 r
{1 1} =13 1 —3} (oszlopok Osszegzése)

9) Mutassuk meg, hogy az s(a, b, c) és r(z,y, z) vektorok vektorialis szorzata a

kovetkez6 matrixszorzassal is kiszamithato:

o5

J.

=i(bz — cy) + j(cx — az) + k(ay — bx)

8 2
< .
w0



0 —c b T —cy + bz
c 0 —al| |yl =|cx—az
-b a 0 z —bx + ay
10) Permutéacio-méatrixszal valo szorzas
4 -1 0 01 0
A=13 2 -1, P=10 0 1
5 —6 3 1 00
a) P-vel balrol szorozva:
3 2 -1
PA=15 6 -3
4 -1 0

Az els6 sor a harmadikba, a méasodik sor az els6be, a harmadik sor pedig

a masodikba megy at.

b) P-vel jobbrdl szorozva:

0 4 -1
AP=1[-1 3 2
3 5 —6

Az els6 oszlopot a masodikba, a méasodik oszlopot a harmadikba, a har-

madik oszlopot pedig az els6be viszi at.

11) Az alabbi A, B és C matrixra szamitsuk ki az A B és AC szorzatokat!

2 -3 -5 1 4 10 0 7 3
A=|-1 4 5|, B=1|2 1 1 1|, C=1|3 -2 -1 -1
1 -3 —4 1 -2 1 2 0 1 3

-9 15 —6 -—13 -9 15 —6 -—13
AB=112 -10 8 14|, AC=1]12 -10 8 14
—9 9 —6 -11 -9 9 -6 -11

Léathato, hogy A B = AC-b8l nem kévetkezik B és C egyenldsége.

12) Matrix elemi atalakitasainak megvalositdsa matrixszorzassal



2)

Sorcsere (egymds kézotti) megualdsitdsa balrdl szorzdssal.
Els6 sor — negyedikbe (és viszont)

Masodik sor — harmadikba (és viszont)

0 0 01 1 2 3 4 5 -1 -2 -3 -7 =8
6010f|-2 -3 -5 -7 -9 |7 6 5 4 3
0 1 0 0 7 6 5 4 3| |-2 -3 -5 -7 -9
100 Of|-1 -2 -3 -7 -8 1 2 3 4 5

Oszlopcsere (egymds kozétti) megualdsitdsa jobbrol szorzdssal.
Els6 oszlop — harmadikba (és viszont)
Maésodik oszlop — 6todikbe (és viszont)

Negyedik oszlop marad.

0 01 00
2 4 2 91 21 2 9 4
0 0 0 01
-1 -3 3 8 3 3 3 -1 8 -3
10 0 0 0=
8 10 4 7 1 4 1 8 7 10
00 010
12 6 5 6 3 5 3 12 6 6
01 0 0O
Sor ill. oszlop szorzdsa egqy szimmal
Balrol szorzas: 3. sor szorzasa A\ szimmal
1 0 0 0] (2 3 2 3
01 0 Of |4 1 4 1
00 A 0|5 7| [5x 7A
0 0 0 1] (8 6 8 6
Jobbrol szorzas: 2. oszlop szorzésa A\ szdmmal
1 2 3 1 2x 3
4 1 2 1 0 0 4 X 2
1 2 2 0 X 0] = 22 2
-1 1 —-1] |0 0 1 -1 1A -1
3 4 5 3 4\ 5

Az A mdtriz i-edik sordhoz hozzdadjuk a j-edik sor A-szorosdt
Az egységmatrixba a;; = A-t frunk a 0 helyébe és balrél szorzunk (csak

kiilonb6z6 sorok kozotti mivelet esetén!).



Harmadik sorhoz adjuk az els6 sor 6-szorosat: az; = 6

1 0o0o0|[s 7 5 7
0100 40 |1 4
6 0 1 0| |3 —1| |33 41
00 0 1 6 2 6

e) Az A mdtriz i-edik oszlopdhoz hozzdadjuk a j-edik oszlop \-szorosdt
Az egységmétrixba aj; = A-t irunk a 0 helyébe és jobbrol szorzunk (csak

kiilonb6z6 oszlopok kozotti miivelet esetén!).

Negyedik oszlophoz adjuk a méasodik oszlop 5-sz0rosét: agy = 5

1.0 0 00
4 31 4 1101 0 5 0 4 3 1 19 1
2 5 2 6 4/|/0 01 0 0[=1(2 5 2 31 4
1 71 7 310 0 010 1 7 1 42 3
0 0 0 01

13) Szorozzuk meg az A négyzetes matrixot mindkét oldalrol az A transzpo-

néaltjaval!
1 3 =2 1 5 -3
A=1]5 -1 0 A*=13 -1 2
-3 2 =2 -2 0 =2

A matrixszorzasok kiirva:

A
I
5 -3
3 -1 2
-2 0 -2
3 2|14 2 7
A=|5 -1 0|2 2 -17|=4A4"
302 207 17 17




3 -2
5 -1 0
-3 2 -2

5 313 -8 4
-1 2 |-8 14 -10| =47
-2 0 2|4 -10 8

w =

é:

[8S

Lathato, hogy A* A # A A*, bar mind a kett§ szimmetrikus matrix.

14) Mutassuk meg az A =

1 3 4 -1
és B = matrixokra, hogy
-2 1 = 2 -1

(AB)" = B'A"!

[l
oy
Il

A=

3 -1 -1

1 -2
‘|7 .-B.*:
1 =

4 2
‘|, é*é*:

15) Determinansok értékének meghatarozasa

&
Ny

1+v2 2-3

25 1y =D -g=—1-1=-2

sina  cosa . 9 9
=sin“a+cos“a=1

—cosa  sina

sina cosa . . .
= sinacos f — cosasin f = sin(a — §)

sinf cospf
c)

2 1 3
3 7 4 7 4 3

4 3 7/ =2 -1 +3 =-50—-254+75=0
7 8 1 8 17

1 7 8
—25 25 25

4 1 3 5 3 5 1

1 =3 —4 +7 =33-136 —49 = —152

) -1 8 2 8 2 —1
11 34 -7



2 1 3

4 i |5 —i |5 4 . .
5 4 —i|=2 — i = 52—29i+42 = 94—29i
L 21 7 61 7 61 2i
61 21 8
26 29 —14i
e)
5 1 2 3
4 2 3 1 2 3 1 2 3
0 4 2 3
58 g 0:5 8 1 0 -5 14 2 3] +7|14 2 3|=-90-30-63 = —183
6 2 4 6 2 4 8§ 1 0
7 6 2 4 N , N , N ,
164+48—18+64=—18  68—68—6=—6 60—51=9
(12 5 2
16) Legyen A = 5 3 és B = |3 adott. Hatarozza meg azt az X
matrixot, amely eleget tesz a
AX=B+2X

matrixegyenletnek!

Léathato, hogy X csakis 2 x 2-es lehet.

x=[ ]

AX - 1 2| ]la b _ a+ 2¢ b+ 2d
- -2 3| |c d

—2a+43c —2b+3d

5+2a 24+2b
B4ox = + 2a +
- - 14+2c 3+2d
A maétrixok egyenlésége miatt:
a+2c=5+2a

—2a+3c=1+2¢
b+2d=2+2b
—2b+3d=3+2d



Atalakitva az egyenleteket :

— 2¢c =5
a2 a=1, ¢=3
—2a+c¢c =1

—b+2d =2 b 4
—2b+d =3

Tehat

17) Hatérozzuk meg az origon athaladé v(vy,ve,vs) irdnyvektord (v + v3 +
+v3 = 1) egyenesre vonatkozo tiikrozés matrixat. Mutassuk meg, hogy a
kapott matrix ortogonalis és szamitsuk ki a métrixhoz tartozé determinéns

értékét !

P/

Legyen az O origobol a tér egy P pontjaba mutato helyvektor r(z,y, z), a
P pont P’ titkorképébe mutato helyvektor pedig r/(z/,y/, 2').

Ekkor a v irdnyvektort egyenesre valo tikrozést az r’ = Ar egyenlettel

irhatjuk fel, amely kiirva a vektorkomponenseket a kovetkezs alakot olti:

Az abra alapjan

Ezt atrendezve



ami matrixos alakban

"= 20(u'r) -

=
lle=y
=
Il
—~
~
Il
Il
*
S~—
|
[
—
=3

1=

Kiirva a komponenseket :

z’ 1 1 0 0 T 202 — 1 2v1v9
¥y =142 vy {Ul Vg ’U3:| —10 1 0 yl = | 2vv2 203 -1
b4 U3 0 01 z 2u1v3 20903

Az els6 oszlop 6nmagaval vett skalaris szorzata:

2 2
(211% — 1) + dvivd + 4ol = (U% —v2— v%) + 40?3 + 4vivd =
= v} + 05 +v5 — 20203 — 20202 + 20202 + 4023 + P02 =
= v} + v + v5 + 20303 + 20203 + 20302 =

2
= (U%—FU%—FU%) =1
Az els6 és a masodik oszlop skalaris szorzata:

(21}% — 1)2 (2v1v2) + (2v1v32) (21}% — 1)2 + dvyvv3 =
= 4’0?1}2 — 2v1v9 + 41}1115’ — 2v1v9 + 41)11)21)?2) =
= 40y (v%—i—v%—i—v%—l) =0

A transzformaéciés méatrix determinansa:

det A = (21)% -1) (21}% -1) (2v§ -1)+ 8vTv3v; + 8vivavi—

— 4vv? (27}% — 1)2 — 4vdv? (27}% — 1)2 — 4viv3 (21}‘;’ — 1)2 =

1

= Sviviv3 — dvivi — dvivs — 4Pvd + 20f + 205 + 203 — 1+
2,2 2 2,2,2 2,2,2 2,2, 2 2,2 2
+ 8vjvyvs + 8vivyvs — 8uivyvs — Suivavs — SUTU5U3+

+ 4v3v + doivi + vl =1

2’01 U3
21}2’03
203 —1

det A = 1, tehat a transzformaci6 az alakzat orientaci6jat nem valtoztatja

meg.

A ortogonalis matrix:

10



18) Hatérozzuk meg az origéon athaladé n(a,b, c) normélisi (a2 + b + v% = 1)
sikra vonatkozo tiikrozés matrixat. Mutassuk meg, hogy a kapott matrix

ortogonalis és szamitsuk ki a matrixhoz tartozo determinéns értékét!

Legyen az O origobol a tér egy P pontjaba mutato helyvektor r(z,y, z), a
P pont P’ titkorképébe mutato helyvektor pedig r/(z/,y/, 2').

P/

Ekkor az n normélist sikra valo tiikrozést az 1’ = Ar egyenlettel irhatjuk

fel, amely kiirva a vektorkomponenseket a kovetkezs alakot Olti:

Az abra alapjan

ami matrixos alakban

v = Er-2(y) = {Er—2on)}
Kiirva a komponenseket :

x 1—2a%2 —2ab —2ac T
y| =] —2ab 1-2b> —2bc
2 —2ac —2bc  1—-2¢%| |z

Az els6 oszlop 6nmagaval vett skalaris szorzata:
(1 — 2a2)2 +4a%b? + 4a?c? = (b2 e a2)2 + 4a%b? + 4a?c? =
=a* 4+ b* 4 ¢t — 2a%b? — 2a2c? + 2022 + 4a?b? + 4a’c? =
= (a2+b2—|—02)2 =1

11



Az els6 és a masodik oszlop skalaris szorzata:

(1 —2a2)” (=2ab) + (—2ab) (1 — 2b%)° + dabc? =
= 4a3b — 2ab + 4ab® — 2ab + 4abc? =
:4ab(a2—|—b2+c2—1) =0

Minthogy A szimmetrikus matrix, igaz:

ATt —a -

S

A transzformaciés matrix determinansa:

det A= (1—2a°) (1—2b*) (1 —2c%) — 8a®b°c? — 8a®b*c*—
— 402 (1—20%)° —4ac* (1 — 26%)° — 4ab* (1 — 2¢%)°
=1-2a% — 2b% — 2¢? + 4a?b* + 4a®c? + 4b*c?—
— 8a%b%c? — 8a?b%c? — 8ab%c? + 8ab*? + 8ab*c? + 8a’b* P —

—4a%h? — 4’ — 4P =1-2 (a2 +0v2+ 02)2

=-1
det A = —1, tehat a transzformacié megvaltoztatja az alakzat orientaciojat
(,jobb kesztyd — bal kesztyd”).

19) Hatérozzuk meg az origéon athalado n(a,b,c) normalist (a? + b2 + v? =

= 1) sikra valé meréleges vetités matrixat. Szamitsuk ki a matrixhoz tartozo
determinéans értékét!

Legyen az O origobol a tér egy P pontjaba mutato helyvektor r(x,y, z), a
P pont P’ képébe mutatd helyvektor pedig r'(2/,y/, 2')

12



Ekkor az n normalist sikra valo meréleges vetitést az 1’ = Ar egyenlettel
irhatjuk fel, amely kiirva a vektorkomponenseket a kiovetkezs alakot olti:
/

/

IS SRS
Il
I~

IS

Az abra alapjan

ami matrixos alakban

x’ 1—a? —ab —ac T
Y| =] —ab 1-0> —bc
2 —ac —be 1-¢%| |z

A transzformaéciés méatrix determinansa:
det A = (1 - a2) (1 - b2) (1 - 02) —a?b?’? — PP —
— 2P (1 — a2)2 —a%? (1 — b2)2 — a?b? (1 — c2)2 =
=1— (20 4 2b° + 2¢%) + a®b® + a°c® + >~
—a?b?c? — a’v? A — a®b* A + a*b? A + a?b?? + b2 —

2b2 2.2

—a B |

A maétrix szingularis, mivel a determinénsa 0. Nincs inverze, ami a geometriai
tartalombol is nyilvanvalo.

20) Hatarozzuk meg az [z, y] siknak az origo koriili ¢ szogt elforgatasaval adodo
transzformacié matrixat. Mutassuk meg, hogy a matrix ortogonalis! Irjuk fel
az inverz transzformaciot is!

Legyen az O origobol a sik egy P pontjaba mutato helyvektor r(z,y), a P
pont P’ képébe mutato helyvektor pedig r/(z',y").

Ekkor az elforgatast ismét az 1’ = Ar egyenlettel irhatjuk fel, amely kiirva
a vektorkomponenseket a kévetkezs alakot 6lti:

x’ T
y/

Y

-4

13



v

A transzforméacios matrix meghatarozasahoz az abrat hivjuk segitségiil. Irjuk

fel az r és r’ vektorokat az {i,j} természetes bazisvektorok segitségével!

r=rcosai+rsinaj = i+ yj
r' =rcos(a+ )i+ rsin(a+ ¢)j =
= (rcosacosp — rsinasing)i 4 (rsinacosp 4 rcosasinp)j =

= (zcosp — ysing)i+ (zsing + ycos p)j

x| |cosp —sinp| |z
y' singp cosp | |y

Az els6 oszlop 6nmagaval vett skalaris szorzata:

Tehat

cos? o +sin®p =1
Az els6 és a masodik oszlop skalaris szorzata:
—cospsing +singpcosyp =0

A transzformécios matrix tehat ortogonalis.

Az inverz transzformécio:
r| | cosp sinp| |z’
Yy —singp cosy| |y

14



21) Az el6bbi feladat alapjan irjuk fel az y-tengely koriili ¢ szogd elforgatés

matrixat térbeli koordinatarendszer esetén!

cosp 0 —sing
F,=1] 0 1 0

sinp 0 cosy
Ez is ortogonélis métrix.
det F, = cos? ¢ 4 sin p = 1
Tehat nem valtoztatja meg az elforgatott alakzat orientacidjat.

22) Trjuk fel az [z, 9] stkra ill. az 2- és y-tengelyre vetité matrixokat!

100 100 000
Vey=10 1 0|, Ve=[0 0 0f, V=101 0
000 000 000

Mindharom maétrix szingularis.

23) Hatarozzuk meg a P(5, —4, —1) pont 4j koordinatait az a,(2,1,0); a5(0,2,1);
a3(1,0,2) vektorok altal meghatarozott bazisban!

aa; + fay +vyaz =5 — 45 — 1k
20i + aj + 265 + Bk + vi+ 27k = i(2a+7) + j(a +26) + k(B +27)

Tehéat a megoldand6 egyenletrendszer:

20+v=5
a+20=—-4
B+2y=-1

A maésodik egyenletet 2-vel szorozva és kivonva az els6bél a kovetkezs egyen-

letet kapjuk:
—43+~v =13

Ehhez hozzaadva a harmadik egyenlet 4-szeresét v-ra a kovetkezd egyenletre

vezet :
9v=9

15



Innen v = 1. A visszahelyettesitéseket elvégezve az egynletrendszer megol-

dasa:
a=2, 8 =-3, v =1.

Tehat a P pont koordinatai az {a,,a,, a5} bazisban (2, -3,1).

24) Irjuk fel az {i,j,k} és {21, 25,25} ortonormalt béazisok kozti béziscsere

matrixat és végezziik el a matrix vizsgalatat!

A {z;, 2z, 23} bazisvektorok komponensei az {g’, l‘,@} béazisban:

211 212 213
21 [721] > Z9 | 222 » 23 | %23
231 232 233

Fejtsiink ki egy r vektort mindkét bazis szerint!
r=zi+yj+zk="E82 + &2y + &2,

Szorozzunk meg minden tagot skaldrisan elGszor az i, majd a j, végiil a k

vektorral. Igy a kovetkezs harom egyenletet kapjuk:

T = (219) &1 + (298) &2 + (231) &3 = 21161 + 21282 + 21363
y=(217) & + (225) &2 + (23)) & = 22161 + 22282 + 22383
2= (21k) & + (29k) &2 + (23k) & = 23161 + 23282 + 23363

Matrixos alakban:

A
—_——
X 211 %12 213 &1
Yyl = (221 222 z23| |&2
z z31  z32  z33] |&3

A ortogonélis matrix, inverze A*. Az inverz transzformécio:

& 211 221 231 |=%
S| = |z12 222 z32| |y
&3 213 223 %33 z

16



25) Irjuk fel a sikbeli koordinatarendszer ¢ szogii elforgatasaval nyert @j koor-

dinatarendszer és az eredeti kozti baziscsere méatrixat és annak inverzét!

Az 4j bazisvektorok komponensei a régi bazisban:

cos ¢ —sing
e , e .
= | sin © > | cos @)
Y
A
n
A J
€9 5
2 €1

Y

A baziscsere A matrixa:

x| |cosp —sinp| [
Y B sing cosyp n

Az inverz transzformaéacio:
—1 _ A*
—_—
§| | cosp sing| |z
n B —sing cose| |y

26) Adott a sikon egy —3x2 4 23y? + 261/3xy — 144 = 0 egyenletd gorbe. Ha-
tarozzuk meg a gorbe egyenletét abban a koordinatarendszerben, amelynek

[8S

tengelyei az eredeti tengelyek 60°-os elforgatéasaval addédnak.

Az 14j bazisvektorok komponensei a régi bazisban:

17



Y
A\ 4

|,

1 _ V3
aq é s (%) 12 .
2 2

A baziscserét tehat a kovetkezs egyenletrendszerrel irhatjuk fel:

_ 1 _v3
BN

V3,1
Y=gt

Felhasznalva az el6bbi egyenleteket irjuk fel a gorbe egyenletében szerepld

z2, y? és xy tagokat az Gj bazisban:

18



A gorbe egyenlete az eredeti bazisban:

—322 + 23y® + 26V/3zy — 144 =0

Helyettesitsiik be az imént kapott kifejezéseket !

_,g_, _i_gg_’_
+— £+§2+ﬂ£+
752 782—&[5 —144=0

%52 —n?—144=0

144¢2 — 6477 — 576 =0
9¢% —4n* —36=0
&2

R —
4 9

Utoébbi egy hiperbola egyenlete.

27) Hatarozza meg a kiovetkezs négyzetes matrixok inverzét — ha létezik! — és
a méatrixokban 1év6 betiik olyan helyettesitését allitsa eld, amely mellett a

megfelel§ matrixnak van inverze!

a)
135
= 17 -9
A — 3 7 7 adj A — -9 5
= 5 -9 = 3
9 5
detA=—-62, A '=[0 52
62 62
b)
A= a b
= -b a
A a —b 7 adj A — a —b
= b a = b a

det A=a®+b*#0 (a és b mindketts egyszerre nem 0)
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a —b
1 TaT ariEe
a?+b? a?+b?
1 2 -3
A=10 1 2
1 0 4
0 1
A*=12 1 of, adjA= | 2
-3 2 4 -1
) 4 =8
= A"l =
det A =11, A 11 2 7
-1 2
1 2 1
A=14 3 =2
-5 -4 -1
1 4 =5 —11
A*=12 3 -4, adjA= | 14
1 -2 -1 -1
—11 -2
=1 A= —
det A 6, A 16 14 4
-1 -6
1 2 5
A=12 0 3
5 3 -1
A" = A, mert A szimmetrikus.
-9 17
adjA= |17 —-26 7
6 7T -4
) -9 17
det A = 55, ?4*1:% 17 —26
6 7
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10 1
A=10 1 =z
1 = 6
A" = A, mert A szimmetrikus.
6 — 22 T -1
adjA=| = ¢—-1 -1
-1 -1 1

detAzgfxfl
= =z

Az invertalhatosag feltétele det A # 0. Tehat

§—ac—l;«réO
T

Innen nyilvan x # 0. A t6bbi feltételt « # 0-val valo szorzas utén a kapott

maéasodfoki egyenlet megoldaséaval kapjuk.

6—2>—2=0

1T+ 24
- )

x1,2

5

Ahonnan
x# -3 ill. T #£ 2.

Ezen feltételek mellett az inverz:

1
[
v -1 -1 1

28) Hatarozza meg az X matrixot a kévetkezd egyenletekbdl!

a’ sl

A megoldashoz rendezziik 4t az egyenletet!



Az A matrix inverzét kiszamitva megkaphatjuk a megoldast.

4 1 1 -3
A= , adjA =
= 3 1 = -1 4
1 —
detA=1,  A'= 3
= -1 4
1 - 1 1 —-11
X-A"B= ’ -
= = = -1 4 1 4 15
X 79 _ 4 1
=14 5 -1 -5
Most kicsit méasként:
XA=B
X=BA™

Ugyantgy, mint az el6bb, az A méatrix inverze kell.

. |74
19 5|’

det A = -1,

[8S

Fejezziik ki X-et!

Az A matrix inverze:



2 -2 1 2 -1
A = 3 adj A = A=
- -1 2 - -3 2 - 3 =2

A B inverze:

2 3 1 1 -3 2
4 -1 1|X=1]|5 -1 5
5 1 1 1 -1 3
Az els6 feladathoz hasonléan,
AX=B
X=4"B
Szamitsuk ki az A inverzét!
2 3 1
A=14 -1 1 det A=—-24154+4+5-12-2=24-16=38,
5 1 1
2 4 5 -2 -2 4 ) -2 =2
A'=13 -1 1 adiA=|1 -3 2 4*1:5 1 -3
1 1 1 9 13 -14 9 13
A megoldas:
-2 -2 4 1 -3 2 -8 4 =2
1 1
§:§ 1 -3 2 5 -1 5 =3 -12 -2 -7
9 13 —-14| |1 -1 3 60 —26 41



29) Hatarozza meg az aldbbi matrixok rangjat azok elemi atalakitésaval!

a)

1 -1 =2 -1 1
X2 -1 —-1|= -1
-1 3 2 2
Formaélisan:
XA=B
X=BA™

Most is az A inverzét keressiik.

1 -1 -2
A=12 -1 -1
-1 3 2
1 2 -1 1 —4 -1
A'=1|-1 -1 3 adjA=|-3 0 -3
-2 -1 2 5 -2 1
A megoldas:
-1 1 -1|1]-1 4 1
1 1
X =- -1 2 3 0 3 =5

11 1 10 2 10 2
a_ |tz -1 110 110
= 11 3 <1 1 2 0 010
1 4 3 1 3 4 0 1 4
1 1 1 1 1 0 0 0
1 -1 3 5 0 -2 2 4
A= ~ ~
= |1t 2 0 -1 0 1 -1 -2
1 -2 4 7 0 -3 3 6

24

SO O = =

oS O O =

o = O O

O = O O

= O O N

S O = O

oS = O O

det A= —2-1-12+42+4+3 = —15+9 = —,

_ o O O



oS o o O

S o o O

o O —H O

— O O O

-3 -11
24

-5
10

-4 2 21

-3

-3

-5 -3 -11
10

-2 0

10 8 24

0

0

24

0
0
1
-1 0 O
-6 0 6

0 0
0 1
0f~10
-3 0 0
—6 0 24 0 0

0 0
0 0
0 1
-1 0

1
0
0
0 0
0 0

0
1
0

0100 0
1000 0
00010 o(4)
00100
0000 1
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30) Hatarozza meg az alabbi matrixok rangjat!

-1
-1
-1

1
—6
1
2

4
-3

1

2

3
-4
1
2

)

a

-1
-1

)
—6
1
0

-3
1
0

1
—4
1
0

-1
-1
-1

—6
1
2

1
2

4
-3

3
—4
1
2

3

é:

S o o -

oS o o O

o - O O

AN~ N F o
— AN <t

N o = =

|
<

26



11 2 1 1
1 2 1 2 0
1 3 3 —-1{~ |0
1 4 4 4 0
115 3 0
10 0 O 1 0
0 1.0 O 0 1
0 03 -4 ~10 0
0 0 5 0 0 0
0 0 3 2 0 0

O = O O O

31) Oldjuk meg a kovetkezs egyenletrendszert Gauss modszerével!

Ty — To 4+ 2x3+2x4 =5
201 4+ 30 — 23+ 24 =11
3r1+2x9 + 53+ x4 =6

41 — 29 — 223 — 24 =6

$17$2+2I3+2$4:5
5932—5.133—3.234:1
5.%'2—5(13—5.%‘4:—9

3%2 — 10165 — 9%4 =-14

T, — X9+ 223 +2x4 =5
5r9 —bxrg —3x4 =1
4xy — 2x4 = —10
36 73

T — Py, = 2
T3~ g 5

27

1 100 0
1 010 0
2|~ [0 2 3 —4|~
3 035 0
2 00 3 2
100 0
0100
~10 0 0 0 o(A) =4
0010
000 1
1 -1 2 2 | 5
2 3 -1 |11
32 5 1 | 6
4 -1 -2 -1 | 6
1 -1 2 2 | 5
0 -5 -3 | 1
0 -1 =5 | -9
0 3 —-10 -9 | —14

x4 — To+ 223+ 214 =95
5r9 —bxrg —3x4 =1
4xs — 2x4 = —10
107 321

BT R



| ——
— o <
= ™
o O O -
2z_u40
—
_500
- o o o

S — |

104
_1,3
I Il Il Il
(22  ~ o B o 0 I

5 8 8 8

N 0 <f

+ |

[ I |

8 8
_5

—

=

$1=2

0 0 O

1

1'2:1

S O
S~ O
— O O
o

o O

$3:—1
SC4:3

A)=o(B) =4

o

28



32) Oldjuk meg ugyancsak Gauss modszerével a kovetkezs egyenletrendszert!

xr1 — 8xy + 923 = —32

1 -8 9 | =32
221 —x9 + 323 = —1
P 2 -1 3 | -1
w1+ 202 — 13 =12 1 2 -1 | 12
o(4) =2 o(B)=3
Csak a matrixos alakkal dolgozva:

1 -8 9 | —32 1 -8 9 | —32 1 -8 9 | —32
2 -1 3 | -1|{~]0 15 -15 | 63|~ |0 15 —-15 | 63
12 -1 | 12 0 10 —10 | 44 00 0 | 2

A redukalt egyenletrendszer:
T, — 8x9 + 923 = —32
15x9 — 1523 = 63
0=2

A harmadik egyenlet ellentmondést tartalmaz, ezért az egyenletrendszer nem

oldhat6é meg.

33) A kovetkez6 egyenletrendszert is Gauss-féle modszerrel oldjuk meg!

Tg —x3 — g = —1
z1 — 4w + 223 = —1 0 1 -1 -1 | -1
2 3 5 7 1 -4 2 0 | -1
T1 — 3Lo — La — Dry = — N
1 2 3 4 2 8 -1 5 | 7
ST Tra s =0 = 3 7 1 -5 | -8
1 -4 2 0 | -1 1 -4 2 0 | -1
0 1 -1 -1 | -1 0 1 -1 -1 | -1
0 -5 =5 | -7 00 0 0 | 0 o(4) = o(B)
0 -5 -5 | -8 00 0 0 | ©



A redukalt egyenletrendszer:

I 741’2 +2£B3 =-1

132—1’3—:1742—1

A négy ismeretlen kiszamitasahoz csak két egyenlet all rendelkezésiinkre;
két ismeretlent szabadon valaszhatunk pl. talan j6 x3 és x,—et szabadon

valasztani,

To=x3+ x4 — 1

1‘1:4($3+$4—1)—2x3—1:2$3+4l‘4—5

ry = 1 3 = 2 valasztéasa esetén x1 = 3 x5 = 2.
Nem torvényszeri e példaban x3 és x4 valasztasa.
34) Mutassuk meg, hogy a kovetkezs egyenletrendszer megoldhato, és oldjuk

meg a) a Gauss-modszerrel b) az inverz-matrix modszerrel ¢) Cramer sza-

ballyal.

ZL’1+ZEQ+21’3:71
2rx1 — x9 + 223 = —4
41 + xo +4x3 = —2

A megoldhatosag méatrixos vizsgalata:

1 2 | -1 112 | -1 0101 0

2 -1 2 | —4|~|3 0 4 | =5|~|3 0 4 | =5~
1 4 | =2 30 2 | -1 302 | -1
010 O 0101 O

~ 100 2 | -4l ~10 0 2 | -4 o(4) = o(B) =3
302 | -1 300 | 3

a) Gauss-modszerrel:

1 2 | -1 11 2 | -1 11 2 | -1

2 -1 2 | 4| ~{0 -3 —2 | —2|~]0 -3 —2 | -2

4 1 4 | -2 0 -3 —4 | -2 0 0 -2 | 4
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~loo -3
0 0 -1 | 2
4 2
x3=—=2 —T2t+ o =—5 x2=2 z1+2—-4=-1 =1
— 3 3 = =
b) Inverz matrix modszerrel: Az =D z=A""b
11 2
A=12 -1 2 detA=—-44+8+4+8-8-2=6
4 1
1 2 4 -6 -2 4
A'=11 -1 1 adjA=10 -4 2
2 2 4 6 3 -3
-6 -2 -6 -2 4] [-1 F(6+8-18) 1
41 1 N
A" =210 -4 2 z=5 |0 -4 2| -4 = £(16 — 4) =12
6 3 -3 6 3 3] [-2 +(—6—12+6) ~2
¢) Cramer-szaballyal:
-1 1 detd
A =|-4 — detA =4-4-8-4+16+2=6 = |
4 4 -1 2 etd +16+ "= A T 6
-2 1 =
L—1 det A 19
A = — det A = —16—8—8+32+8+4 = 12 = 2 - " =2
2 2 42 “E, Fostet 2 det A 6
4 -2 =
11 -1 det A "
A = -1 - det A =2-16—2—4+4+4 = —12 = 83—~ =-2
=3 z 11 ;1 e i = det A 6

35) Vizsgaljuk meg a kovetkezs egyenletrendszereket a megoldhatosag szem-

pontjabol. Ha megoldhato az egyenletrendszer, akkor irjuk is fel a megolda-

sat.
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— s W N

o = O O

201 +3x0 —x3+ 524 =0
3x1 —x9+2x3 — Ty, =0
4r1 + 19 — 323 + 624 =0

T, — 2x9 +4x3 — Txy =0

10 3 8 -13

7 -1 -1 -1

o 1 0 o]

9 —2 -2 5
—21 46 0 0 —21
0 0 01 0
ol " lo 10 o
7 500 7

o o o

O = O O

S = O O

S O = O

_ o O O

Homogén linearis egyenletrendszerrdl van szo, és minthogy o(4) = 4,

ezért csak a trividlis megoldasa létezik.

b)

201 +x9 —x3t+ x4 =1
3x1 — 229 + 223 — 314 = 2
51+ 29 —x3 + x4 =—1

201 —x9 +x3 —3x4 =4

[3S
o~ o o

|

I\

201+ 2o —x3+ 24 =1

le —2562 —|—21‘3 —3I4 =2

51+ 20 — 3+ 24 = —1

201 —x9 +x3 — 314 =4

01 -1 1
00 0 -5
“lito o ol”
0 0 —4
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3

0

—10 O

18

215 0 0 1

-10 0 0 3

) # o(B), ezért az egyenletrendszernek nem létezik megol-

A

Minthogy o

dasa.

201 —x9 + 13 =3

31’1+£L’2—5CL’3:0

41‘171‘2+1’3:3

—6

x1 + 3ro — 1323

5
—15

0 0 0
01 0

3
0

—4
)

0
0
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d)

3 =0(A) # o(B) = 4. Az egyenletrendszernek nem létezik megoldasa.

Ty +3xy + 223 =0
2x1 — lag + 323 =0
3x1 — Ddxo +4x3=0
1+ 1720 + 423 =0

1 3 2 1 0 0 1 0 0 1 00
2 -1 3 2 =7 -1 0o 7 1 0 7 1
3 -5 4 3 —14 -2 0 14 2 0 0 0
1 17 4 1 14 2 0 14 2 0 0 0
1 00
0 0 1
0 0 0 old)
0 0 O
T1 + 3T2 = —2x3 A megoldas: z1 = —171 T3,
271 — 19 = — 323 Ty = —%:cg, x3 tetsz. Ez egy
egyenest jelent a térben, amelynek
Try = —1lx3 paraméteres elsallitasa:
_ 1 _ 1 —
.Z‘1——E$3 r=—%t y=—zt, z=t Ez
7 az origén athaladd egyenes
To = —3 tartalmazza az Osszes megoldashoz
1 tartoz6 pontokat.
Ty — —?.’Eg

Geometriailag ez azt jelenti, hogy a négy egyenletnek megfeleld, origon
athalado sikok kozos pontjai a fenti egyenesen sorakoznak. Ré lehet mu-
tatni, hogy a sikok normalvektorai merdlegesek a (—11,—1,7) vektorra,

ami a metszésvonal egy iranyvektora.

r1 — 29+ x3+ x4 —25 =0 Az egyenletrendszer szerkezetébsl

201 +x9 —x3 — x4+ 25 =0 latszik, hogy x1 = 29 = 23 =0 és
T + Txo — Dx3 — Dy + S5 =0 x4 = x5 = u megoldasrendszer

31 — 29 —2x3+x4 — 25 =0 kielégiti az egyenletrendszert.
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A megoldhatosag vizsgalata:

1 -2 1 1 -1 1 -2 0 —1 0 0 0 0
2 1 -1 -1 1 3 -1 0 0 0 3 -1 0 0
1 7 -5 -5 5 6 -3 0 0 0 -1 0 0
3 -1 -2 1 -1 2 -3 -3 0 2 -3 -3 0
0 0 o 1] foo o001
10 00 1 0000
0 1 00 01 00 0 =
20 -3 0 0 00100
x5-0t tetszGlegesen valasztva..
1 -2 1 1 1 -2 1 1
2 1 —1 -1 _3 -1 0 0]_,3 -1 _
1 7 -5 -5 6 =3 0 o |6 -3
3 -1 -2 1 2 1 -3 0

Tehat az

T1 —2x9 + 23+ x4 = T3
egyenletrendszer megoldhato,
201+ X9 — T3 — x4 = —T5
mint inhomogén egyenletrendszer.
T, + Txo — Dxz — Dy = —OI5
Gauss modszerével megoldjuk.
31’1 — X9 721‘3+I’4 =I5

T1 — 2T+ 23+ 24 =5

1522 — 9z3 — 9x4 = — 925
DTz — 313 — T4 = =325 1525 — 1023 — 1024 = —10z5
922 — 63 — 614 = —6u5 1525 — 1523 — 624 = —65
Bro — bxg — 2x4 = —2x5
T1 — 2T2 + T3 + T4 = T3 x1 — 202+ w3+ x4 =15
1522 — 1023 — 1024 = —10z5 1529 — 1023 — 1024 = —10x5
T3+ T4 = Ts T3+ Ty = T5
—ox3 +4x4 = 45 9z4 = x5
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f)

Tehat a megoldas: x4 = x5 = u, 1 = 22 = x3 = 0, azaz (0,0,0, u, u).

=W =N

o O O W

1 -1 -1
-1 1 1
-3 -3

-5 =5

0 0 0O

0 010

0 0 01

0 0 0O

20y + 190 —x3 — x4+ x5 =1

Ty — o+ x3+24—25=0

3x1 +3x2 — 3x3 — 3w4 + 45 =2

4x1 + 5x9 — dx3 — by + T5 = 3

W N O =

S O =

0

0
0
0

NolN e N

o O O

0

0
-1
0

S O = O

oS O = O

= o O

0

0 1 | 1 3000
1 -1 1] 0 0001
0 1 | 2 6 00 0
0 2 | 3 90 0 0
|0
|0
|0 o(4) =3=0(B) <n
| 0

Két ismeretlen tetszélegesen valaszthato értéket vesz fol, pl. xo és x3

201 —xg+axs=1— (22 —x3)=1—u

3x1 —3xg+4w5 =2 —3(x2 —23) =2 — 3u
4y — bxg + Txs =3 — 5(xa —x3) =3 — bu

X1+ Ty —T5 =T2—2T3=1U

Cramer-szabéallyal oldjuk meg, uis.

2 -1 1
detA' =11 1 —1|=
3 -3 4

=8+3-3-3+4-6=3

u 1 —-1=401-u)+2-3u—-3u—24+3u+4du+3u—-3=1
2—3u -3 4
2 1—u 1
1 U —1|=8u—-34+3u+2—-3u—3u—4+4u—6u+4=3u—1
3 2—3u 4
2 -1 1-wu
1 1 u =4-6u—3u+3u—-3+3u—-3+2—-3u+6u=0
3 -3 2—3u

36
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Tehat 1 = % Zo,x3 (tetsz.), x4 = xo—x3— %, x5 = 0. Ez az értékrendszer

kielégiti az eredeti egyenletet.

g)

201 +x9 +x3 =2
201 + 312+ 23 =5
Tl + To + drs = -7

211 4+ 329 — 3x3 = 14

2 1 1 | 01 0 | 3] o1 0o | -3
253 1 | 23 1 | 5 20 1 | 14
11 5 | -7 {11 5 | -7/ |10 5 | -4
23 -3 | 14| |00 -4 9 00 -4 | 9
01 0 | 3] fo1 0o | =3 Jo1o0]1
50 -9 | 14| oo o | 2] |to1]1
1t o 0o | -4 |t 0o 0o | -4 J1 00 0
00 -4 | 9 00 -4 | 9 00110

Mivel 3 = p(A) # o(B) = 4, ezért az egyenletrendszernek nincs megolda-

Sa.

h)

T, — 2T +3x3 —4xy =4
To — T3+ T4 =-—3

1 +3x9 — 314 =1
—Txo+ 323+ x4 = —3

1 2 3 4| 4 0 -5 3 -1 | 3 0 -5
0o 1 -1 1 | -3/ o 11 | 3] Jo 1
1 3 0 -3 1| 1t 3 0 3] 1| |t o
0o -7 3 1 | =3 lo -7 3 1 | =3 lo -7
0 4 2 0] 0 0 4200 fo 420
01 -1 1] -3 o o o110 oo o001
1t o o0 0o o 0o 00 o |1 0 00
0 -8 4 0] 0 0 8 400 [0 o0 00
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S = O O
o o o ©
o O O =
o o o o

x4 tetszOleges értékiinek valaszhato:

T1 — 22 + 313 = 4 + 4y Ez az egyenletrendszer, mint

To— T3 = —3 — T4 inhomogén egyenletrendszer

1 +3r9 =1+ 324

$1+3$2:1+3$4
1’271‘3:7371‘4

bro +x3 =3+ 14

megoldhatd

det A" # 0.

x1+3x2:1+3x4
1‘27:63:7371‘4

—2.133 =—-12— 4.134

T3 =64 214
To =3+ x4
1 = —8
Tehéat a megoldas: x1 = —8; x2 = 34 x4; x3 = 6 + 214; 4 tetszGleges.

A megoldas kielégiti a teljes egyenletrendszert.

I1+I2+1}3+1‘4+1‘5:7

21 — @y + 23+ Birg — 35 = 19 111 1 1 | 7
2o 19 _— ) 321 5 =3 | 19
x x3 — 2% X5 = ~
e 012 -2 6 | 2
51 + 4xy + 323 + Try — 5 = 33 5 43 7 -1 ] 33
1 0 0 0 0 | 6 1 0 0 0 0 | 6
3 -1 -2 2 -6 | 16 0 -1 -2 2 —6 | -2
01 2 -2 6 | 2 0o 1 2 -2 6 | 2
5 -1 -2 2 -6 | 28 0 -1 -2 2 -6 | -2
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S O O =
S o O O
o O O O
o O O O
o O O O
S O O =
S O = O
o O O O
S O O O

Tehét x3, x4, x5 tetszblegesen valaszthato.

T1+To=T7—23 — x4 — X5

To =2 — 2x3 + 214 — 625

o O o O

o O O O

r1 =54+ x3 — 3x4 + D5

Megoldas: x1 = 5423 — 3x4 +5x5; T2 = 2—2x3+ 224 — 625;T3; T4; Ts.

A megoldas az eredeti egyenleteket kielégiti.

3x1+x9 — 23+ 24 — 25 =1

2x1 — x9 + Tx3 — 314 + b5 = 2 31
2 -1
z1+3r2 — 2x3 + 524 — Tx5 =3 L3
3r1 — 229 +3x3 — 5xy + 8x5 =1 3 _9
[0 0 0o o0 1] o0 0 0
17 4 -3 2 0| 7 17 0
20 —4 12 -2 0 | -4 —20 0
27 6 -9 3 0 | 9 27 0
[0 00 0 1] o0 00 0
103 2 0] 5 100
2 06 -2 0 | -2 2 0 0
(0 00 3 0] 6 00 0
00001 | 0
0001010
~ A) = o(B) =
10000 |0 o) = oB)
00000/ 0 39

-2 1 -1 | 1
7T -3 5 | 2
-2 5 -7 | 3
7T -5 8 | 1
0 0 1] 0
-3 2 0| 5
12 -2 0 | -2
-9 3 0| 6

01 1] 0

3 0] 6

00 ] O

3 0 | 6

3<n=>5



3x1+ax2—223=1—24+25 =0a
201 — X9 + T3 =2+ 3x4 —bxs =0
Ty +3x9 — 203 =3 —5xy + Tx5 =

1 -2
-1 7|=64+7-12—-24+4-63=17—-T7T7=60
3 -2
megoldasa:
1 -2
b —1 7 |=2a+7¢c—6b—2c+2b—21la=—19a — 4b+ 5¢
c 3 =2
a —2
b T |=-6b+7a—4c+ 2b+4a — 21c = 11la — 4b — 25¢
c —2
1 a
2 —1 bl=-3c+b+6a+a—2¢c—9b="7a—8b—5¢c
3 ¢
19 — 1924 + 1925 —11 + 11x4 — 1825 —T+Txy — Txs
8+ 1224 — 20x;5 8+ 1224 — 20x5 16 + 2424 — 40x5
—15 + 2524 — 35x5 75 — 12524 + 17525 15 — 2524 + 3525
12 + 1824 — 36x5 70 — 10224 + 1445 24 4+ 6x4 — 1215
ne 60 2= v 60

x4; x5 tetszolegesen valaszthatd! A kapott megoldas kielégiti az eredeti

egyenleteket.
36) Allapitsuk meg C értékét ugy, hogy az

T1 + 209 —x3 + T4 = 2
201 + 329 — 323 — 224 =4 (0.1)
—31’1 — 51’2 +41’3 + x4 = C

egyenletrendszer megoldhat6 legyen!
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1 2 -1 1 | 2 2 -1 1 | 2
B=|2 3 -3 —2 | 4|~|0 -1 -1 -4 | 0 |~
-3 -5 4 1 | C 01 1 4 | 6+C
1 2 -1 1 | 2

~10 -1 =1 —4 | 0

00 0 0 | 6+C

Lathato, hogy o(A4) = 2, o(B) = 2 <, ha C = —6. Ekkor n = 4 miatt 2

ismeretlen szabadon valaszhat6. A Gauss modszerrel dolgozva

Ty + 219 — X3 + T4 —2} alapjan x1 = 2 + 3x3 + Txy;

—To—x3 —4x4 =0 To = —x3—4xy; x3; T4 a megoldas.

37) Allapitsuk meg c értékét ugy, hogy a kovetkezs egyenletrendszer megold-
hato legyen:
r1+Ty—2x3 =cC

2x1 — 320 +x3 = —5H

4r1 — 19 — T3 = 2¢C

1 1 -1 | e 1 1 -1 | e
B=1|2 -3 1 | —=5|~|0 =5 3 | —5-2]~
4 -1 -1 | 2 0 -5 3 | -2

1 -1 | c
~l0 =5 3 | —5-2
o0 0 | 5

Az utols6 formabol adodo egyenletrendszer

r1+ T —x3=¢cC
—5x9 4+ 33 = =5 — 2c
0=5

Mivel az utols6 egyenlet ellentmondést tartalmaz, ezért nem adhaté meg

olyan c érték, hogy az egyenletrendszer egyatalaban megoldhato6 lehessen.
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38) Hatarozzuk meg az
21+ 22+ 223 =0
200 —xo + 23 =0
T+ T2 +2x3 =a
2x1 — 2290+ 23 =0
egyenletrendszerbdl b-t, mint az a paraméter fiiggvényét ugy, hogy az egyen-

letrendszer megoldhat6 legyen!

1 1 2 |0 1 1 2 | 0
2 -1 1 -3 -
5 | of [0 -3 =3 | of _
= 1t 1 1 | a 0 0 -1 | a
2 -2 -1 | b 0 -4 -3 | b
1 1 2 |0 1 1 2 | 0
0 -3 =3 | 0 0 -3 =3 | 0
0 0 -1 | a 00 -1 | a
00 1 | b 00 0 | bta

Lathato, hogy o(A) = 3, tehat o(B) = 3 csak ugy lehet, ha b = —a, ekkor

ugyanis b+ a = 0, ami sziikséges o(B) = 3-hoz.
39) Hatarozzuk meg a és b értékét ugy, hogy a
3x1 + 520 —x3=1
r1 + azrs + 2x3 = 2
T1 4+ 929 — Bbxz =0
egyenletrendszernek
a) egyértelmt megoldasa legyen.
b) végtelen sok megoldasa legyen.
¢) ne legyen megoldasa.
Atrendezziik az egyenletrendszert:
r1 —5x3+919 =0
3r1 —x3 +5r9 = 1oy + 223 +axy =2

1 =5 9 | b 1 =5 9 b 1 =5 9
B=13 -1 5 | 1|~[0 14 -22 | 1-3p|~|0 14 -—22
1 2 a | 2 [0 7 a=9 | 2-b 0 0 a+2
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a) 0(4) = o(B) = 3 esetén, ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha det A =
= 14(a + 2) # 0, tehat a # —2 esetén az egyenletrendszernek pontosan
egy megoldasa van.

b) 0(4) = o(B) < n = 3 esetén van végtelen sok megoldasa. Ha a = —2,
akkor p(4) = 2, de o(B) = 2 akkor teljesiil, ha a = —2 mellett még
37“’ =0 is, azaz b = —3 fennall.

c) o(A) # o(B) esetén nincs megoldas.

0(4)=2,ha a=-2 tehat ez a feltétele, hogy ne legyen megoldasa

o(B)=3,ha b#-3 az egyenletrendszernek.

Emlékeztetd:

sajatértékegyenlet: | As = As|= As—As =0, azaz (A— AE)s =0, ahol \:

sajatérték, s : sajatirany.
Ez egy homogén linearis egy. r. = det A = 0 esetén van nem trivi. megoldas.

= 00 sok megoldas van!

karakterisztikus egy.: anA” + ap 1 A" 1+ -+ a1 A +ag =0

40) Hatarozzuk meg a kovetkezs sajatértékeit és sajatvektorait!

- s 4 2 —8 —12 3 1 -1
a) b) Jl1 4 4 |1 2 o
31 4 -2
0 0 1 10 2
a)
2 2 2-XN 2 (2-AN1-X)-6=0
31 3 1-X  A2_3A-4=0
349116
)\1’2:72 + A =4, A=-1
Sajatvektorok:
)\1:4—hez
—251 4+ 259 =0 s1_ s=(1,1) o 1 1 )
S1_ 8= (= —
351 —3s5=0 2 ill. s = (s, 5) V2'V2
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A= —1-hez
Bti+2t2=0 ;2 t=(-23) o (_2 3)
3t1 + 2t2 =0 t2 3 ill é — (—2t’3t) - \/57 \/5

b)

3 -1 3—-x -1 o B=X)(-2-XN)+4=0
4 =2 4 —2-A MoA—6+4=X-)1-2=0
1+£v1+48
/\1,22% A1 =2, Ay=-1
Sajatvektorok:
)\1:2—h6Z
s51—82=0 51 s=(L1) o 1 1
— =1 s :(777)
4s1 —4s9 =0 S2 ill. s =(s,8) V2 V2
A= —1-hez
4t1_t2:0 tl ]. ﬁ:(174> to ( 1 4 )
Aty —t,=0 T2 4 il t=(t4t) VIT V17
c)
-2 -8 12 -2-X =8 —12
1 4 4 1 4—-X 4 |=0
0 0 1 0 0 1-—A
(=24+ M)A -=XN(1-=X)+8(1-X)=0
1-XN-8=24+XN4—-N]=0
M2 =0 X =0
A =1
Sajatvektorok:

A1 = 1-hez tartozo sajatvektor:
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381 — 889 — 1353 =0 381 4+ 9s0 + 1253 =0

s =(—4s,0,s)
81+382+483:0/'3/ 82:0 81:—483 o ( 4 0 1
S =l—Y, —/=
S3 = S3 N V 17 vV 17
Ao = 0-hoz tartozé sajatvektor:
=2t — 8ty — 12t3 =10 t = (—4t,1,0)
i1 +4t +4t3 =0 t°—(_4 1 0)
ts=0 t;=—4dty 17 V1T
A3 = 2-hoz tartozo sajatvektor:
—4U1 — 8’UQ — 12U3 =0 u = (_2u w 0)
u1 + 2ug + 4usg =0 o_(_2 1 0)

u = T o
U3:0 U1:_2U2 \/5\/5

3 1 -1 3—-A 1 -1
1 2 0 1 2-A 0 |=0
-1 0 2 -1 0 2—-A

B=XN(2-X2=22-X)=0
[(B=N(2-XN)—=2](2-)N)=0

M =2 WL BEVEE 16 =4
Ao +d4=0 "7 2 A3 =1

A1 = 0-hoz tartozd sajatvektor:

o 1
s1+8,—83 =0 s1=0 s=(0,s,s) s :(Ovﬁ
$1 =0 So = 83

—S1 =0
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Ao = 4-hez tartozo sajatvektor:

—t1+ta—t3=0 t1 = 2ty = —2t3
t1—2t2:0 t2:—t3 LO:(_
—t1 —2t3=0

A3 = 1-hez tartozo sajatvektor:

u = (—’U/, u, —U)

201 +uo —ugz =0 U] = —Uz
0 o ( 1 1 1 )
= = U =(——"=,—=,———
U1 + uo U Uz u 3 3 \/g
—U + Uz = 0

s°,1°, u® ortonormalt bazist képez, hiszen a kiindulasi matrix szimetrikus.

2 21
41) Hatérozzuk megaz A= |1 3 1| métrix sajatvektorait!
1 2 2

2=N[EB=N2=-N)=-21-[22-A)-2]+[2-(3-)]
N HT7A2—11A4+5=0 A=1  megoldas.

X34 Ay —1IA+5: (=A+1) =A% -6\ +5

*)\34*)\2
6A2 — 11\
6A2—6)

-5\ +5

Al =

61\/36—20:{5
2 1

Sajatértekek: A1 =5 Ao = Az =1

A1 = b-hoz tartozé sajatvektor
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—3s1+252+s3=0 [_3 2 1 | 0 8§ -8 |
S1 — 280 +53=0 1 —2 1 | 0l ~|10 —4 4 |
§1+ 289 —3s3 =0 1 2 -3 | 0 1 2 -3 |

—489 +4s3 =0 So = S3
=
s1+ 289 —3s3 =0 s1—8=0 =351 =859

o(B) =2<n=3, létezik = s=/(s,s,9), 1l (1,1,1)
).

1

a trivialistol kiilonboz6 megoldas: s° = (=, %,

S

Ao = A3 = 1-hez tartozoé sajatvektorok:

t1 +2to+t3=0 Mert két ismeretlen
t1+ 2ty +t3 =0 valaszhato szabadon.
t1 + 2t +t3=0 Ez azt jelenti, hogy

két linearisan fiiggetlen sajatvektor is talalhaté ilyen.

t=(2t,—t,0) és wu=(u,0,—u) tovabba minden
(237170) (170771) O‘i+62: (2a+ﬂa 70"75)
alakt vektor sajatvektor (aés 3 tetsz.)
A kapott s, t, u sajatvektorok linearisan fiiggetlenek, ugyanis
2 1

1
=1 -1 0| of =3
1 0 -1

I

ugyanis det o(S) =4 # 0.
42) Oldjuk meg a kovetkezs matrixegyenletet:

a)

31 4 8 18
1 -2 2[X=|1 5
4 1 1 6 15

Réviden: AX =B
X : 3 x 2-es tipusi kell legyen.
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detA=—6+8+4+32—-1-6=31%£0.

1 4 1 Y 3r1 + x2 + 413 3y1 + ys + 4y3
1 =2 2| |z2 y2| = |21 — 222+ 223 31 — 2y2 + 2y3
4 1 1] |z3 3 dz1 + 22+ 23 dy1 + Y2 +y3
4 X B

A megoldand6 egyenletrendszerek:

31 4 | 8 ] 18 1 -2 2 ] 1| 5
1 =2 2 | 1 | 5|~ |3 1 4| 3 | 18]~
4 1 1| 6 | 15 4 1 1] 6 ] 15
1 -2 2 | 1 | 1 -2 2 | 1 | 5
7 -2 | 5 | 3|~|0 63 —18 | 45 | 27|~
9 -7 ] 2| -5 0 63 —49 | 14 | =35
1 -2 2 | 1 | 5 rn=1 y=3
0 63 —18 | 45 | 27| ap=1 yo=1
0 -31 | =31 | —62 z3=1 y3=2
Tehat
1 3
X=1|-11
12

b)

2rx1 +4x9 — 223 3x1 + X2+ 23 T — To + 373

2 3 1

X X X

1 2 3 4 1 1| =
21 +4y2 —2ys 3y1t+y2+ys Y1 — Y2+ 3ys

Yyr Y2 Y3

(5
[l
Il
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A megoldandé egyenletrendszerek:

4 -2 | -4 | —4 0 6 -8 | —16 | —16
31 1 | 2 | 6|~|0 4 -8 | —16 | —12| ~
-1 3 | 6 | 6 1 -1 3 | 6 | 6
0 0 4 | 8 | 2 r3=2 y3=0.0
~ 10 4 =8 | =16 | —-12| 29=0 yo=-2

Tehat

X = 0 0 2
- 05 -2 25

Az egyenletrendszerek megoldhatosaganak feltétele det A* = det A # 0.

A linearis tér
Definici6: Legyenek o, 3,7,... € R és z,y,2,... € £ halmaz. Az £ halmazt

linearis térnek (vektortérnek) nevezziik, ha

1) barmely két z, y e £ eleméhez egyértelmiien hozz& van rendelve a halmaz
egy eleme: z + ye £ (6sszege z-nek és y-nak)
Az 6sszeadas tulajdonsagai:

ty=ytz kommutativ

b) 2+ (y+2) = (z +y) + z asszociativ

c) létezik olyan zéruselem: 0 € £, amelyre

z+0 =z minden z € £ —re.

=)

d) létezik minden z € £-hez inverzelem z € £ agy, hogy z + (—z) =

2) barmely z € £ elemhez és barmely a € R szamhoz egyértelmien hozza
van rendelve az £ halmaz egy eleme, amelyet o szam és z elem szorzatanak

neveziink; jelolése: az

A szammal valo szorzés tulajdonsagai:

a) R egységelemével szorozva

l-z=z.
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b) tobb szammal valo szorzas mivelete asszociativ:
a(fz) = (aB)z

3) Az el6bbi miiveletekre kétféle disztributivitas all fenn:

Mutassuk meg, hogy a kévetkezd halmazok a szokasos miiveletekkel lineéris
teret alkotnak!

1) 2 x 2-es matrixok.
2) [a,b] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények.

3) legfeljebb n-edfokd polinomok.

Vigyazat! a pontosan n-edfoki polinomok nem alkotnak linearis teret, mert

pl. két pontosan n-edfokt polinom Gsszege lehet n-nél kisebb fokszamu.
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