Numerikus sorok
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Konvergens-e a kovetkezé numerikus sor ?

oLy +(1)"—11+
23 4 no

Megoldds: A sor Leibnitz tipust, azaz valtakozd elGjelid, valamint a ta-
gokbol all6 sorozat abszolatértékben monoton csékkend és 0-hoz tart:

limy, o0 |@n| = lim, . £ = 0. Tehdt a numerikus sor konvergens.

Mutassuk meg, hogy a
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sor divergens!

Megoldds: Ha a sor konvergens lenne, akkor létezne a lim, .., S, =

= lim,,_, o0 S2,, = 0 hatarérték. Azonban

(S SRR SRS B
ntl  nt2 o~ Mo T 2

SZn - Sn =

tehat lim,, o0 (S2n — Sn) = % Konvergencia esetén ez a hatarérték 0 lenne,

tehat a numerikus sor nem lehet konvergens.

Konvergens-e a kovetkezé numerikus sor ?
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Megoldds: A konvergencia sziikséges feltétele, hogy a tagokbol allé soro-

zatra: lim, o |a,| = 0 legyen. Ebben az esetben: limnﬁoo(—l)”*lTLL_‘_1 =
= lim, o ;77 = 1, azaz nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele,

tehat a sor nem lehet konergens.

Konvergens-e a kévetkezd numerikus sor?
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Megoldds : Mivel
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igy a majorans-elvet hasznalva:
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Tehat a numerikus sor konvergens.
5) Konvergens-e a kévetkezd numerikus sor?
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Megoldds: A D’Alambert-féle hanyadostesztet hasznaljuk, azaz vizsgaljuk a

lim sup ‘ Intl ‘ torlodasi pontot. Ha ez kisebb 1-nél, akkor a sor konvergens:
an
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tehat a sor konvergens.

numerikus sor?
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Megoldds: A majorans-elvet alkalmazzuk:
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igy a E 1 numerikus sort a E 1 <2) numerikus sor majoralja, ami
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konvergens, hiszen 1-nél kisebb hanyadost geometriai sor. Tehat az eredeti

sor is kovergens.
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sor konvergens!

7) Mutassuk meg, hogy a z
n=1

Megoldds: A Cauchy-féle gyOktesztet hasznaljuk:
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Tehat a sor konvergens.
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8) Mutassuk meg, hogy a Z —- sor konvergens!
n
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Megoldas: A D’Alambert-féle hanyadostesztet hasznaljuk:
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Tehat a sor konvergens.
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9) Mutassuk meg, hogy a Z sor divergens!
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Megoldds: A sor minoralhat6é egy mésik divergens sorral:
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Ez utébbi 3 Zt(ﬂ indulé harmonikus sor, amirél tudjuk, hogy divergens.

Mivel divergens sorral minoréltuk, az eredeti sor is divergens.
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10) Bizonyitsuk be, hogy a Z on sor divergens!
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Megoldds: A sort minoraljuk:
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az utébbi sor a harmonikus sor, tehat divergens, ami azt jelenti, hogy az

altala minoralt eredeti sor is divergens.
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11) Mutassuk meg, hogy a Z In <1 + > sor divergens!
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Megoldds :
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fgy
Sp=(In2—-In1)+ (In3—-In2)+(In4d—m3)+---+(In(n+1)—Inn) =
(In(n+1)—Inl)=In(n+1) —

Tehat a részletosszegek sorozata nem konvergens, igy a sor divergens.

12) Mutassuk meg, sor divergens!
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Megoldds :

Elsd probalkozas: D’ Alambert-féle hanyadosteszttel :
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tehat ezzel a teszttel nem lehet eldonteni a konvergenciét.

Mdsodik probdlkozds: Minoréalassal:
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ami harmonikus sort ad, tehar divergens sorrl minordltunk, azaz az eredeti

sor is divergens.

13) Mutassuk meg, hogy a Z

sor divergens!
1007
Megoldds: Ellenérizziik a konvergencia sziikséges feltételének teljesiilé-

ét: |a,| — 0. Ha ez nem teljesiil, a sor nem lehet konvergens. Tehat
n!

lim Toom — Zo. Vizsgaljuk a sorozat reciprokat:
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Tehéat lim = 0, vagyis hm # 0, azaz nem teljesiil a konvergen-
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cia sziikséges feltétele, igy a sor dlvergens.
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14) Bizonyitsuk be, hogy a Z

n=1

sor konvergens!



Megoldds: Az el6z§ feladat kapcsan lattuk, hogy ennél a sornal a kon-
vergencia szikséges feltétele teljesiil, tehat a sor konvergens lehet. A

D’Alambert-féle hanyadostesztet hasznalhatjuk:
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Tehét a sor konvergens.
15) Konvergens-e a kovetkezs szamsor ?
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Megoldds: Kettébontjuk a |p| < 1 feltételt:

a) —1 < p < 0 esetén:
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valtakozo elGjeld sor és |a,| = L < — — 0, tehat Leibnitz tipusi sorrél
n

van sz0, ami mindig konvergens.

b) 0 < p < 1 esetén hasznaljuk a D’Alambert-féle hanyadostesztet :
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tehat a sor ebben az esetben is konvergens.
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16) Hatéarozzuk meg a Z(—l)"‘lf szamsor Osszegét!
n=1 n
Megoldds: Vegyilkk észre, hogy a sor Leibnitz tipusd. Emiatt a sor

konvergens. Tekintsiik az 2n. részletdsszeget :
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Most tekintsiik az — fliggvényt az n részre osztott [1,2] intervallum f6lott, és
x
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vegylik az / —dz also integralkozelits Osszegét !
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Tehét az also integralkozelits osszeg: T = ), T). Ezt dsszevetve az el6z6

eredménnyel: Sy, = T, ami azt jelenti, hogy Ss, alulrdl tart az integral

értékéhez:
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17) Szamitsuk ki a kovetkezd szamsorok Gsszegét!

a)

o k k
ST
k=1 6




Megoldas :
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Megoldds: Parcialis tortek 0sszegére bontjuk az altalanos tagot:
1 _é+ B A(k—-1)+ Bk
k(k—1) k k-1 k(k—1)
1=Ak—-1)+Bk=(A+B)k—-A
A+B=0
A=-1 = B=1
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A sort igy teleszkopikus sorra alakitottuk, azaz a tagok tobbsége kiesik
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Tehéat a sor Gsszege 1.




Feladatok

1. Vizsgalja a kovetkezs sorok konvergencidjat majorédns- vagy minoranskrité-

rium segitségével:
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2. Vizsgéalja a kovetkezd sorok konvergenciajat a hdnyados- vagy gyokkritérium

segitségével:
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3. Vizsgalja, hogy az aldbbi sorok koziil melyek abszlut konvergensek, feltétele-
sen konvergensek, illetve divergensek:
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