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Matematika A3+#, II. zarthelyi dolgozat, 2008/09. II. félév, A csoport

Minden feladat 6 pontot ér, igy Osszesen 60 pont szerezheté a feladatsorral. Sikeres
zarthelyihez legalabb 18 pont sziikséges. Egy feladatra csak az egyes rubrikdkban szerepl6
maximalis pontszam vagy nulla pont szerezhet6. Maximalis pont akkor jar, ha jo a feladat
megoldéasi menete és a végeredmény is szerepel a neki szant helyen.

1. FELADAT. Hatdrozzuk meg (—2)7" értékét! Adjuk meg a hatvany féértékét is!
(_1)—z‘ — e—iln2+7r(1+2k) (4p) férték: e—iln2+7r (2p)

(—2)"i = p(In(=2))-(=i) _ (n(2e™))-(=i) _ ,—iln2+m(142k)

ahol k € Z. A f6érték k = 0 helyettesitéssel adddik, azaz e~ 2+,

2. FELADAT. Mely pontokban differencialhaté és regularis az f(z) = 2z — z fliggvény?

Derivalhaté: sehol sem (3p) || Reguldris: sehol sem (3p)

f(z) =2(z +1iy) — (x — iy) = x + yi.

Mivel a valds és a képzetes részt megadd fliggvények folytonosan derivalhaték, a C-R
egyenletek teljesiilése sziikséges és elégséges a differencialhatosaghoz.

w, =1# 3=,

igy a masik egyenletet mar le sem kell ellendrizni. Azaz a fiiggvény sehol sem derivélhaté
és sehol sem regularis.

3. FELADAT. Hatérozzuk meg az f(z) = 2%—2z+5 figgvény integraljat az 1 kezdSponti

és i végpontu szakaszon! | Az integral értéke: —10/3 + 14i/3 (6p)

A fiiggvény regularis, igy a Newton-Leibniz szaballyal szamithat6 az integral.

3 ' ~10 14
2_2245)= |2 245z = de= — 4 —i.
/G(z z+5) 3 z+zl z 3 +3z

4. FELADAT. Hatérozzuk meg az f(z) = z komplex fiiggvény integraljat az origd
kozepli 2 egység sugart kor valds tengely f6lé es6 részébdl és a [—2,2] szakaszbol 4ll6,
éramutaté jarasaval ellentétesen irdnyitott zart gorbére!

Az integral értéke: 4mi (6p)

A fiiggvény nem regularis, igy kozvetleniil szamitjuk az integralt.
v legyen a [—2,2] szakasz: v (t) =t, t € [-2,2]

/Mf(z) dz—/_itdt—().

72 legyen a koriv: yo(t) = 2¢, ¢ € [0, 17]

/ f(z)dz = / 2e "2ei dt = / 4i dt = 4mi.
Y2 0 0

fgy az integral értéke a fenti integralok Osszege, azaz 4mi.



5. FELADAT. Hatarozzuk meg az 6ramutaté jarasaval ellentétesen iranyitott |z —1| = 2
korvonalra vett integraljat az

fuggvénynek! | Az integrdl értéke: e*ri/6 (6p)

A z = 2 pont elsérendii pélus és csak ez az izolalt szingularis hely esik a kor belsejébe.
Igy a residuum-tételt hasznalva

j{ < dz = 2miresy f = 27Tie—2 = 27 ¢ = e?mi /6
o2 —8 2 (23 — 8)|.—s 3.22 ‘

6. FELADAT. Adjuk meg az
1

2) = ———=
/() 2%(z — 2i)
fiiggvény 2¢ kortili 2 sugaru gytiriiben konvergens Laurent-sordnak cz egyiitthatéjat

((z — 24)? egyiitthatdja)! | c3: —5/64 (6p)
1 z2(z1—2i) 1 ZLZ
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ahol az dltaldnosftott Cauchy-formuldt hasznaltuk. Mivel (%) = 120/25, ezért kapjuk,
hogy c3 = —5/64.

7. FELADAT. Ismerve, hogy L[tsint](s) = 2s/(s* + 1)?, adjuk meg az L[(tsint)’](s)
figgvényt! | L[(¢tsint)’](s) = 2s*/(s* + 1)? (6p)

2s

L[(tsint)'](s) = sL[tsint](s) — 0-sin0 = sm.

8. FELADAT. Allitsuk el az alabbi fliggvényt parcialis tortek osszegeként, majd ennek
segitségével adjuk meg inverz Laplace-transzformaltjat!

1
s(s2+1)

F(s) =

L7YF](t) =1 — cost (6p)

Az eléallitast
1 B A Bs+C

s(s?+1) _;+ s2+1
alakban kereshetjiik. Ko6z6s nevezore hozéas utan adodik, hogy A =1, B = —1¢és C = 0,

azaz
1 _1 S

s(s2+1) s 241

Az inverz Laplace-transzformaciot tagonként szamolhatjuk, azaz
L7YF](t) = 1 — cost.
9. FELADAT. Hatérozzuk meg az 3y’ = 3ev2? differencidlegyenlet altaldnos megold4sat!

y(@) = —In(—2’ — ¢) (6p)
Szétvélasztas utan az aldbbi alakot nyerjiik:




majd z-szerinti integralassal
—eV=2%4¢ ceR,

eV =—13—c¢,
—y = In(—2® —¢),
y=—In(-2’—¢),
ahol ¢ € R tetszoleges konstans.

10. FELADAT. Hatdrozzuk meg az y' = 2z cos’y, y(0) = /4 kezdetiérték-feladat
megoldasat! | y(z) = arctg(a?® + 1) (6p)

Szétvalasztas utan kapjuk, hogy

y__ 2x,
cos?y
majd x-szerint integralunk:
tgy = 7 +c.
Helyettesitsiik a kezdeti feltételt:
tg(r/4) = ¢,
azaz
c=1.

Tehét a megoldas y = arctg(x? + 1).



