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Matematika A3+, I. zarthelyi dolgozat, megoldasok, 2012/13. II. félév

Minden feladat 6 pontot ér, igy Gsszesen 42 pont szerezhet6 a feladatsorral. Sikeres zarthelyihez legalabb
12 pont sziikséges. Egy feladatra csak az egyes rubrikdkban szereplé maximalis pontszam vagy nulla pont
szerezhetd. Maximalis pont akkor jar, ha jé a feladat megolddsi menete és a végeredmény is szerepel a
neki szant helyen.

A dolgozathoz csak iréeszkoz és iires Ad-es papir hasznalhaté. Szamolégép nem hasznalhato!

A feladatokban a vektorok koordinatai a szokasos Descartres-féle derékszogi koordinatarendszerben adot-
tak (i,j, k).

1. FELADAT. Tekintsiik az T(u,v) = (v?v,u +v,u —v), u € [0,2], v € [0,4] feliiletet!
Adjuk meg a feliilet érint6sikjanak egyenletét a feliilet (2,3, —1) koordinataju pontjaban,
ill. a ponton atmend u-vonal (az a feliileti gorbe, amely dtmegy az adott ponton, a pa-
ramétere u, v pedig konstans) gorbiiletét!

Erint6sik: —2(z —2) +5(y —3) +3(z+1) = 0(3p) | Gorbiilet: v/32/(v/18)? (3p)

Megoldas: Az adott pont az u = 1, v = 2 paramétervalasztassal adodik. Az érintosik
normélvektora ¥, x T, = (—2, u*+ 2uv, 2uv —u?), ami az adott pontban a (-2,5,3) vektort
adja. Azért az érintésik egyenlete —2(x —2) +5(y —3) +3(2 + 1) = 0.

Ha a v = 2 értéket rogzitjiik, akkor a paramétervonal egyenlete T(u) = (2u?, u+2,u —
2). Ezen gorbe gorbiiletét kell kiszdmolni az u = 1 pontban. Erre x = 1/32/(1/18)3
adédik.

2. FELADAT. Adjuk meg az T(t) = ((t* — 2)sint + 2t cost, (2 — t?) cost + 2tsint, 0)
gorbe ivhosszat a t = 0 és t = 7 paraméterti pontok kozott!

Ivhossz: /3 (6p)
Megoldas: [¥(t)| = t?, az ivhossz pedig s = [; t*dt = 7°/3.

3. FELADAT. Hatédrozzuk meg a v = (2xy, 22 + 2%, 2y2) konzervativ erétér integraljit
az T(t) = (cost,sint,t) csavarvonal t = 0 és t = 27 paraméteri pontjai kozott!
Integral: 0 (6p)

Megoldas: Mivel az er6tér konzervativ, igy az integral csak a kezdo- és végpontoktol
fiigg ill. van az erétérnek potencidlja. Igy két lehetdségiink is van az integral direkt
kiszamitasa helyett.

1) A csavarvonal helyett integralhatunk egy egyszeriibb gorbén is. Pl az T(t) =
(1,0,t), t € [0,2n] egyenes szakasz mentén. Igy az integral
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2) Az erétér potencidlja @(x,y,2) = y(z* + 2?), a kezdépont (1,0,0), a végpont
(1,0,27), és az integral ¢(1,0,27) — ¢(1,0,0) = 0.
4. FELADAT. Szdmitsuk ki az T(u,v) = (ucosv,usinv,u?), u € [0,2], v € [0, 27] feliilet
felszinét!
Felszin: 7(17%/2 —1)/6 (6p)

Megoldas: |, x T'| = vAul + u2 = uyv/4u? + 1. Igy a felszin
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5. FELADAT. Szdmitsuk ki a V(z,y, 2) = (vz, 2%y, y*z) vektor-vektor fiiggvény feliileti
integraljat annak az elso térnyolcadban 1évé testnek a teljes kifelé iranyitott zart feliiletére,
melyet az x? + y? = 1 hengerfeliilet, a z = 22 + y? forgdsparaboloid és a koordinatasikok
hatérolnak! (Alkalmazzuk a Gauss-Osztogradszkij-tételt!)

Feliileti int.: 7/8 (6p)

Megoldés: A divergencidt (z + 2 + y?) kell integrélni a feliiletek dltal meghatérozott
tartomanyra. Ezt pl. hengerkoordindtakra attérve tehetjiik meg:
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6. FELADAT. Mekkora munkat végez a V(z,vy,2) = (y? + 22,22 + 22, 2% + ¢?) erétér a
(0,0,0), (1,0,0), (1,1,1), (0,1,1), (0,0,0) pontok &ltal meghatérozott négyszogon a pontok
sorrendje altal meghatarozott irdnyitas mellett? (Alkalmazzuk a Stokes-tételt!)

Munka: 0 (6p)

Megoldas: A feliilet paraméterezése T(u,v) = (u,v,v), u,v € [0, 1], tovdbbad T, X T, =
(0,—1,1), igy az irdnyitas is megfeleld, hiszen ez a vektor a feliiletbdl felfelé mutat. Erre
a feliiletre kell integrédlni az erétér (2y — 2z, 2z — 2z, 2z — 2y) rotécidjat.
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7. FELADAT. Hatdrozzuk meg a v(z,y) = 22y + y/2 fliggvény harmonikus tarsait!
Tegyiik fel, hogy v(x,y) egy reguldris f(z+iy) komplex fiiggvény képzetes rész fliggvénye!
Hatérozzuk meg f(x + iy) derivaltjat!

u(z,y) =2’ —y* +/2+c (4p) || f'(z +iy) =22+ 1/2+i2y (2p)




