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Matematika A3+, II. zarthelyi dolgozat, megoldasok, 2014/15. II. félév

Minden feladat 6 pontot ér, igy Osszesen 42 pont szerezhet6 a feladatsorral. Sikeres zarthelyihez legaldabb
12 pont sziikséges. Egy feladatra csak az egyes rubrikdkban szereplé maximédlis pontszam vagy nulla pont
szerezhet6. Maximalis pont akkor jar, ha j6 a feladat megoldasi menete és a végeredmény is szerepel a
neki szént helyen. A dolgozathoz csak {réeszkoz és iires Ad-es papir hasznalhaté. Szamolégép nem

hasznélhatd!
1. FELADAT. Hol derivalhaté és hol reguldris az f(z) = 1+ 2 + 2z komplex fiiggvény?
Derivalhaté: 0+0i (4p), regularis: sehol sem (2p)
Megoldés:

f(2) = f(z +iy) = 14 22% + 2zyi,

igy a Cauchy-Riemann-egyenletek: 4z = 2z, 0 = —2y, melyek csak x = y = 0 esetén
teljesiilnek.

2. FELADAT. A v(z,y) = e ¥(3cosx + 2sinx) — by fliggvény egy f regularis komplex
fiiggvény képzetes rész fliggvénye. Adjuk meg a lehetséges u(zx,y) valds rész fiiggvényeket
ill. az f'(i) értéket!

u(x,y) = e ¥(2cosx — 3sinz) — bx + konst.  (4p), f'(1) = =3e ' =5 +i(2¢7!)  (2p)

Megoldas: A Cauchy-Riemann-egyenletekbol u z- és y-szerinti derivaltja meghatarozhato,
melyekbdl megkapjuk u-t.

F(@) = f(0+1i) =0)(0,1) —iv,(0,1) = =3~ — 5+ i(2e ).

3. FELADAT. Adjuk meg az f(z) = 1/(z — 1) komplex fiiggvény integréljat a zp = 1
pont koriili, 1 sugari, valds tengely feletti félkorvonalra a 2 ponttol a 0 pontig! Hatarozzuk
meg az integral értékét a teljes korvonalra pozitiv iranyitassal!

Integral a félkorre: im (4p), integrél a teljes korre: 27i (2p)

Megoldds: A gorbe paraméterezése: v(t) = 1+ cost +isint =1+ e, ¢t € [0, 7.
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A masik feladatrészben a [0, 27 intervallumon kell integralni. Igy jon ki a 2mi eredmény.

4. FELADAT. Fejtsiik Laurent-sorba az f(z) = 1/(2% + 1) komplex fiiggvényt a |z < 1
korlapon és a |z| > 1 korgytiriiben!

lz]<1: flz)=1=22421 =20+, =577 (—=2%)* (3p)

0 _1\k
2 >1: f) =L —h+h+... =20, 5l (3p)

Megoldas: |z| < 1 esetén

L _ ! = i(—l)kz%.

1+22 1—(-2?2)

|z| > 1 esetén
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5. FELADAT. Adjuk meg az
22 +1
f(Z) - Z(Z o 6)

komplex fiiggvény reziduumainak értékét a szingularis pontokban! Adjuk meg ezek segit-
ségével a fliggvény integraljat a zg = 0 kozepti, 1 sugari, pozitivan irdnyitott korvonalra!

Szingularités, reziduum: O-ban -1/6, 6-ban 37/6 (3p), integrél értéke: —mi/3  (3p)

Megoldas: A zy = 0 és a zg = 6 pontok szingularitasok, mindkettd elsérendi pélus. A
reziduumok ugy kaphatok meg, hogy a
22 +1
22 —6

tortbe helyettesitjiik a zg értékeket. (A szamldlé f(z) szdmldldja, a nevezd pedig f(z)
nevezOjének derivaltja.) Igy 0-ban —1/6, 6-ban 37/6 a reziduum.

Az integralt a Reziduum-tétellel érdemes szamolni. Mivel a szingularitdsok koziil csak
a 0 esik a kor belsejébe, igy az integrél az ottani reziduum 2mi-szerese, azaz —i/3.

6. FELADAT. Melyik fliggvény Laplace-transzformaltja az F'(s) fiiggvény?

4s + 10
s2 4+ 6s+ 8

F(s) =

fit)=e+3e " t>0 (6p)

Megoldas: Parcialis tortekre bontunk és alkalmazzuk a transzforméciés szabalyokat.

4s+10 1 N 3
$24+6s+8 s+2 s+4

F(s) =

Ez az f(t) = e " + 3e~* fliggvény Laplace-transzformaltja.

7. FELADAT. Oldjuk meg az (22 —4)y' = 2(1 — 2y), y(v/5) = 1 kezdetiérték-feladatot!

y(@) =35 (1+ =) (6p)

Megoldas: Szétvalaszthaté valtozéju egyenletrdl van szé. Osztunk (1 — 2y)-nal és
(22 — 4). Igy elvesztjik az y = 1/2 megoldést.
Mindkét oldalt integraljuk x-szerint

1 1
—§1n|1—2y| :§1n|x2—4|+lnc, c> 0.

Innét 1
1 -2y = ————+
1 -2y Tk
azZazZ .
|]_—2y| == m, C1 = 1/02 > 0.

Elhagyjuk az abszolut értéket, és ci-et kicseréljiik egy olyan konstansra, ami mér negativ
is lehet

C
1—2y:x2—i4, CQ#O.

y@jz%(k—@ﬂi4).

Kifejezziik y-t




Itt ha megengedjiik, hogy a konstans lehet nulla is, akkor mar az elvesztett megoldast is
tartalmazza a képlet. Igy kapjuk az altaldnos megoldast

1 1
y(l’) = 5 (1 —Cgm) , C3 € R.

A kezdeti feltételbdl azt kapjuk, hogy c3 = —1, igy a kezdetiérték-feladat keresett meg-

oldasa
()—1 1+ L
yx—2 x2—4)




