Numerikus moédszerek példatar

Farago6 Istvan, Fekete Imre, Horvath Robert

2013. jaunius



Tartalomjegyzék

El6sz6
Feladatok
1. ElSismeretek
1.1. Képletek, osszefliggések . . . . . . . . . . ..
1.2. Feladatok . . . . . . . . . . e
1.2.1. Nevezetes matrixtipusok . . . . . . . . . ... ... ... .....
1.2.2. Normalt és euklideszi terek . . . . . . . . . .. . ... ... ....
1.2.3. Banach-féle fixponttétel . . . . . .. ... ... ... L.
1.2.4. Vektornormak . . . . . . . . . ... o
1.2.5. Méatrixnormak . . . . . . . .. ...

. Modellalkotas és hibaforrasai

2.1. Képletek, osszefiiggések . . . . . . ..o L
2.1.1. Feladatok kondicionaltsdga . . . . . . . .. .. .. .. ... ....
2.1.2. A gépiszamabrazolas . . . . . .. ... Lo

2.2. Feladatok . . . . . ..
2.2.1. Feladatok kondicionaltsdga . . . . . . . .. .. .. ... .. ....
2.2.2. A gépiszamabrazolas . . . . . . ... oo

. Lineéaris egyenletrendszerek megoldasa

3.1. Képletek, osszefiiggések . . . . . . . ... o oo Lo
3.1.1. Kondiciondltsag . . . . . . . . .. . oo
3.1.2. Direkt modszerek . . . . ..o o oo
3.1.3. Tteraciés modszerek . . . . . . . . ...
3.1.4. Tulhatarozott lineéaris egyenletrendszerek megoldasa . . . . . . . .

3.2. Feladatok . . . . . . . . . . . e
3.2.1. Kondiciondltsag . . . . . . . . ... o oo
3.2.2. Direkt médszerek . . . . . ..o

11
11
13
13
14
15

17
17
17
17
18
18
19



3.2.3. Iterdcios modszerek . . . . . . ...
3.2.4. Tulhatarozott linearis egyenletrendszerek megoldésa . . . . . . . .

. Sajatérték-feladatok numerikus megoldasa

4.1. Képletek, osszefiiggések . . . . . . . .. o oL

4.2. Feladatok . . . . . . .
4.2.1. Sajatértékbecslések . . . . . ... oo oo oo
4.2.2. Hatvanymodszer és valtozatai . . . . . . . . .. ...
4.2.3. Jacobi- és QR-iteraciok . . . . .. ..o

. Nemlinearis egyenletek és egyenletrendszerek megoldasa

5.1. Képletek, dsszefiiggések . . . . . . . ... Lo

5.2. Feladatok . . . . . ..
5.2.1. Sorozatok konvergenciarendje, hibabecslése . . . . . . . . .. ...
5.2.2. Zérushelyek lokalizacidja . . . . . . . .. ..o
5.2.3. Intervallumfelezési modszer . . . . . . . .. ... ...
5.2.4. Newton-modszer . . . . . . .. . .. . s
5.2.5. Huar- és szel6modszer . . . . . . ..o Lo
5.2.6. Fixpont iteraciok . . . . . . .. . L oo
5.2.7. Nemlineéris egyenletrendszerek megoldésa . . . . . .. ... ...

. Interpolacié és approximacio

6.1. Képletek, osszefiiggések . . . . . . . ... o o oo
6.1.1. Polinominterpolacié . . . . . . . . . . . ...
6.1.2. Trigonometrikus interpolacio . . . . . . . .. .. ...,
6.1.3. Approximaci6 polinomokkal . . . . ... .. ... ... .. ....

6.2. Feladatok . .. . .. . . .. ...
6.2.1. Polinominterpolacioé . . . . . . . ... .00
6.2.2. Trigonometrikus interpolacio . . . . . . . .. ..o oo
6.2.3. Approximacié polinomokkal és trigonometrikus polinomokkal . . .

. Numerikus derivalas és numerikus integralas

7.1. Képletek, osszefiiggések . . . . . . . ..o Lo

7.2. Feladatok . . . . . . . . . ..
7.2.1. Numerikus derivalas . . . . . . . . . . ... Lo 0L
7.2.2. Numerikus integralas . . . . . . .. .. o o oo

. A kezdetiérték-feladatok numerikus modszerei

8.1. Képletek, osszefiiggések . . . . . . . ... Lo L oo
8.2. Feladatok . . . .. . . . .
8.2.1. Egylépéses modszerek . . . ..o oo

41
41
44
44
46
47

51
o1
o6
26
o7
o8
o8
29
60
61

63
63
63
67
68
69
69
73
73

75
75
76
76
78



8.2.2. Tobblépéses modszerek . . . . . . ... 87

9. A peremérték-feladatok numerikus mdédszerei 89
9.1. Képletek, osszefiiggések . . . . . . . ... oL Lo 89
9.2. Feladatok . . . . . . . ... 90

9.2.1. Peremérték-feladatok megoldhatosdga . . . . . . . .. ... 90
9.2.2. Véges differenciadk modszere és a beldvéses modszer . . . . . . . . 92

10.Parcialis differenciilegyenletek 95
10.1. Képletek, osszefiiggések . . . . . . . . .. oL oo 95
10.2. Feladatok . . . . . . ..o o 96

10.2.1. Elméleti feladatok . . . . . .. .. ..o oo o 96

10.2.2. Elliptikus és parabolikus feladatok megoldésa véges differencidkkal 97
Utmutatasok, végeredmények 101

Megoldasok 135






El16sz6

Ez a példatar a 2011-ben megjelent Numerikus modszerek cimii elektronikus jegyzetiink-
hoz késziilt, igy azzal egylitt képez egységes oktatasi segédanyagot, melyhez jel6léseiben
és a fejezetek tagolasaban is igazodik.

Minden fejezet elején roviden felsoroljuk a témakor legfontosabb tételeit, és ezekre
hivatkozunk is a megoldasok soran. T6ébb feladat esetén nemcsak a megoldéast kdzoljiik,
hanem kiilén helyen megadjuk a feladatok végeredmeényeit ill. a megoldasi itmutatokat,
ezzel is segitve a feladatok 6nallo feldolgozasat. A megoldashoz a = jelre kattintva lehet
eljutni, mig a — jel a végeredményekhez ill. Gtmutatokhoz visz minket. A megoldasok
el6tti sorszamra kattintva visszajuthatunk a feladathoz.

A példatarban nemcsak elméleti feladatokat kozliink, hanem szamitogéppel megol-
dando gyakorlati feladatokat is. Ezek segitenek a modszerek alkalmazasianak bemuta-
tdsaban, és elGsegitik a modszerek mélyebb megértését. Egyes feladatok szamitogépes
programok irasat kovetelik meg. Ezt a tényt a feladatok szovege el6tti H szimbélum jelo-
li. Ha egy feladat megoldésahoz szamitdgép sziikséges, akkor erre a feladat szévege elGtti
H szimbolum hivja fel a figyelmet.

A jegyzet készitése soran kihasznaltuk azt is, hogy az elektronikus formaban fog
megjelenni, igy tobb helyen kiilsg linkekkel segitjiik a megértést és a szélesebb kort
tajékozodast a témakorrel kapcsolatban.

Budapest, 2013. janius

A szerz6k






Feladatok






1. fejezet

ElGismeretek

1.1. Képletek, osszefiiggések

A vektorokkal és a matrixokkal kapcsolatos legfontosabb linearis algebrai fogalmak 6ssze-
foglalasa megtalalhato a [1] jegyzet els6 fejezetében. Kiemeliink azonban néhany fogal-
mat, melyek kiilondsen fontosak a feladatmegoldasok soran, és nem tartoznak a standard
lineéris algebrai ismeretekhez.

Vektorokhoz és matrixokhoz normat rendelhetiink, amik segitségével mérhetjiik a
yhosszukat” és a ,tavolsdgukat”. A leggyakrabban hasznalt vektornorméak az

X[l = || + - - 4 [

1-es vagy oktaédernorma, az

X2 = 212+ -+ [
2-es vagy euklideszi norma, ill. az
[Xloe = max{|z1], ... |zn[}

maximumnorma.

Bizonyos vektornormék szarmaztathatok skalaris szorzatbdl az ||z|| = /(z, x) kép-
lettel. R™-en a szokasos skalaris szorzat (X,y) = X'y = 21y1 + ... + Tn¥Yn. Bz a skalaris
szorzat az euklideszi normat indukalja.

Vektornormék segitségével iin. matrixnorméakat definialhatunk az

-
JA]| = sup 12XI
iy e

(1.1)

formulaval. A nevezetes vektornormak altal indukalt matrixnorméak az alabbiak: oktaé-
dernorma esetén
m
|A|1 = max E la;;| (oszlopGsszegnorma),
j=1..n

goooy

i=1
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euklideszi norma esetén

Al = \/o(A® A) (spektralnorma)

és maximumnorma esetén

n

|A ]l = max E la;j| (maximum- vagy sordsszeg norma) (1.2)
i=1,..., m
Jj=1

(ahol o(A) az A métrix spektralsugara, és A" az A matrix transzponalt konjugaltja).

1.1. Tétel (Indukalt matrixnorma tulajdonsagai.) Ha az || - || vektornorma a || - ||
méatrixnormat indukalta, akkor igazak az alabbi tulajdonsagok:

o ||AX|| < ||A] - |IX|| (konzisztencia tulajdonsag),
e |[E|| =1 (az egységmétrix normaja 1),

e |AB|| < ||A| - [|B]| (szubmultiplikativitasi tulajdonsag).

1.2. Tétel (Sajatértékek becslése a normaéval.) Indukalt matrixnormak esetén

o(A) < [|A].

1.3. Tétel (Matrixhatvanyok és Neumann-sor konvergenciaja.) Egy A € R
matrix esetén pontosan akkor igaz, hogy A¥ — 0 elemenként, ha o(A) < 1. Pontosan
ugyanekkor lesz a

DA

k=0

sor konvergens, és osszege az (E — A)~! matrix.

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatéar tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

1. ELOISMERETEK 11

1.4. Tétel (Banach-féle fixponttétel.) Tegyiik fel, hogy az F : H — H fiiggvény
egy Banach-tér zart H részhalmazan értelmezett kontrakcié (van olyan 0 < ¢ < 1 szam
melyre ||F(z) — F(y)|| < ¢||lx — y|| minden x,y € H esetén). Ekkor az x4 = F(xy)
iteracio tetszéleges xg € H elemrdl inditva olyan egyértelmien meghatarozott z* € H
elemhez tart, melyre F(z*) = z*. Az z* elemet a leképezés fixpontjanak nevezziik,

tovabba érvényes az
k

Hl‘l - 950||

o — ol < -

becslés. A g szamot kontrakciés tényezének nevezziik.

Az olyan A € R™*™ matrixokat, melyek f6atlon kiviili elemei nempozitivak, nemszin-
gularisak és inverziik nemnegativ, M-métrixoknak nevezziik. Konnyen lathato, hogy az

M-matrixok f6atlojaban mindig pozitiv szamok allnak.

1.5. Tétel (M-matrixok karakterizacioja.) Legyen az A € R™"™ maétrix olyan,
hogy a f6atlojan kiviili elemek nempozitivak. Ekkor A pontosan akkor M-maétrix, ha

van olyan g > 0 vektor, mellyel Ag > 0.

1.6. Tétel (Fels6 becslés M-matrix inverzének maximumnormajara.) Legyen
A M-matrix és g > 0 egy olyan vektor, melyre Ag > 0 teljesiil. Ekkor

A < JBle
1.2. Feladatok
1.2.1. Nevezetes matrixtipusok
1.1. Tekintsiik az alabbi matrixot
3 0 0
A= -1 3 0[!
0o -1 3

Diagonalizalhato-e ez a métrix? Valaszunkat indokoljuk! 101— 135=—

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatér tankonyvtar.ttk.bme.hu
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1.2. Adjunk példat nem diagonalizalhato, ill. nem normalis diagonalizalhat6 méatrixra!
135=—

1.3. Adjuk meg az alabbi matrixok sajatvektorait és sajatértékeit! Ha lehetséges, akkor
diagonalizaljuk 6ket!

0 1 0 3 2 4 5 1 -1
A= 0 0 1 B = 1 4 4 C= 1 3 -1
-8 =12 —6 -1 -2 =2 -1 -1 3

135—

1.4. Igazoljuk, hogy ha A péaratlan x paratlan méretd kvadratikus matrix, melyre
det A =1 és A ortogonalis, akkor 1 sajatértéke A-nak! 101— 136—

1.5. Hatarozzuk meg az A — AV matrix sajatértékeit és sajatvektorait, ha tudjuk,
hogy A egy szimmetrikus matrix, melynek \ egy sajatértéke és v a hozza tartozd sajat-
vektor! 101— 136=—-

1.6. Igazoljuk, hogy az M = tridiag[—1,2, —1] alakd méatrixok M-méatrixok! 101—
136=—

1.7. Igazoljuk, hogy ha egy szimmetrikus M-matrixnak szigorian dominans a f6atloja,
akkor a matrix pozitiv definit! 101— 137—

1.8. Igazoljuk, hogy a szimmetrikus M-matrixok pozitiv definitek! 101 — 137—>

1.9. Igazoljuk, hogy az M = tridiag|—1, 2, —1] alakti matrixok (szimmetrikus) pozitiv
definitek! 101— 137—

1.10. Hatéarozzuk meg az M = tridiag[—1, 2, —1] alakt matrixok sajatértékeit és sajat-
vektorait! 101— 137—

1.11. Igazoljuk, hogy ha A € R™*" ferdén szimmetrikus, akkor az
(E+A)(E-A)
méatrix (A an. Cayley-transzformaltja) ortogonalis matrix! 101— 137—

1.12. Igazoljuk, hogy fels6 haromszogmatrixok szorzata és inverze (ha létezik) is fels
haromszogmatrix! 101 — 138=—

1.13. Igazoljuk, hogy ha egy T fels6 haromszogmatrixra TTT = TT7, akkor T diago-
nalis métrix! 101 — 138—
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1.2.2. Normalt és euklideszi terek

1.14. Igazoljuk, hogy euklideszi térben a skalaris szorzat altal indukalt norméaval a
skaléris szorzat az

1
(y) =7 (Ix+yl* = Ix =l

modon fejezhetd ki (polarizacios egyenlGség)! 138—>

1.15. Igazoljuk, hogy ha egy normalt tér norméajat skalaris szorzatbol szarmaztattuk,
akkor a normara igaz az an. parallelogramma-egyenlGség

Ix +ylI? + [lx — yII” = 2[Ix|]> + 2[ly[|*!
139—

1.16. Igazoljuk, hogy normalt tér normaja legfeljebb egy skalaris szorzatbol szarmaz-
tathaté! 139—

1.17. Igazoljuk az euklideszi terekben érvényes Cauchy—-Schwarz—-Bunyakovszkij-egyen-
16tlenséget:
|y < x| - fly[]!

102— 139=—

1.18. Igazoljuk, hogy euklideszi térben ||x||*+ |ly||* = [|x+y||* pontosan akkor teljesiil,
ha x és y ortogondlisak! 139—

1.2.3. Banach-féle fixponttétel

1.19. Tegyiik fel, hogy az F : [a,b] — [a,b], F([a,b]) C la,b] fiiggvényre igaz, hogy
valamilyen m pozitiv egészre a T := F™ = F o F o ... o F fiiggvény kontrakcio az [a, b
intervallumon. Igazoljuk, hogy az I fliggvénynek pontosan egy fixpontja van! 102—
139=—=

1.20. Tekintsiik az F' : [1,00) — [1,00), F(x) = z/2 + 1/x fiiggvényt. Igazoljuk, hogy
F' kontrakcié! Hatarozzuk meg a lehetd legkisebb kontrakcios tényezét! Adjuk meg F
fixpontjat! 102— 140—

1.21. Tegyiik fel, hogy a Banach-féle fixponttétel feltételei koziil a kontrakcios feltételt
(30<q<L, |F(z) = F(y)| < glle —yl, ¥ 2.y € H) kicseréljiik az

[1F(x) = Fll <lle—yl, Vae,ye H

feltételre! Igazoljuk, hogy ekkor F-nek maximum egy fixpontja lehet, de az is lehet, hogy
nincs fixpont! 102— 140—
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1.22. Tegyiik fel, hogy T kontrakci6 a V Banach-téren! Igazoljuk, hogy tetsz6leges
y € V esetén az x = T(x) + y egyenletnek pontosan egy x megoldasa van, és az x
megoldas folytonosan fiigg y-tol! 102— 140—

1.23. Igazoljuk, hogy ha f : R — R folytonosan differencialhato az [a, b] intervallumon,
és |f'(x)| <1 minden z € [a,b] esetén, akkor f kontrakcio [a,b]-n! 102— 141—>

1.2.4. Vektornormak

1.24. Adjuk meg az X = [1,—2,3]7 vektor 1-es, 2-es és maximumnorméjat! 102—
14]l=
1.25. Adjuk megazX = [1,2,...,100]7 vektor 1-es, 2-es és maximumnormajat! 102—
14]l=

1.26. Azonositsuk R? elemeit a sik pontjaival! Adjuk meg a sikon azon pontok halmazat,
melyek tavolsaga az origo6tdl kisebb, mint egy! Hasznaljuk az l-es, 2-es és maximum-
norméakat! 141—-

1.27. Igazoljuk kozvetleniil az 1-es, 2-es és maximumnormak ekvivalenciajat! 1412—-

1.28. Igazoljuk, hogy R"-en sem a maximum-, sem az 1-es norma nem szarmaztathato
skalaris szorzasbol! 102— 142—>

1.29. Igazoljuk, hogy p — oo esetén az R"-en értelmezett

Xl = /Jaalr + .+ o]
p-norma (1 < p € R) éppen a maximumnormat adja! 142—-

1.30. Igazoljuk az un. Young-egyenl6tlenséget, azaz, hogy tetszbleges a,b > 0 és 1 <
p,q <00, 1/p+1/q =1 szamok esetén

a? bl
a/bg _+_7
p q

majd ennek segitségével lassuk be az un. Holder-egyenlGtlenséget R™-en: 1 < p,q < o0,
1/p+1/q =1 esetén

&3 < Xl - 714!
102— 143—

1.31. Igazoljuk, hogy a p-norma kifejezése valoban normét ad meg R™-en! 102—

143—=
1.32. Igazoljuk, hogy ha A nemszingularis matrix, akkor az ||X||4 := ||AX|| hozzaren-
delés vektornorma barmilyen || - || vektornorma esetén! 144—-
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1.2.5. MAatrixnormak

1.33. Tekintsiik az |[|A|| ;== max;—; ., {|a;;|} méatrixnormat! Igazoljuk, hogy ez val6ban
norma! Mutassuk meg, hogy nem lehet vektornormabol szarmaztatni. 103— 144—>

1.34. Igazoljuk az aldbbi becsléseket, melyek nyilvanvaléan az adott matrixnormak
ekvivalenciajat mutatjak!

1
~JIAL < Al < AL
1
Al < AL < VAL (13)
1
— Al < [|A]; < A
TaIAl < 1AL < VAlAlL

145—

1.35. Igazoljuk, hogy az ||Al||r = \/2le > 51 ai; képlettel értelmezett n. Frobenius-

norma valdéban norma! Lehet-e ezt a normat vektornormabél szarmaztatni? 145=—

1.36. Igazoljuk, hogy ||A||% = trace(ATA), ahol a trace(-) jelolés az adott matrix
féatlobeli elemeinek Osszegét jelenti (amely megegyezik a sajatértékek Osszegével is)!
Igazoljuk tovabba, hogy ha A és B ortogondlisan hasonlok, akkor Frobenius-norméajuk
megegyezik! 103— 145=—

1.37. Igazoljuk, hogy a Frobenius-norma konzisztens az euklideszi vektornorméaval, azaz
teljesiil, hogy ||AX||2 < ||A]lF|IX|[2! 145=—

1.38. Igazoljuk, hogy a Frobenius-norma szubmultiplikativ! 145—-

1.39. Igazoljuk, hogy nemcsak indukélt matrixnormdakra, hanem tetszéleges szubmul-
tiplikativ matrixnormara is igaz, hogy o(A) < ||A||! Az

0.5 0.6
A= {0.1 0.51

matrix 1-es, maximum- és Frobenius-normainak értékei koziil melyik biztositja a o(A) <
1 feltételt? 103— 146—

1.40. Szamitsuk ki a diagondlis matrixok 1l-es, 2-es és maximumnormajat az indukalt
matrixnorma (1.1) képlete segitségével! 146—

1.41. Milyen matrixnormat indukal az 1-es vektornorma? 146=—-
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1.42. Milyen méatrixnormat indukal a vektorok maximumnorméja? 147—
1.43. Milyen matrixnorméat indukal a vektorok euklideszi-normaja (2-es norma)? 147—>

1.44. Igazoljuk, hogy az ||A| := nmax; j—1. ,{|a;;|} hozzarendelés szubmultiplikativ
normat ad meg R"*"-en! 147—

1.45. Igazoljuk, hogy minden szubmultiplikativ métrixnormahoz van olyan vektornor-
ma, amivel konzisztens! 103— 148—-

1.46. Igazoljuk, hogy indukalt matrixnorma esetén
|A[] = max{[|AB] [[|B|| < 1}!
148—

1.47. Legyen A € R™*" egy nemszinguléaris matrix és B € R™*" egy szingularis matrix!
Igazoljuk, hogy tetszéleges indukilt norma esetén ||A7'| > 1/||A — BJ|! 103— 148—

1.48. Legyen || - || egy tetszéleges indukalt matrixnorma. Igazoljuk, hogy tetszéleges
A € R™™ matrix esetén

lim [|A*|Y* = o(A) !

k—o00

103— 148=

1.49. Legyen A € R™" egy tetszleges négyzetes matrix és A® az A métrix k-adrendi
bal felsG féminormatrixa (A(1 : k, 1 : k))! Igazoljuk, hogy [[A™||, < ||A|ls! 149—

1.50. Legyen

1 =01 —-02
C=|-01 1 =01
-0.2 =01 1

Igazoljuk, hogy C invertalhat6 és adjunk fels§ becslést az inverz matrix 1-es normajara
az inverz matrix kiszamitasa nélkil! 103— 149—

1.51. (H) Adjuk meg az n x n-es Hilbert-matrix inverzének maximumnormajat n fiigg-
vényében n =1,...,10 esetén! 149—

1.52. Adjuk meg az 5 x 5-0s Hilbert-matrix 1-es, 2-es és maximumnormajat ill. spekt-
ralsugarat! 149—-
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2. fejezet

Modellalkotas és hibaforrasai

2.1. Képletek, osszefiiggések

2.1.1. Feladatok kondicionaltsaga

A matematikai egyenletek egy része d = F'(z) alakban irhato, ahol d és = valamilyen
normélt terek elemei. Itt a d elem ismeretében kell meghatarozni az x ismeretlen elemet.
Amennyiben z a d adat segitségével egyértelmiien irhato fel © = G(d) alakban, és G
derivalhato d-ben, akkor a d = F(x) feladat d-beli kondicioszama

_ G @)l - [I4]

D=6 21)

Ez az érték azt adja meg, hogy z relativ megvaltozasa hanyszorosa d relativ megvalto-
zasanak.

2.1.2. A gépi szadmabrazolas

A szamitogépek altalaban un. lebegépontos szamrendszert hasznalnak a szamok abrazo-

lasdra. Ebben a szamrendszerben a szamokat kerekités utan a
Qg

k a1 a2 ap—1
+b <E+ﬁ+b—2+"'+bp_l

) = 0p.a102...0p-1 X bk

alakban irjuk fel, ahol b a szamabrazolas alapja, p a szerepld szamjegyek (mantissza)
szama és k a kitevs (karakterisztika). Az a; (i = 0,...,p — 1) szamjegyekrdl feltessziik,
hogy azok az alapnal kisebb nemnegativ egész szamok. Ha ay # 0, akkor azt mondjuk,
hogy a felirt szdm normalalakban van.

Tobb feladat esetén az egyszertiség kedvéért a tizes szamrendszert hasznéaljuk (b =
10), mert ehhez vagyunk hozzaszokva, és ez is mutatja a lebegGpontos szamabrazolas
tulajdonséagait és korlatait.

17
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F(p, kmin, kmax) fogja jelolni azt a tizes alapa lebegGpontos szamrendszert, amiben a
mantissza hossza p, a minimalis karakterisztika k,.;,, a maximélis pedig k... Ugyanezt
a szamrendszert kettes alap esetén az Fy(p, kmin, kmax) modon fogjuk jeldlni azzal a meg-
kotéssel, hogy ilyenkor p a mantissza kettedespont utani jegyeinek szamat jelenti, hiszen
el6tte a normalalakban csak 1-es jegy allhat. A MATLAB szokésos dupla pontossagu
lebegGpontos szamai és normalalak esetén p = 52, kmin = —2'° — 2 és kpaye = 210 — 1.

A szamitogépen vald miiveletek végrehajtasat az aldbbi modon fogjuk modellezni.

Egy x valos szam lebegépontos képét gy kapjuk meg, hogy normalalakra hozzuk, és
a mantisszat a szamrendszerben adott mantisszahosszra kerekitjiik. Jelolése: fl(x). Ha
|z| nagyobb, mint az abrazolhato6 legnagyobb szam, akkor fl(x) = Inf, ha pedig |z| < &0,
azaz a legkisebb pozitiv abrazolhat6 szam, akkor fl(x) = 0. Ezzel a jeloléssel irhatjuk,
hogy a szamitogép az x oy mivelet eredménye helyett az 2oy := fI(fl(x)o fl(y)) értéket
adja vissza.

2.1. Tétel Legyen x € R olyan szam, melyre |z| < M (M a legnagyobb &brazolhato
lebegépontos szam). Ekkor érvényes, hogy

Uz) = (1+0)z, [0] <,

ahol u a gépi pontossag értéke, azaz az 1 utan kévetkezs lebegGpontos szam 1-t61 mért
tavolsdganak fele (MATLAB-ban kb. 1071°).

2.2. Feladatok

2.2.1. Feladatok kondicionaltsaga

2.1. Vizsgéaljuk meg az x = —d + v/d? — 4 kifejezés kondicionaltsagat a d valtozo fiigg-
vényében! Milyen d értékek esetén lesz korrekt kitiizési a feladat? Adjunk meg olyan d
értéket, melyre a (relativ) kondicioszam 100-nal nagyobb! 105— 151=—

2.2. Tekintsiik az z+dy = 1, dr+y = 0 egyenletrendszert. Jol vagy rosszul kondicionalt
az r megoldas, ill. a megoldasok z-+y Osszegének kiszamitasa a d paraméter fliggvényében,
ha d ~ 17 Adjuk meg mindkét esetben a relativ kondicidészam értékét a d = 0.99 esetre!
105— 151=

2.3. Szamitsuk ki az z — vVd+ 1 +Vd = 0 feladat (d a bemeng adat, x pedig a kimend
adat) relativ kondicioszamat! Mikor lesz rosszul és mikor jol kondicionalt a feladat?
151=
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2. MODELLALKOTAS ES HIBAFORRASAI 19

2.4. Legyenek f és ¢ differencidlhato valos-valos fiiggvények! Hogyan becsiilhets az
x = f(d) és x = g(d) feladatok kondiciészaméaval az x = (f - g)(d) feladat kondiciészama
azon d pontokban, melyekben a kondicidszam értelmezhets? (A szokdsos modon d a
feladat bemend adata és = a kimend adat.) 152—

2.5. Vizsgaljuk meg, hogy korrekt kitiizési-e az z+dy = 1, dz+y = 0 egyenletrendszer
a d valos paraméter fliiggvényében! Adjuk meg a kondiciészamot maximumnorméban!
152=—

2.2.2. A gépi szdmabrazolas

2.6. Adjuk meg az F(1,-2,2) lebegbpontos szamrendszerben pontosan abrazolhato
szamokat! 152—

2.7. Adjuk meg az F(1,—2,2) rendszerben az 1/3, 1/900, 20 - 200, (((240.1) +0.1) +
-++4+0.1), (((0.140.1) +0.1) + - - - +0.1) + 2 (10 Gsszeadas) értékeket! 152=—=-

2.8. Adjunk meg olyan lebeg6pontos szamrendszert F'(p, kmin, kmax) alakban, melyben
az aldbbi szamok abréazolhatok!

a) 5,50,500,5000;

b) 5,5.5,5.55;

¢) 5,0.5,0.05,0.005;

d) 5,55,555,5555! 152=—>

2.9. Milyen lebegépontos szamrendszerben szamolhato kerekités nélkiil
a) 2.2 - 3.45,
b) 1/80,
c) 2 x 1027 x 10?7 153=—

2.10. Két pozitiv szamot, x és y, elosztunk egymassal egy olyan szamitoégépen, melynek
gépi pontossaga u. Jelolje z a hanyados pontos értékét és Z a szamitott értéket. Adjunk
becslést a |z — 2| és |z — Z|/|z| abszolat és relativ hibakra! 153—

2.11. Az a = 0.001 valasztas mellett A =1— 1/(1 — 2a) értéke —0.002004008016. Ha-
tarozzuk meg mi is A értékét egy tizes szamrendszert, hatjegyd mantisszéas lebegépontos
szamokat hasznéld szamitogépen! Javasoljunk numerikus szempontbol jobb szdmolést
A-ra és végezziik el ugy is a szamolasokat! 153—

2.12. A >°, 1/i harmonikus sor Gsszege +o00. Megkapnank-e ezt az eredményt ugy,
hogy egyre t6bb tagot adunk 6ssze a sorbol a MATLAB segitségével? Mekkora Osszeget
kapnank egy F(2,—1,1) lebegSpontos szamokat hasznélo szamitogépen, ha a gép csak
normalalakban 1év6 szamokat tud dbrazolni? 105— 153—
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2.13. Egy 10-es szamrendszeren alapulé szamitogép a sin x, cos x, 22 fiiggvények értékeit
pontosan szdmolja, majd az eredmények abrazolasanal hatjegyi mantisszara kerekit.
Hatarozzuk meg ezen a szamitogépen az f(z) = cos’? z — sin® v fiiggvény értékét az v =
0.7854 helyen! Mekkora a szamitott eredmény relativ hibdja? Indokoljuk az eredményt!
Javasoljunk jobb képletet az f(x) érték kiszamitasara! 105— 153—

2.14. Az 2 + ax + b = 0 egyenletet szeretnénk megoldani az

12 = (—a £ Va? —4b)/2

megoldoképlettel. Milyen végeredményt adna a MATLAB az a = —500000000 és b =
1 paraméterekkel? Becsiiljiik meg, hogy melyik eredmény elfogadhaté és melyik nem!
Hogyan szamolhatnank ki MATLAB-ban a zérushelyeket pontosabban? 154—-

2.15. Szimpla pontossagi lebegGpontos szamokat hasznalva (32 biten taroljuk a sza-
mokat: 1 elGjelbit, 8 bit a karakterisztika és 23 bit a mantissza tarolasira) szeretnénk
kozeliteni szamitogépen a Y .o 1/i% sor sszegét (72/6)! Az

1 n 1 P 1
1222 77 40962
Osszegre 1.6447253 adodott. Mennyivel tér el az
k
1
Sk = Zl 2—2

sorozat szamitogépen szamolt hatarértéke a tényleges sordsszegtSl? Javasoljunk jobb
modszert az Osszeg szamitogépes kozelitésére! 105— 154=—

2.16. Az x = 0.1 tizes szAimrendszerbeli szam kettes szamrendszerbeli alakja a 0.0001100
szakaszos tizedes tort, ahol az utolsé négy szamjegy ismétldik. Fejezziik ki az (z —
fl(x))/z relativ hiba értékét az u gépi pontossag segitségével, ha fl(z) az x szam szimpla
pontossagu lebegGpontos képe (32 biten taroljuk a szamokat: 1 el6jelbit, 8 bit a karak-
terisztika és 23 bit a mantissza tarolasara)! 105— 154=—-

2.17. (B) Irjunk MATLAB programot az

1
Y1 = 2k+1 \/5 <1 — 1-— (27kyk)2)

iteracio vizsgalatara! Ismert, hogy ebben az iteracidban y, — m, mert a y;, az egységkorbe
irt szabalyos 2% szog félkeriiletét adja meg. Hasonlitsuk 6ssze az eredmeényt az

2
Yret+1 = yk\/l V1= @ Fg)
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2.18. (H) Irjunk MATLAB programot az

e’ = lim E —
n—s00 Al
=0

sor részletosszegeinek kiszamitasara! Futtassuk negativ értékek esetén (pl. z = —25)! Mit
tapasztalunk? 155—

2.19. Az 2%2—-16342+2 = 0 egyenletet szeretnénk megoldani olyan szamitogépen, amely
a szamok abréazolasdhoz tizes szamrendszerbeli lebegGpontos szdmokat hasznal 4-jegyt
mantisszéval (a karakterisztikdra nincs megkotés). Az xo megoldasra nulla adodik. Mi
ennek az oka? Szamitsuk ki xi-et, és javasoljunk hatékonyabb modszert xo kiszamitasara
az r12o szorzat értékét felhasznalva! Szamitsuk ki ezzel a modszerrel zo értékét! 156—-
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3. fejezet

Linearis egyenletrendszerek megoldasa

3.1. Képletek, osszefiiggések

3.1.1. Kondicionaltsag

A megoldas egyiitthatoktol valo fliggését adja meg az alabbi tétel, ahol K(A) az A matrix
adott normabeli kondiciészaméat jelenti.

3.1. Tétel (Linearis egyenletrendszerek kondicionaltsaga.) Tegyiik fel, hogy az
AX = b (A € R det(A) # 0) egyenletrendszer helyett az (A + A)y = b +
db perturbalt egyenletrendszert oldjuk meg, és az egyiitthatomatrix perturbaciojara
teljesiil a ||0A| < 1/||A7"|| feltétel valamilyen indukélt normaban. Ekkor a perturbalt
egyenletrendszernek is egyértelmd megoldasa van. Ezt a megoldéast y = X 4 6x alakban
irva érvényes az alabbi becslés:

8% 5(A) /llsbll  8A
"l = T r(A)[5A]/]A] (HBH HAH)'

A tétel bizonyitasahoz hasznaltuk az alabbi, 6nmagéban is hasznos allitést.

3.2. Tétel (Becslés perturbalt matrix inverzének normajara.) Legyen S = E+
R € R™™, ahol |R|| =: ¢ < 1 valamilyen indukalt norméban. Ekkor S regularis, és

1
IS~ < —.
1—gq
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24 3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

3.1.2. Direkt moédszerek

Direkt modszernek nevezziik azokat a megoldasi modszereket, melyekkel véges sok alap-
mivelet segitségével meghatarozhato a megoldas. A direkt modszereknél fontos szerepe
van az egyiitthatomatrixok szorzatfelbontasainak, melyeket elére elkészitve, az tjabb,
az eredetivel megegyez6 méatrixi egyenletrendszerek megoldasa mar egy nagységrenddel
kevesebb miivelettel megval6sithato.

3.3. Tétel (LU-felbontas.) Tegyiik fel, hogy az A € R™ ™ matrixra det(A(1 : k, 1 :
k)) #0 (k=1,...,n—1). Ekkor létezik egy olyan L normalt als6 haromszogmatrix és
egy U fels§ haromszogmatrix, melyekkel A = LU. Ha egy regularis matrixnak létezik
LU-felbontésa, akkor az LU-felbontasa egyértelm.

Az LU-felbontast a Gauss-modszer segitségével hatarozhatjuk meg.

3.4. Tétel (Altalanos LU-felbontas.) Azok a matrixok, melyeknek van LU-
felbontésa, felithatok A = LDM?” alakban is, ahol L és M is normalt als6 harom-
szogmatrix, D pedig diagonalis matrix. Itt D az U matrix diagonélisa, M pedig D™'U.
Ha A szimmetrikus, akkor M = L.

3.5. Tétel (Cholesky-felbontas.) Tegyiik fel, hogy A egy szimmetrikus, pozitiv de-
finit matrix. Ekkor 1étezik pontosan egy olyan pozitiv diagonalisi G als6 haromszog-
méatrix, mellyel A = GGT.

A Cholesky-felbontasban szereplé G matrix elemeit direkt moédon, fentrél lefelé és
balrél jobbra haladva az A = GG egyenlGséget felhasznalva hatarozhatjuk meg.

3.6. Tétel (Altalanos LU-felbontés.) Legyen A € R™™ egy tetszéleges matrix.
Ekkor 1étezik egy olyan L als6 normélt hiromszogméatrix, melynek elemei egynél nem
nagyobb abszolut értékiek, egy U fels§ haromszogmaétrix, és egy P permutacios matrix,
melyekkel PA = LU.
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Az altalanos LU-felbontéas a részleges fGelemkivalasztéssal kombinalt Gauss-modszer-
rel hatarozhato meg.

3.7. Tétel (QR-felbontas.) Legyen A € R™*" (m > n) egy teljes oszloprangn mat-
rix. Ekkor léteznek olyan Q € R™*™ ortogonélis és R € R™*" fels6 haromszégmatrixok,
melyekkel A = QR.

A QR-felbontés egymasutani megfelel§ Householder-tiikrozésekkel vagy Givens-forga-
tasokkal elgallithato eld.

3.8. Tétel (Householder-tiikrozés.) Legyen 0 # X € R" vektor. Vezessiik be a
vV =X= |x[[28 és
2vvl

H=E - —

V'V

jeloléseket (H szimmetrikus és ortogondalis méatrix). Ekkor igaz a

egyenlség. A H matrixot az X vektorhoz tartozé6 Householder-tiikkrozésnek nevezziik.
3.9. Tétel (Givens-forgatas.) Legyen X € R" olyan vektor, melyben két i < j in-

dexre 7 + 235 # 0. Legyen tovibba

és

G(i, j,0) = e R™"
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(c és s az i-edik és j-edik sorban és oszlopban szerepel, G(i, j,6) ortogonalis matrix).
Ekkor a G(i, j,0)X vektor j-edik eleme 0 lesz.

3.1.3. Iteraciés modszerek

Az iteraciés modszerek esetén az AX = b linearis egyenletrendszer megoldasat egy al-
kalmasan véalasztott iterdcios sorozat hatarértékeként allitjuk els.

Klasszikus iteraciok
Az iteraciot az A =S — T felbontassal (S invertalhaté matrix) az
xk+D) — g-lrx® L 871 = Bx® 4+ f

modon allitjuk els. A nevezetes modszerek esetén az alabbi B iterdcios matrixokat és
f vektorokat valasztjuk (D A diagonélisa, L és U rendre az A matrix f6atlo alatti és
feletti részének (—1)-szerese, w pedig egy megfelels valos paraméter).

Modszer neve H B ‘ f
Jacobi D (L + U) D 'b
Relaxalt Jacobi (JOR) E-wD A wD'b
Gauss—Seidel (D-L)"'U (D-L)"'b
Relaxalt Gauss—Seidel (SOR) || (D — wL)™'((1 — w)D + wU) | w(D — wL)"'b

3.10. Tétel (Iteracios modszerek konvergenciaja.) A fenti modokon konstrualt
x*+D) — Bx®) 4 f

iteraci6 pontosan akkor tart az AX = b egyenletrendszer megoldasahoz tetszéleges
kezdovektor esetén, ha o(B) < 1.

3.11. Tétel (Nevezetes matrixa egyenletrendszerek konvergencidja.) Szigo-
rian diagonalisan dominans méatrixokra a Gauss—Seidel és a Jacobi-modszer is kon-
vergal. Szimmetrikus, pozitiv definit métrixokra a Gauss—Seidel-modszer konvergal.
M-maétrixokra a Jacobi-, a Gauss—Seidel- és ezek relaxalt valtozatai is konvergalnak
(w € (0,1) mellett). A relaxalt Gauss—Seidel-iteracié csak w € (0,2) esetén lehet kon-
vergens. Ez a feltétel szimmetrikus, pozitiv definit matrixok esetén elégséges is.
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Variacios modszerek

A variacios modszerek esetén szimmetrikus, pozitiv definit matrixt egyenletrendszerek
megoldasat keressiik. Ezek megoldéasa ekvivalens a

1 —
H(X) = §§TA§ —x'b

tobbvaltozos fiiggvény abszolit minimumanak megkeresésével, ugyanis az abszolat mi-
nimum a X* = A~'b pontban van és értéke —ETA_IE/Z

Az abszolut minimum keresésének alapja az un. egyenes menti keresés, amikor egy
pontbdl egy adott irAnyban keressiik meg az iranymenti minimumot.

3.12. Tétel (Iranymenti minimumok megkeresése.) Legyenek X és p # 0 adott
vektorok. A g(a) = @(X + ap) egyvéltozos fliggvény egyértelmd minimumét az o =
p't/(p" Ap) valasztas esetén veszi fel, ahol T a b — AX maradékvektor.

A gradiens modszer esetén a maradékvektorokat (gradiens vektorral ellentétes vektor)
valasztjuk keresési irdnynak, és sorozatos egyenes menti keresésekkel jutunk el az abszolut
minimumhoz.

A gradiens modszer algoritmusa a kovetkezd:

k:=0,To:=b,X,:=0
while F, # 0

k:=k+1

ay = T4 Ty /(Th_ | AT4_1)
Xp = Xg—1 + Tk

T, :=b — AX;,

end while

3.13. Tétel (A gradiens-mddszer konvergencidja.) A gradiens-modszer soran ér-
vényes a

$(Zis1) + (1/2)b° A™'D P
6% +(1/2b A7b ~ k2(A)
becslés (kK =0,1,...).

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatér tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

28 3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

A konjugalt gradiens-modszer esetén a keresési iranyokat mindig ugy valasztjuk, hogy
azok legyenek A-ortogonélisak (ortogonalisak az (X,y) = X' Ay skalaris szorzatban) az
el6z6 keresési iranyokra. Ezt az alabbi algoritmus valdsitja meg.

k:=0,T):=b,X,:=0,p, =T
while 1, # 0

k:=k+1

ap =T T/ (DL ADy)

Xk = Xg—1 + Py,

fk = fk—l — OékAﬁk

By, = T4 B/ (Th1Tr1)

Dry1 = Tk + 5Dy,

end while

Az els6 k maradékvektor, az els§ k iranyvektor, és az els6 k iteracios vektor ugyanazt

az alterét fesziti ki R"-nek. Ezt az alteret Vi-val jeloljiik. Legyen ||X|[a = VX' AX és

ek = x+ — x4

3.14. Tétel (A konjugalt gradiens-modszer 1épésenkénti optimalis tulajdon-
saga.) Ha ¥, ; # 0, akkor X, az egyetlen pont Vi-ban, melyre |[@*|| 5 minimalis,
[E®]la = €@ ]a = - 2 [[6¥]|a,

tovabba €®) = 0 valamilyen k£ < n esetén.

3.15. Tétel (A konjugéalt gradiens-modszer konvergenciasebessége.) Legyen A
szimmetrikus, pozitiv definit métrix, melynek kondicioszama ro(A). Ekkor a konjugalt
gradiens-modszer hibavektorara az alabbi becslés érvényes

k
_ Kko(A) —1 _
8™ < 2 <L> €9 a

KQ(A) +1

3.1.4. Tulhatarozott linearis egyenletrendszerek megoldasa

Az B
AX=b, AcR™" m>n, r(A)=n
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alaka egyenletrendszereket vizsgaljuk. Ezek X1g legkisebb négyzetek értelemben legjobb
megoldasan azt az egyértelmtien meghatarozott vektor értjiik, melyre ||b — AX||2 mini-
malis.

3.16. Tétel Az X5 megoldast meghatarozhatjuk az
A"Ax=A"b
norméalegyenlet megoldasaval vagy pedig az
Rix=¢c

egyenlet megoldaséval, ahol R; az A matrix QR-felbontasdban szereplé R matrix felsd
n x n-es része, mig © a Q'b (Q a QR-felbontas Q matrixa) vektor felss n elemét
tartalmazoé oszlopvektor.

3.2. Feladatok

3.2.1. Kondicionaltsag
3.1. Adjunk becslést az 1.47. feladat eredményét felhasznélva az

1.01 1
A=

matrix maximumnormabeli kondicidoszamara! Ezek utan szamitsuk is ki pontosan a kon-
diciészamot! 107— 157—

3.2. Hatarozzuk meg az alabbi A matrix kondicidszamat 1-es, 2-es és maximumnorma-
ban! Tekintsiik az AX = b egyenletrendszert, ahol b egy adott pozitiv vektor! Adjunk
fels6 becslést maximumnormaban a b vektor maximumnormajanak segitségével arra,
hogy ezen egyenletrendszer megoldasatol mennyire térhet el azon egyenletrendszer meg-
old4sa, melyben a b vektor minden elemét 1%-kal megnéveljiik (A valtozatlan marad)!

A:L}z 531

107T— 157=

3.3. Igaz-e az az allitas, hogy egy invertalhat6 valoés matrix pontosan akkor ortogonalis,
ha 2-es normabeli kondicidoszama 17 Valaszunkat részletesen indokoljuk! 107— 157—
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3.4. Tegyiik fel, hogy az AV = b egyenletrendszer helyett (A invertdlhaté matrix) az
(14 c¢)Au = b egyenletrendszert oldjuk meg, ahol ¢ valamilyen valés, —1-t6l kiilonbozs
paraméter! Szamitsuk ki tetszéleges indukéalt normaban a masodik egyenlet megoldasa-
nak az els6 egyenlet megoldasahoz viszonyitott relativ hibajat a ¢ paraméter fiiggvényé-
ben! 157—>

3.5. Igazoljuk, hogy ha egy AX = b linearis egyenletrendszer jobb oldaldhoz hozza-
adunk egy d6b vektort, akkor az 4j egyenletrendszer X* megoldasaval igaz lesz az

=" =l < A7) - [|ob]

becslés, ahol a szereplé matrixnorméat a szerepls vektornorma indukalja! Ez alapjan ad-
junk becslést arra, hogy ha az

1 2 |_ |5

2 —1 |7 |0

linearis egyenletrendszer jobb oldalan all6 vektor elemeihez rendre olyan €1, 5 szamokat
adunk, melyekre |e;],|e2| < 1074, akkor maximum mekkorat valtozhat az egyenletrend-
szer megoldésa 2-es norméban! 158—

3.6. Tekintsiik az AX = b egyenletrendszert, ahol

34 55 | — 21
a=|h s ) p= )
Az T = b—AX maradékvektort az X = [—0.11,0.45]7 vektorral kiszamitva T = [—0.01,0]7,
mig az X = [—0.99, 1.01]7 vektorral T = [—0.89, —1.44]". A megoldas melyik X kizelitése
pontosabb? Adjunk alsé és fels§ becslést egy X kozelités megoldastol valo eltérésére a
maradékvektor segitségével! Ellendrizziik a becslést az adott egyenletrendszeren! 158=—-

3.7. Ismert, hogy egy matrix spektralsugara becsiilhet§ a matrix tetszéleges indu-
kalt normajaval. Igazoljuk ennek segitségével, hogy tetszoleges A maétrixra ||AlJZ <
| Al[1]|Alloo és hogy tetszleges invertalhaté A méatrix esetén

Ko(A) < V/E1(A)kso(A) !

159—

3.8. Igazoljuk, hogy tetsz6leges regularis A € R™*™ matrix esetén

%/@(A) < k1(A) < nra(A). %KW(A) < ko(A) < oo (A).

i/fl(A) < Foo(A) <2k (A)!

TL2
159—
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3.9. Legyen A € R™" egy olyan kvadratikus métrix, melyben a f6atlo ,felett" -1-esek,
salatta" nullak és a féatloban 1-esek allnak! Szamitsuk ki a métrix determinénsat és a
kondiciészamat maximumnormaban! 159—-

3.10. Igazoljuk, hogy regularis A métrixra k(AT A) = k2(A) > ko(A)! 107— 159—
3.11. Igazoljuk, hogy ha A és B ortogonalisan hasonlo regularis matrixok, akkor ||A ||, =
|Bl|2 és k2(A) = ko(B)! 159—
3.2.2. Direkt médszerek

3.12. Az AX = b egyenletrendszer A matrixdnak és b jobb oldali vektoranak elemei
mért mennyiségek, melyek relativ hibaja 0.01%. Adjunk felss becslést a megoldéasvektor
relativ hibdjara maximumnormaban!

2 -1 -1 0 0 0.53 0.38 —-0.32 0.07
A— -1 1.5 0 —-0.5 b= 0 Al 0.38 1.01 —0.25 0.27
-1 0 —-1.7 —-0.2 3 —-0.32 —-0.25 —-0.39 -0.12
0 -05 —-02 1.7 0 0.07 0.27 -0.12 0.65
160—
3.13. A
2 5 1 3
4 -1 1 |x=|2
-2 -2 7 1

linearis egyenletrendszer jobb oldali vektora mérési eredményeket tartalmaz. Mekkora
az egyenletrendszer megoldasanak relativ hibaja maximumnormaban, ha tudjuk, hogy a
pontos értékek a szerepld értékek 0.1 sugara kérnyezetében vannak valahol és az egyiitt-
hatomatrix inverze

0.0294 0.2176 —0.0353
0.1765 —0.0941 —-0.0118 |?
0.0588 0.0353  0.1294

107— 160—

3.14. Oldjuk meg az AX = b linearis egyenletrendszert a Gauss-modszer segitségével
a lenti adatokkal! Adjuk meg az egyiitthatomatrix determinansat és LU-felbontasét is!

1 2 3 4 1 9
14 9 16 | — |10
A=118 97 ¢4 | X7 z5 | b=1 4
1 16 81 256 T4 190

160—
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3.15. Tekintsiik az alabbi maéatrixot

A=| -1

Hatarozzuk meg a matrix LU-felbontasat! 161—

3.16. Tekintsiik azt az A € R™ " métrixot, melyre a;; = 1 ha i = j vagy j = n,
a;; = —1, ha i > j, kiilonben nulla. Mutassuk meg, hogy A-nak van LU-felbontésa,
|lij] <1 ésuy, =2""1. Szamitsuk ki a novekedési faktort! 161—

3.17. 'Tekintsiink egy olyan linearis egyenletrendszert, melynek matrixaban csak az elsG
oszlopban, az els6 sorban ill. a f6atloban vannak nemnulla elemek. Mi torténik a méat-
rixszal a Gauss-moddszer alkalmazéasa soran? Adjunk javaslatot a jelenség elkeriilésére!
161=—

3.18. Az alabbi méatrix egy A € R** szimmetrikus matrix LU-felbont4sat tartalmazza
ugy, hogy a fGatlo ,alatti" rész az L matrix megfelels f6atlo alatti részét tartalmazza,
a tobbi elem pedig az U matrix megfelel§ eleme. Létezik-e az A matrixnak Cholesky-
felbontasa? Ha igen, akkor adjuk meg a G matrixot! Adjuk meg azt az X € R?* vektort,
melyre AX = [1,0,0,0]”!

2 3 2 4

3/2 3/2 2 3
1 4/3 7/3 3
2 2 9/7 1/7

16l—

3.19. AX = b linearis egyenletrendszer megoldasara a Gauss—Jordan-eliminaciés mod-
szert alkalmazzuk (nemcsak "lefelé", hanem "felfelé" is eliminéaljuk az oszlopokat). Adjuk
meg, hogy pontosan hany lebeg&pontos miiveletet igényel a megoldas! 107— 162—-

3.20. Gondoljuk végig, hogy milyen modszerekkel lehetne egy matrix inverzét kisza-
molni, és adjuk meg a mdodszerek miiveletszaméat! 162—-

3.21. Hatéarozzuk meg az alabbi B matrix LDM? felbontéasat, ahol L és M normalt
alsd haromszogmatrixok és D diagonélis matrix!

1 -2 1
B=|2 -2 —4
2 2 13

163—
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3.22. Hatarozzuk meg az alabbi B matrix LDL”T és Cholesky-felbontasait!
2 1
5= 03]
164—

3.23. Adjuk meg az alabbi méatrixok Cholesky-felbontasat!

164—

3.24. Adjuk meg az alabbi méatrix LU- és Cholesky-felbontasait!

4
2
8

=~ = O
—_
S 00 W=

16—

3.25. Oldjuk meg az egyenletrendszert a Gauss-modszerrel teljes fGelemkivalasztassal
és anélkiil négyjegyl mantisszat hasznalva! Mekkora a két megoldas eltérése maximum-
norméban?

0.003z; + 59.14z, = 59.17
5.291z; — 6.1320 = 46.78

1656=—=
3.26. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a Gauss-modszerrel részleges fGelemkiva-

lasztéast alkalmazva egy olyan szamitégépen, amely a lebeg&pontos abrazolas soran tizes
szamrendszerben hatjegyti mantisszat hasznal és a karakterisztikara nincs megkotés!

0.00001 2 37 [« 5.00001
1 23| |y|= 6
10 34|z 17

1656—

3.27. Adjunk meg egy olyan Householder-féle tiikrozési matrixot, amellyel az [2,1, 2]
vektort az €; vektor szamszorosaba lehet transzforméalni! 166—
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3.28. Adjuk meg Householder-tiikrozések segitségével az alabbi matrix QR-felbontésat!

0 1
A=100
11
166=—
3.29. Adjuk meg a
4 2 1
030
0 4 3

matrix (egy) QR-felbontasat! 167—

3.30. Alakitsuk két Givens-forgatas segitségével fels6 haromszogmatrixsza az

1/vV2 0
A= 0 V2
1/vV2 V2

matrixot! 167=—

3.31. Az n x n-es Householder-féle tiikrozési matrixot egyértelmiien meghatarozza a
tiikrozési sik v € R™ normalvektora. Ha osztjuk ezt a vektort az elsG elemével (elsg elemre
normaljuk), akkor a vektor egy n — 1 elemt vektor helyén eltarolhato, hiszen az 1-es elsg
elemet nem kell tarolni. Az aldbbi matrix egy A matrix QR-felbontésat tartalmazza. A
f6atlo és a felette 16v6 rész az R matrix megfelel elemeit tartalmazza, a f6atlo alatt az
oszlopokban elhelyezkeds elemek a QR-felbontashoz hasznalt Householder-féle tiikrozési
matrixok els6 elemre norméalt v vektorainak maradék elemei. Adjuk meg az A matrixot!

-1 -1
0 -1
1 -1

167—

3.32. Igazoljuk, hogy ha A egy nemszingularis négyzetes matrix és Q,;R; és QR két
kiilonbozé QR-felbontasa A-nak, akkor van olyan D diagonalis matrix, melyre D? = E
és Ry = DRy és Q, = QD! Igazoljuk, hogy ha R-r6l feltessziik, hogy a féatlojaban
pozitiv elemek allnak, akkor a matrix QR-felbontasa egyértelmi! 107— 167—

3.33. Ha egy felsG Hessenberg-matrixra alkalmazzuk a Gauss-moédszert, akkor figyelem-
be vehetjiik, hogy a f6atlo ,alatt" csak a kozvetleniil a f6atlo alatti elemek kiillonboznek
nullatol. Mekkora lesz az ilyen matrixok LU-felbontasanak miveletszama? Mit mondha-
tunk az L és U matrixok szerkezetérsl? Ha mar a matrix LU-felbontasa elkésziilt, akkor
mennyi miveletbe keriil egy egyenletrendszer megoldasa? 168—
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3.2.3. Iteraciés modszerek
Klasszikus iteracios modszerek

3.34. Egy olyan linearis egyenletrendszert szeretnénk megoldani a relaxalt Gauss—Seidel-
modszerrel, melynek egyiitthatomatrixa

Hogyan valasszuk w értékét, hogy a leggyorsabban konvergaljon az eljaras? Mekkordnak
valaszthatjuk w értékét egyaltalan, hogy konvergaljon a modszer? 108 — 168—

[ ]ln )=

lineéaris egyenletrendszert szeretnénk megoldani a Jacobi-iteracioval. Végezziink el két
iteracios lépést a nullvektorrdl indulva, és becsiiljiik meg, hogy hany iteracios lépés lenne
sziikséges ahhoz, hogy a kapott kozelitésnek a maximumnormabeli eltérése a pontos
megoldast6l 1076-nal kisebb legyen! 108— 168=—-

3.35. A

3.36. Legyen A = tridiag[—1,2,—1] € R"*" azaz A egy olyan négyzetes méatrix, mely-
nek féatlojaban 2-esek, a szub- és szuperdiagonalisban —1-esek allnak. A tobbi elem nul-
la. Tegyiik fel, hogy az AX = b linearis egyenletrendszert Jacobi-modszerrel szeretnénk
megoldani. Hatarozzuk meg a Jacobi-modszer iteracidos matrixanak spektralsugarat, ha
tudjuk, hogy az A matrix sajatértékei

k
)\k:2(1—cos T ), k=1,....,n!
n+1

Mit mondhatunk a modszer konvergenciajarol? 168—-

3.37. A Jacobi- vagy a Gauss—Seidel-iteracié konvergal gyorsabban az alabbi egyenlet-

rendszerre?
1 —1/21_ [1
12 1 |7 1|

Adjunk fels6 becslést arra, hogy hany iteracios lépést kellene elvégezniink a gyorsabb
modszerrel a [0, 0]7 kezd6vektorral indulva, hogy a megoldast 10~5-nal jobban megkdze-
litse a sorozat hatarértékét 2-es norméban! 169—-
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3.38. Déntsiik el, hogy az AX = b linearis egyenletrendszer megoldasara hasznalt
Jacobi- ill. Gauss—Seidel-modszerek koziil melyik lesz konvergens, ha

1 2 2
A=|111|!
2 21
169=—=
3.39. Déontsiik el, hogy az AX = b linearis egyenletrendszer megoldasara hasznalt

Jacobi- ill. Gauss—Seidel-modszerek koziil melyik lesz konvergens, ha

1 1/2 1
A=1[1/2 1 1|
—2 2 1

169—

3.40. Igazoljuk, hogy a —4x; + bxy = 1, 1 + 225 = 3 lineéris egyenletrendszerre a
Gauss—Seidel-modszer konvergélni fog (a megoldashoz) tetszéleges kezdeti vektor esetén!
Végezziink el egy iteracios 1épést a nullvektort valasztva kezd6vektornak! 170—-

3.41. (M) Legyen o =1 és x99 =0 és

3 1
T = Zl’k_l + ZZL’k_H, k= 1, ceey 19.
Igazoljuk, hogy az egyenletrendszer megoldasa z = 1— (3% —1)/(3%° —1)! Oldjuk meg az
egyenletrendszert Gauss—Seidel-modszerrel! Mit tapasztalunk, javitja-e a konvergenciét
az alul- vagy a tulrelaxalas? 170—

3.42. Az alabbi egyenletrendszert szeretnénk megoldani a Jacobi-modszer relaxalasa-
val. Hogyan vélasszuk meg w értékét, hogy a leggyorsabban konvergiljon az eljaras?
Szamitsuk ki, hogy a nullvektorrdl indulva a leggyorsabb modszerrel mennyit kellene
iterdlni, hogy a megoldast 10~%-nal jobban megkozelitsiik maximumnorméaban!

44]12]- 13

3.43. Javasoljunk az aldbbi egyenletrendszer iteraciés megoldasira egy alkalmas elja-
rast! Igazoljuk is a modszer konvergenciajat! Hajtsunk végre egy iteracios 1épést vele az

1711—
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x( =[1,0,0]” kezdévektorrsl indulva! Mennyit kellene lépni a médszerrel, ha a megol-
déasvektort maximumnorméban 1075-nal jobban meg szeretnénk kozeliteni?

2 5 1 3
4 -1 1 |x=|2
-2 =27 1

108— 171=
3.44. Az AX = b linearis egyenletrendszert az
k) — (E — wA)X® + wb

iteracioval szeretnénk megoldani tetszdleges X(© vektorrol indulva (w tetszéleges pozitiv
konstans). Tegyiik fel, hogy A Osszes sajatértéke valos és az [«, 5] intervallumba esik,
ahol 0 < a < B! Adjunk javaslatot w megvalasztasara! 171—

3.45. Az Ax = b linearis egyenletrendszert szeretnénk megoldani az x*+1) = x(*) 1
a(AX™® — b) iteracioval, ahol

[32] £ [1]. 0 1
A—[121,b—{2}esx —{1].
Adjuk meg « optimalis értékét! 172—

Variacidés modszerek

3.46. Végezziink el egy lépést a gradiens modszerrel a nullvektorrdl indulva a

tHIBRG

egyenletrendszerbdl szarmaztatott normalegyenletre! 172—-

il L]

egyenletrendszert a gradiens modszer segitségével! Végezziink el két 1épést a modszerrel
a nullvektorrdl indulva! 172—

3.47. Oldjuk meg a

3.48. A konjugalt gradiens modszert alkalmazzuk a tridiag[—1,2,—1]x = [1,0,1]"
egyenletrendszer megoldasara. Szamitsuk ki az X, vektort, majd szamitsuk ki a hozza
tartoz6 maradékvektort! Mit tapasztalunk? 172—
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33151

linearis egyenletrendszert a konjugalt gradiens modszer segitségével! 172—

]l

egyenletrendszert a konjugalt gradiens modszer segitségével! 172—-

3.49. Oldjuk meg a

3.50. Oldjuk meg a

3.51. Tegyiik fel, hogy a (konj)grad(A,b,toll,nmaz) program a (konjugalt) gradiens
modszert hajtja végre a nullvektorrdl indulva az A méatrixd, b jobboldala egyenletrend-
szerre. A program akkor all le, ha a maradékvektor normaja kisebb, mint a toll tole-
ranciaszint, vagy akkor, ha az iterdcidszam elérte az nmax értéket. A program kimeneti
értéke az aktualis lépés = vektora. Hogyan alkalmazzuk a programot, ha az iteraciot egy
adott y vektortol szeretnénk inditani? 172—

3.52. (B) Oldjuk meg a

tridiag (—1,2,—1)x =€
egyenletrendszert a konjugalt gradiens-modszer segitségével, ahol a méatrix 20 x 20-as
méret! Hany iteracio kellett a megoldashoz? 172—

3.53. (M) Oldjuk meg a gradiens és a konjugélt gradiens modszerrel is a

10z =2y +32+u=3
—2x+ 10y — 2z —u=-4
3r —2y+ 102 +bdbu=7

r—y+5z+30u=38

egyenletrendszert! 173—-

3.2.4. Tualhatarozott linearis egyenletrendszerek megoldasa

3.54. Adjuk meg az aldbbi matrix QR-felbontasat Householder-tiikrozések segitségével,
majd adjuk meg a QR-felbontést alkalmazva az AX = [1,1,1]7 talhatérozott egyenlet-
rendszer X;s megoldasat!

A=

o = O
N W O

173—
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3.55. Adjuk meg a 3.54. feladatban szerepld tilhatarozott egyenletrendszer X, ¢ meg-
oldasat a normalegyenlet segitségével! 174—-

3.56. Adjuk meg az alabbi tulhatarozott linearis egyenletrendszer X;s megoldasat!

—_— O = O
— N WO
— O =N
s
[N}
I
— =

174—

3.57. Adjuk meg az alabbi tulhatarozott linearis egyenletrendszer ays megoldasat! Mit
ad meg a kapott ayg vektor?

11 12 0
1 2 22 ao 2
1 3 32 aq = -1
1 4 42 as 4
1 5 52 3

174—

3.58. Két mennyiséget (x és y) mértiink ill. ezek kiilonbségét és Osszegét. Az ered-
mények: * = a, y = b, v —y = c és v+ y = d. Oldjuk meg ezt a tulhatarozott
egyenletrendszert! 175=—-

3.59. (H) Oldjuk meg az
1 1 . 107F
107% 0 : { 1 = | 14+107*
Y 1—107%

tulhatarozott egyenletrendszert k = 6,7, 8 esetén elGszor papiron szémolva, majd az A\b
(QR-felbontast hasznalja) és az (A" x A)\ (A’ xb) MATLAB-beli utasitasokkal (Cholesky-
felbontéasos megoldas)! Hasonlitsuk 6ssze az eredményt! 175—-

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatér tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

40 3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatéar tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

4. fejezet

Sajatérték-feladatok numerikus
megoldasa

4.1. Képletek, osszefiiggések

Sajatértékfeladatok esetén négyzetes matrixok sajatértékeit és a hozzajuk tartozo sajat-
vektorokat hatarozzuk meg. A matrixok sajatértékeinek lokalizaciojat segiti az alabbi
tétel.

4.1. Tétel (Gersgorin-tétel a sajatértékek elhelyezkedésérdl.) Tekintsiik az
A € C™"™ métrixot. Legyen K; a komplex szamsikon az a zart korlap, melynek ko-
zéppontja a;;, és sugara » ., i lagl (i = 1,...,n). Ekkor a métrix sajatértékei az
Uj=1,..»/; halmazban talalhatok. Ha s darab korlap diszjunkt a tobbit6l, akkor unio-
jukban pontosan s darab sajatérték talalhato.

A Bauer-Fike-tétel ad becslést arra, hogy egy matrix sajatértékei mennyit valtoznak
akkor, ha elemeit egy kicsit megvaltoztatjuk.

4.2. Tétel (Bauer—Fike-tétel a sajatérték-feladatok kondicionaltsagarol.) Le-
gyen A € R™™ egy diagonalizalhaté matrix (A felithato A = VDV ™! alakban), to-
vabba 0 A egy tetszéleges méatrix, és legyen p az A + d A matrix egy sajatértéke. Ekkor
tetsz6leges p-normdaban igaz, hogy

min |\ - u| < 5, (V)||6A],.

A A sajatértéke

41
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A sajatérték-feladatokat, néhany specialis esettdl eltekintve, mindig iteracios mod-
szerrel oldjuk meg. Az iterdcios modszereket két nagy csoportra oszthatjuk: a sajatérté-
keket egyenként ill. egyszerre kozelité modszerekre.

A sajatértékeket egyenként kozelité modszerek alapmodszere a hatvanymodszer:

4.3. Tétel (A hatvanymoddszer konvergenciija.) Legyen A normalis matrix A\
egyszeresen dominans sajatértékkel és a hozzé tartozé v, normalt sajatvektorral, és
legyen ¥ olyan kezdGvektor, melyre ¥ 3 £ 0, |79, = 1. Ekkor az

for k=1 : kax
(k) .— Ay(kq)

¥ = x® /|x®)||
o (7" AF®
end for

k)

algoritmussal meghatarozott ¥*) vektorokra és v®) szamokra igaz, hogy

A0
A YOl
v® A (k= 00),

tovabba létezik olyan {7z} C R sorozat, hogy || =1 (k=1,...) és

%y(k) — V1.

Egy tetszGleges p szamhoz egyetlen legkozelebbi sajatérték és a hozza tartozéd sajat-
vektor is meghatarozhato a hatvanymodszer megfelel6 modositasaval.

4.4. Tétel (Az inverz iteraciéo konvergenciaja.) Ha A olyan normélis matrix,
melynek pontosan egy legkozelebbi sajatértéke (A\*) van a p € R szdmhoz, akkor a

for k=1 : kpax
(A _ #E)i(k) — y(’f—l) — x(F)
?(k) = x® /[Ix®)||,

~ (7 A7"

end for
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iteracio (|[F7 92 = 1, (7)T¥* # 0) a hatvanymodszernél ismertetett értelemben a \*
sajatértéket és a hozzé tartoz6 v* sajatvektort adja.

Ha van egy kozelitésiink egy sajatértékre, akkor annak értékére az inverz iteracioval
mondhatunk pontosabb kozelitést, és a hozza tartoz6 sajatvektort is megadhatjuk. Ha
egy sajatvektorra van kozelitésiink (v), akkor a sajatértékkozelitést a

vIAv

vy

Rayleigh-hanyadossal adhatjuk meg.
Most térjiink at a sajatértékeket egyszerre kozelité modszerekre!

4.5. Tétel (A Jacobi-modszer konvergenciaja.) Tekintsiik az alabbi iteraciot egy
szimmetrikus A € R™*" matrix esetén (legyen A® = A)!

1. Valasszuk ki a matrix f6atloja felett a legnagyobb abszolit értéki elemet! Legyen
ez az a;; elem (1 < j).
2. Hatarozzuk meg az s = sin 6 és ¢ = cos 6 értékeket az alabbi modon:

Ha a; = a;j, akkor a cos(20) = 0, s* + ¢ = 1 egyenletrendszer megoldasét kell
meghatarozni.

Ha a;; # ajj, akkor tg(20) = —2a;;/(ai; — a;;). Ebb6l és az s? + ¢ = 1 dsszefiig-
gésbil s és ¢ ismét meghatarozhato.

3. Definialjuk az aldbbi n x n-es ortogonélis matrixot:

Sij = [€1,...,€_1,C8 — 5€;,€;11,...,8_1,5€; + C&},€ji1,...,E),
azaz ) i}
1
c s
1
Si‘ =
J
1
—s c
1

- 1 -
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4. Legyen A — SZA(’“)SZ-]-, majd lépjiink vissza a 1. ponthoz!

Ebben az iteracioban minden lépésben az A® matrix f6atlon kiviili elemeinek négy-
zetosszege Qa?j—tel csOkken, és igy az A® matrixsorozat olyan diagonalis matrixhoz,
melynek f6atlojaban az A matrix sajatértékei vannak.

4.6. Tétel (QR-iteracio konvergenciaja.) Ha az A € R™*" matrixnak minden sa-
jatértéke valos és abszolut értékben kiilonbozs (|Ai| > |Ao| > [As| > -+ > |A,]), akkor

az
A = A

for k. =1: kmax

A(k_l) _ Q(k—l)R(k_l) (QR-felb)
A® .= RE=D QK-

end for

iteracidval elGallitott matrixsorozatra

)\1 C~l12 500 dln
lm A® _ | 0 N2 @
k—o0 : -

0 0 0 M,

valamilyen megfelelé a;; konstansokkal, azaz a hatarértékmatrix egy fels6 haromszog-
matrix.
Ha A szimmetrikus, akkor {A®} diagonalis matrixhoz tart.

4.2. Feladatok

4.2.1. Sajatértékbecslések
4.1. Adjunk becslést az

1 02 -01
A=1]103 3 01
0.1 01 -2

matrix sajatértékeire! Igazoljuk, hogy minden sajatértéke valés a matrixnak! 109—
177—=
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4.2. Legyenek
-2 -1 2 -1 1 -1
A= 2 1 0{,B= 1 -1 1
0 0 1 -1 1 -1

Jelolje \;(e) (j = 1,2, 3) az A+cB matrix sajatértékét! Adjunk becslést a |A;(0) — A;(e)|
eltérésre! (A-nak [0,2,1]7 és [1,—2,0]" sajatvektora rendre 1, 0 sajatértékkel.) 109—
17—

4.3. Igazoljuk, hogy az

2 0 —-10
0 -2 0 1
A= 0 0 3 1
11 2 5

matrixnak pontosan egy negativ valos sajatértéke van! 109— 178=—

4.4. Igazoljuk, hogy az

A =

O = O W
_— o N O
SN O N
N O = O

matrixnak minden sajatértéke valos! 109— 178—
4.5. (H) Adjunk becslést arra, hogy mennyit valtoznak az alabbi matrixok sajatértékei,
ha az els§ oszlopuk minden eleméhez 0.1-et adunk! Ellenérizziik a becslés helyességét a
MATLAB-ban szamolva! Hasznéaljuk a Bauer—Fike-tételt (4.2. tétel)!

3 1 2 3 1 2

A=|12 4|, B=|0 2 4

2 4 2 0 0 1

179—

4.6. Adjuk meg, hogy az X = [1,1,1]7 vektor hanyszorosa van legkdzelebb euklideszi-
normaban az AX vektorhoz, ha

I
DN — O
> N —
— N

109— 179—

4.7. A 4.6. feladat matrixanak egyik sajatvektora kb. v = [—5, —6, —6]7. Adjunk becs-
lést a vektorhoz tartozo sajatértékre! 179—-
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4.2.2. Hatvanymodszer és valtozatai

4.8. Alkalmazzuk a hatvanymodszert az
1 3
A= o 2]

matrixra! Legyen a kezd6vektor X(© = [1,0]7, és az iteraciot a 4. lépés utan leallitva
adjunk becslést a dominans sajatértékre és egy hozza tartozo sajatvektorra! 180—-

4.9. Jelolje A\, A2, A3 a C matrix sajatértékeit ndvekvs sorrendben. Hatvanymodszert
hajtunk végre az A = C — 10E maétrixszal. A C matrix melyik sajatvektora hata-
rozhaté meg az elgallitott ¥ vektorsorozattal? Hajtsunk végre egy iteracios lépést a
[2/3,1/3,2/3]" vektorral, majd adjunk becslést az eredmény alapjan a C matrix megfe-
lel§ sajatértékére!

-1

1
C= 0 1
1

= Ot O

10
180=—=
4.10. Hatarozzuk meg az A méatrix dominans sajatértékének egy kozelitését tgy, hogy

a hatvanymodszer segitségével elvégziink 4 iterdcios lépést az [1, 1, 1]7 vektorrél indulva,
majd utdna a sajatértéket a Rayleigh-hanyadossal becsiiljiik!

2 -1 0
A= -1 2 -1
0o -1 2
180—
4.11. Tekintsiik az
2 -1 0 0
-1 2 =1 0
A= 0o -1 2 -1
0 0o —1 2

matrixot! Jelolje a matrix legkisebb sajatértékét \yin. Igazoljuk, hogy Apim = 4 — o(A —
4E)! Adjunk becslést a A\, értékre ugy, hogy az A —4E matrixra alkalmazzuk a hatvany-
moédszert az X0 = [1,1,1,1]7 kezd6vektorrol indulva, harom iteracios 1épést végrehajtva!
180=

4.12. Egy A 4 X 4-es matrixrol tudjuk, hogy sajatértékei a 20, 10, 5 és 1 szadmok koze-
lében vannak. Milyen a szammal alkalmazzuk a hatvinymoédszert az A — a& matrixra,
hogy az 1 kozeli sajatértéket és a hozzé tartozo sajatvektort adja meg? 109— 181—
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4.13. (H) Hatarozzuk meg a 4.10. feladat matrixanak legnagyobb és legkisebb sajatér-
tékét a hatvanymodszer segitségével! 181=—-

4.14. (B) Modositsuk a powmeth.m programot ugy, hogy az inverz iteraciot hajtsa
végre, és az iteraciot gyorsitsuk a métrix LU-felbontéasanak kiszamolasaval! 181=—-

4.15. (H) A 6 x 6-os Hilbert-matrixnak van egy sajatértéke 1/4 kozelében. Hatarozzuk
meg ezt a sajatértéket és a hozza tartozo sajatvektort az inverz iteracié alkalmazasaval!
182=—

4.16. (M) Hatéarozzuk meg az

5 9 8 1

9 5 9 2
A=18 9

: .. .. .. 9

1 2 ... 9 5

matrix legnagyobb és legkisebb abszolut értéki sajatértékeit, ill. azt a sajatértéket, ami
15 koriil van! 182—

4.17. (B) Hatarozzuk meg az 5x5-6s Hilbert-méatrix legnagyobb és masodik legnagyobb
sajatértékét rangesokkentéssel! 183—-

4.18. (B) Oldjuk meg a 4.17. feladatot a Householder-féle deflacios eljaras segitsegével!
183=—=

4.2.3. Jacobi- és QR-iteraciok

4.19. A Jacobi-mo6dszernél az

a b
Stxl
matrixhoz keresniink kell egy olyan
g_ | cos 0 sinf
| —sinf cosf

forgatasi matrixot, mellyel az ST AS matrix diagonalis lesz. A 6 szogre teljesiilnie kell,
hogy cos(20) = 0 (a = d esetén) vagy hogy ctg(20) = (d — a)/(2b) (a # d esetén), ill. a
Pitagorasz-tételnek (4.5. tétel). Igazoljuk, hogy az s := sinf és ¢ := cos @ értékek meg-
kaphatok a 0 szog explicit kiszamitasa nélkiil is! Igazoljuk elGszor, hogy olyan szdgekre,
melyekre a szerepl§ fiiggvények értelmezve vannak, igaz a

tg? 0 + 2ctg(20) -tgh — 1 =0

egyenléség, majd adjuk meg ebbdl az s és ¢ értékeket! 184—
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S EEI Iy

matrixokhoz tartozé S Jacobi-transzformacios matrixokat! 185=—

4.20. Adjuk meg az

4.21. Végezziink el két 1épést az

A:

DN DN W
DN W N
W NN

matrixszal a Jacobi-moédszerrel (generaljuk a Jacobi-transzforméciokat az elsg sor harma-
dik és a masodik sor harmadik elemeivel), majd adjunk becslést a matrix sajatértékeire
a kapott iteraciés matrix alapjan! 185—

4.22. Végezziink el két 1épést az

NN W
DN DN W N
DN W DN DN
W NN DN

matrixszal a Jacobi-modszerrel (generaljuk a Jacobi-transzformaciokat az elsd sor negye-
dik és a masodik sor negyedik elemeivel), majd adjunk becslést a matrix sajatértékeire
a kapott iteraciés matrix alapjan! 186—

4.23. (H) Végezziink el a Jacobi-modszerrel (balrol jobbra és fentrdl lefelé haladva a
matrix f6atlo feletti részén) annyi iterdcios lépést az A = tridiag([—1,2, —1]) € R>*®
méatrixszal, mig a matrix f6atlon kiviili részének Frobenius-norméja az eredeti matrix
Frobenius-norméjanak 1/1000-e nem lesz! Adjunk becslést a matrix sajatértékeire a ka-
pott iteracios matrix segitségével! 186—-

4.24. (H) Hatarozzuk meg annak a 10 x 10-es méatrixnak a sajatértékeit, melynek a
featlojaban 4-esek allnak a tobbi elem pedig 1-es! 187—

4.25. Alkalmazzuk a QR-iteraciot az
1 3
A-[2d)

matrix sajatértékeinek meghatarozasara! Végezziink el két iterdcios 1épést, és ez alapjan
adjunk becslést a sajatértékekre! 187—-
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1 2
e
matrix QR-felbontasat valamelyik tanult modszer segitségével, és végezziink el egy ite-
racios lépést a QR-iteracioval! 188—-

4.26. Hatarozzuk meg az

4.27. (8) Irjunk MATLAB programot, amely a QR-iteraciét hajtja végre az
[s,h]l=qriter(A,nmax,toll)

paranccsal, ahol A az a méatrix, aminek a sajatértékeit meg szeretnénk hatarozni, nmax
a maximalis iteracioszam, és a toll toleranciaszint egy olyan leallasi feltételt ad, hogy ha
az iteracios matrix fGatlon kiviili részének Frobenius-norméja kisebb, mint az A mét-
rix Frobenius-norméjanak toll szorosa, akkor mar leallithatjuk az iteraciot! A kimend
paraméterek az iteracios matrix f6atlojanak elemei (ezek) a sajatértékbecslések és ezek
hibaja (a Gersgorin-tétel alapjan). 188—

4.28. Hozzunk létre egy olyan fels6 Hessenberg-matrixot, melynek ugyanazok a sajat-
értékei, mint az alabbi A matrixnak! Alkalmazzunk Householder-tiikrozést a transzfor-
méacidhoz!

A —

W = =

1
4
1

B~ o~ W

18—

4.29. Hozzunk létre egy olyan fels6 Hessenberg-matrixot, melynek ugyanazok a sajat-
értékei, mint az alabbi A maéatrixnak! Alkalmazzunk Householder-tiikrézést a transzfor-
maciohoz! Milyen alaki lesz a transzformalt métrix azon til, hogy felsé Hessenberg?

4 4 3
A=|4 4 4
3 4 4

18—

4.30. () MATLAB-ban szamolva a részszamitasokat, hozzunk létre egy olyan felss
Hessenberg-matrixot, melynek ugyanazok a sajatértékei, mint az alabbi A métrixnak!
Alkalmazzunk Householder-tiikrézést a transzforméciohoz!

4 3 21

— N W
N W
W = W
W N

18—
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4.31. (B) Modositsuk a 4.27. feladatbeli programot ugy, hogy a program hozza az A
matrixot Hessenger-alakra a QR-iteraci6 megkezdése elgtt! 191—

4.32. (H) Adjuk meg a 4.30. feladatban szereplé matrix sajatértékeit a 4.31. feladatbeli
QR-iteracios program segitségével! Legyen a toleranciaszint 1076! 191=

4.33. (M) Adjuk meg az A = tridiag(1,—2,1) € R?°*% matrix sajatértékeit a 4.31.
feladatbeli QR-iteracios program segitségével! Legyen a toleranciaszint 1078 191—
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5. fejezet

Nemlinearis egyenletek és
egyenletrendszerek megoldasa

5.1. Képletek, osszefiiggések

Az f(x) = 0 egyenlet megoldasat keressiik, ahol altalaban f : R — R folytonos fiiggvény.
A megoldast el6szor a zérushelyek elkiilonitésével kezdjiik, azaz megadunk olyan in-
tervallumokat, amelyek tartalmazzék a zérushelyeket. Ebben segit az alabbi tétel.

5.1. Tétel (Elégséges feltétel zérushely létezésére egy intervallumban.) Ha
egy folytonos fiiggvény esetén f(a)- f(b) <0 (a < b), akkor van olyan ¢ € (a,b), melyre
f(c) =0, s6t ha f szigortan monoton, akkor pontosan egy ilyen zérushely van csak.

Polinomok zérushelyeinek lokalizaciojat segiti az alabbi tétel.

5.2. Tétel (Polinomok zérushelyeinek lokalizacidja.) A p(z) = a,2"+. ..+ a1+
ag (an,ag # 0) polinom zérushelyei az origd kozepti R = 1+ A/|a,| ésr = 1/(1+ B/|ao|)
sugarak altal meghatarozott korgytrtben vannak, ahol

A = max{|an_1|,...,|ao|}, B =max{|ay|,...,|a|}.

Az alabbiakban felsoroljuk a legfontosabb nemlinearis egyenlet megoldé eljarasokat. A
tételekben k. mindig a maximalis iteracioszamot és toll a leallasi feltételekben hasznélt
toleranciaszintet jelentik. Az z* érték az f fliggvény egy zérushelye. Az algoritmus vég-
rehajtédsa utan k értékébdl tudhatjuk, hogy elértiik-e a kivant pontossagot: ha k < kpax,

ol
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akkor a pontossagot elértiik, ha k = k.., akkor amiatt allt le az algoritmus, mert elértiik
a maximalis lépésszamot.

5.3. Tétel (Az intervallumfelezési mddszer konvergenciaja.) Tegyiik fel, hogy
az f fiiggvény folytonos az [a,b] intervallumon és f(a) - f(b) < 0. Ekkor az

E=0
while £ < k. and (b—a)/2 > toll
rz:=a+(b—a)/2
if f(x) =0 then
end
else
if f(z)- f(a) > 0 then
a=2x
else
b==x
end if
end if
k=k+1
end while

algoritmus altal szolgaltatott z, sorozatra xy — z*, ahol x* az f fiiggvény egyik [a, b]-be
esG zérushelye, tovabba igaz az

b—a
ok+1

xp — x| <

hibabecslés.

Azt mondjuk, hogy az f fliggvény kielégiti az alapfeltevéseket az [a,b] intervallumon,
ha van [a, b] belsejében zérushelye, legalabb kétszer folytonosan derivalhato, és megfelels
pozitiv konstansokkal 0 < my < |f'(x)] < M; <00 és 0 < mg < |f"| < My < o0 is igaz
minden x € [a, b] pontban.
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5.4. Tétel (A hurmddszer konvergenciija.) Elégitse ki f az alapfeltevéseket az
[a, b] intervallumon! Ekkor az

fa:= f(a), fbo:= f(b)

k=0, fr:=1

while £ < k. and |fx| > toll

z:=b— fb-(b—a)/(fb~ fa), fz = f(2)
if fx- fa <0 then

b:=ux, fb:= fx
else

a:=ux, fa:= fx
end if
k=k+1
end while

algoritmussal elGallitott x sorozat tart az f(z) = 0 egyenlet egyetlen z* megoldaséhoz,
a konvergencia els6rend, és érvényes az

[2h 1 — 27| < Clay — 27|

becslés, ahol C' = |xg — x*| M2/ (2my).

5.5. Tétel (A szel6moédszer konvergencidja.) Teljesitse az f fiiggvény az alapfel-
tevéseket az [a, b] intervallumon! Ekkor, ha max{|a — 2*|,|b — 2*|} < 2m,/M,, akkor

a
fa = f(a), fb:= f(b)
k:=0,fr:=1
while £ < k. and |fx| > toll
zi=b— fb-(b—a)/(fb— fa), fx = f(2)
if |fx| < toll then
end
else
a:=bb:=x
end if

end while
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szelémodszerrel elGallitott xj sorozat monoton modon x*-hoz tart, és a konvergencia
rendje (1 ++/5)/2 =~ 1.618. Tovabb4 érvényes az

k1 — 27| < Clag — 27| |wg— — 27

becslés a C' = My /(2m,) valasztassal.

5.6. Tétel (A Newton-moddszer konvergenciaja.) Teljesitse az f fiiggvény az alap-
feltevéseket az [a, b] intervallumon! Ha az

x:=x9,dr:=1,k:=0

while £ < k. and |dz| > toll
dz = f(z)/f'(z)

r:=x—dx

k:=k+1

end while

algoritmust olyan xy pontbdl inditjuk, melyre |zo—2*| < min{|a—z*|, |b—x*|, 2m, /M>},
akkor a modszer altal elgéallitott ) sorozat masodrendben és monoton modon konvergal
az x* hatarértékhez, tovabba érvényes az

|z31 — 2¥| < Clzy — 2*|?

becslés a C' = My /(2m,) valasztassal.

5.7. Tétel (Newton-moddszer monoton konvergenciaja.) Tegyiik fel, hogy az f
fiiggvény elsé és masodik derivaltja sem vesz fel nulla értéket az x* zérushely és az x
kezdGpontok altal meghatarozott intervallumon, és f(xg)f”(zo) > 0! Ekkor a Newton-
modszer altal generalt {x;} sorozat szigortian monoton sorozat lesz és z*-hoz tart.

Megjegyezziik, hogy a miiveletszamokat is figyelembe véve a fenti modszerek koziil a
szel6modszer a leggyorsabb. Az intervallumfelezési modszer és a hirmodszer mindenkép-
pen megtalalja valamelyik zérushelyet az intervallum belsejében, a szel6 és a Newton-
modszer pedig csak akkor talalja meg a zérushelyet, ha megfelels helyrdl inditjuk Sket.

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatéar tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

5. NEMLINEARIS EGYENLETEK ES EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA 55

Nemlinearis egyenletek egy méasfajta megoldasi modszere az tn. fixpont iteracio,
amely a Banach-féle fixponttételt hasznalva allit el egy z*-hoz tartd sorozatot. Eh-
hez az f(x) = 0 egyenletet atirjuk a vele ekvivalens x = F(x) alakra egy megfelels
F fiiggvénnyel. Az F fiiggvény kontraktivitdsanak igazoldsahoz hasznalhatjuk az 1.23.
feladat eredményét.

5.8. Tétel Legyen F : [a,b] — [a,b] kontrakcid, tovabba legyen F' legalabb r-szer
folytonosan differencialhaté ugy, hogy

Fl(z*)=...= F"I(z*) =0,

és F(")(2*) # 0. Ekkor az F altal meghatdrozott fixpont iteraci6 [a, b] barmelyik pont-
jabol inditva r-edrendben tart az F fiiggvény egyetlen [a, b]-beli fixpontjahoz.

Nemlinearis egyenletrendszerek esetén az egyenletrendszer egy f: R® — R™,

f(zy,...,zn) = (filzy, . zn), o folTn, o )
vektor-vektor fiiggvény segitségével felirhaté f(X) = 0 alakban, ahol X = (x1,...,2,) €
R™.
Amennyiben ekvivalens modon az f(X) = 0 egyenletet olyan X = F(X) alakra tudjuk
atirni megfelels F : R — R,

F(xy,...,z0) = (Fi(xy, ..o xn), . Fo(zr, .., 20))
fiiggvénnyel, melyre egy adott X, helyrdl inditva az X, = F(X,) iteraciot az konvergal
egy xX* vektorhoz, akkor X* nyilvanvaléan az egyenletrendszer egy megoldésa lesz.

Az X kezd6vektort kitalalhatjuk pl. az egyenletrendszer megoldasara vonatkozo va-
rakozasainkbdl, vagy n = 2 esetén dbrazolhatjuk az f; és f; koordinatafiiggvények 0-hoz
tartozo szintvonalait és megsejthetjiik ezek koriilbeliili metszéspontjat, vagy egyszertien
csak taldlomra elinditjuk néhany helyrdl az iteraciot, bizva abban, hogy az konvergélni
fog.

Ha tudjuk igazolni, hogy teljesiilnek a Banach-féle fixponttétel feltételei egy bizonyos
halmazon, akkor az biztositja, hogy a halmazbdl tetszéleges pontrol inditva a fixpont
iteraciot, az az egyértelmten létezé fixponthoz fog tartani. A Banach-féle fixponttételt
alkalmazhatjuk pl. az alabbi alakban.
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5.9. Tétel (A Banach-féle fixponttétel nemlinearis egyenletrendszerekre. [3,
547. oldal, Theorem 10.6]) Tegyiik fel, hogy az X = F(X) egyenlet F itericios fiigg-
vénye a D n-dimenziés téglatartomanyt onmagéba képezi, és folytonosan derivalhato
koordinatafiiggvényei mindegyikére igaz egy 0 < ¢ < 1 szammal, hogy

OF;
8:1:j

< Y
n

Ekkor az X1 = F(X}) iterdcio tetszéleges Xy € D kezdGvektor esetén az F fiiggvény
egyetlen D-beli z* fixpontjahoz tart, tovabba érvényes az

k

3k =X oo < %1 — Xol|oo

hibabecslés.

Egy speciélis fixpont iteraciot allit el6 a Newton-iteracio is.

5.10. Tétel (Newton-iteraci6 konvergencidja nemlinearis egyenletrendsze-
rekre. [10, 283. oldal, Theorem 7.1]) Ha az f : R® — R" folytonosan derival-
hat6 fiiggvénynek van X* zérushelye egy D C R”™ nyilt, konvex halmazon, valamint
X* egy kornyezetében az f fiiggvény J Jacobi-matrixa Lipschitz-folytonos, tovabba X*-
ban invertalhato, akkor létezik olyan kornyezete X*-nak, melynek barmelyik pontjaboél
elinditva az

Xpr1 = X — (J(Xe))E(Xx)

iteraciot az masodrendben az egyenlet X* megoldasahoz tart.

5.2. Feladatok

5.2.1. Sorozatok konvergenciarendje, hibabecslése

5.1. Hatarozzuk meg az ap = 1/k és by = 27F sorozatok konvergenciarendjét! 111—
193=—

5.2. Hatarozzuk meg az e, = 102" és fie = 107* sorozatok konvergenciarendjét!
111— 193—
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5.3. Mekkora az alabbi 2-hoz tartd szamsorozat konvergenciarendje? 111— 194—>

.100000000000000
.040000000000000
.001024000000000
.000000000439805

N NN DN

5.4. Tgazoljuk, hogy az alabbi 5-hoz tartd sorozat konvergenciarendje (legalabb) kettd!
194—

.200000000000000
.080000000000000
.012800000000000
.000327680000000
.000000214748365
.000000000000092

o o1 o o 0o O

5.5. Tegyiik fel, hogy x* zérushelye egy f valos-valos fliggvénynek, és hogy x egy tet-
sz6leges olyan érték, hogy az x* és x kozti zart szakasz minden pontjaban f folytonosan
derivalhato, és van olyan m; > 0 konstans, mellyel | f'(x)| > m;. Igazoljuk, hogy érvényes

v ()]

|z — "] <
m

becslés! 111— 195=—

5.2.2. Zérushelyek lokalizacidja

5.6. Igazoljuk, hogy az f(z) = xIlnz — 1 fiiggvénynek van zérushelye az [1, e] interval-
lumban! Hany zérushely van itt? 111— 195—

5.7. Hany zérushelye van a p(r) = 2* — 222 + 42 — 4 polinomnak? Adjunk meg olyan
2-nél nem hosszabb intervallumokat, melyekben benne vannak a zérushelyek! 111—
195=—=

5.8. Hany zérushelye van a p(z) = 23 — 222 + 2 — 1/10 polinomnak? Adjunk meg olyan
1-nél nem hosszabb intervallumokat, melyekben benne vannak a zérushelyek! 111—
195=—

5.9. Hany megoldisa van az x%e® = sinz egyenletnek? Hany pozitiv megoldas van?

Lokalizaljuk 6ket! Lokalizaljuk a legnagyobb negativ megoldast! 195—-

5.10. Adjunk also és fels6 becslést a p(x) = 2°—4x*+32?+5x—4 polinom zérushelyeinek
abszolut értékeire! 111— 196=—

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatér tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

58 5. NEMLINEARIS EGYENLETEK ES EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

5.2.3. Intervallumfelezési modszer

5.11. Adjuk meg az 23+ —4 polinom zérushelyét 10~2-n4l kisebb hibaval gy, hogy az
intervallumfelezési modszert hasznaljuk az |0,4] intervallummal inditva az iteraciot! Be-
csiiljiik meg el6re, hogy hany lépésre lesz sziikségiink az adott pontossagu megoldashoz!
111— 196—=

5.12. Adjunk 1/10-nél kisebb hibaval becslést v/25-re az intervallumfelezési modszert
hasznalva! Becsiiljiik meg elére a sziikséges lépésszamot! 111— 196—

5.13. (8) Irjunk MATLAB programot, amely az intervallumfelezési médszert hajtja
végre! 197—

5.14. (H) Adjuk meg az f(x) = e* —x? — 3z + 2 fiiggvény [0,1] és a g(z) = 2z cos(2x) —
(z 4+ 1)? fiiggvény [-3,-2] intervallumbeli zérushelyeit! 197—>

5.2.4. Newton-modszer

5.15. A Newton-moédszert hasznéljuk a 2sinx = x egyenlet megoldasara az ro = 2
pontbol inditva. Az x; elsé iteracios 1épés értékére 1.9010 adodott. Adjunk hozzavetsle-
ges becslést arra, hogy hany iteracids 1épést kell elvégezniink ahhoz, hogy a megoldast
megkapjuk legalabb 5 helyes tizedesjegyre! |7, 794. oldal| 112— 197—

5.16. Hany megoldasa van az e * + 2% — 10 = 0 egyenletnek? Hatérozzuk meg a pozitiv
megoldas(oka)t a Newton-modszer segitségével legalabb hat helyes tizedesjegyre! 198—-
5.17. Hatarozzuk meg az e™® = sinx egyenlet legkisebb pozitiv megoldasat a Newton-
modszer segitségével négy helyes tizedesjegy pontossaggal! 198=—

5.18. Hany valos zérushelye van a p(z) = 2° — 2 — 4 polinomnak? Az egyik meghata-
rozasara hasznaljuk a Newton-modszert! Végezziink el annyi iteracios lépést, hogy két
egymas utani kozelités eltérése kisebb legyen méar, mint 0.01! 198—-

5.19. Hatarozzuk meg az z* — 2 — 10 = 0 egyenlet legkisebb pozitiv megold4sat harom
helyes tizedesjegy pontossaggal! 198—-

5.20. Alkalmazzuk az 5.5. feladat eredményét az f(z) = 22 — 2 fiiggvény pozitiv zérus-
helyének Newton-modszeres megkeresésének leallasi feltételeként! 199—-

5.21. Alkalmazzuk az 5.5. feladat eredményét az f(z) = cosx — x fiiggvény zérushelyé-
nek Newton-moédszeres megkeresésének leallasi feltételeként! 199—
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5.22. Az f(x) = 2°—32+2 fiiggvény x* = 1 zérushelyének meghatarozasara hasznaltuk
a Newton-modszert. Az iteracidé az alabbi sorozatot generalja, ami nyilvanvaléan nem
méasodrendben tart 1-hez. Mi ennek az oka? Modositsuk gy a Newton-modszert az
adott feladatra dgy, hogy az masodrendd legyen! 112— 200—

.5556
.2979
.1554
.0796
.0403
.0203

B R Rl Rl N

5.23. Igazoljuk, hogy ha f m-szer folytonosan derivalhato és x* f m-szeres zérushelye,
akkor az
f(xn)

T T )

modositott Newton-iteracié méasodrendben konvergens lesz! 112— 202—

5.24. Igazoljuk, hogy a
g(x) := f,(m)
f'()
fiiggvénynek f(z) minden zérushelyénél egyszeres zérushelye van! Javasoljunk egy olyan
modositott Newton-modszert ez alapjan, amelynél nem fordul el6 konvergenciarend-
csOkkenés! 112— 203—

5.25. Az f(r) = =323 — 52? + x + 1 fiiggvénynek van egy zérushelye a [—1,0] inter-
vallumban. Hasznalhatjuk-e a megoldis megkeresésére a Newton-modszert az zog = 0
pontbdl indulva? 112— 203—

5.2.5. Hur- és szel6modszer

5.26. Hatarozzuk meg az f(x) = cos(2z — 1) fiiggvény |-1,1] intervallumbeli zérushelyét
a hirmodszer segitségével! Végezziink el négy 1épést a mddszerrel! 203—-

5.27. Oldjuk meg az 5.26. feladatot a szel6modszer segitségével! Végezziink el 6t itera-
cios 1épést! 203—

5.28. (M) Hasonlitsuk ossze a szel6- és a Newton-modszert az
f(z) = In(sin(z® — 122%)e” 1 + 1

fiiggvény legkisebb pozitiv zérushelyének megkeresésekor! Inditsuk mindkét modszert az
xg = 0.7-es értékrdl! A szel6modszer esetén legyen zp = 0.69. 204—>
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5.2.6. Fixpont iteraciok

5.29. Szemléltessiik grafikonon az x,.; = F(xy) alaka fixpont iteraciokat! Mutassunk
példat egy konvergens és egy nem konvergens esetre! 204—

5.30. Az x5 = In(1+x4) — (1, — 22 /2) iteracio fixpontja z* = 0. Adjuk meg a
fixpont egy olyan kornyezetét, ahonnét az iteraciot inditva az a fixponthoz tart! Mekkora
a konvergencia rendje? 112— 204=—

5.31. Az f(x) = 2° — 2 = 0 egyenlet megoldasdnak meghatarozaséra szeretnénk hasz-
nalni az ) g ) g
Ty — iy —
$k+1—l‘k—|—A<k )+B(k3 )

iteraciot. Hatarozzuk meg gy A és B értékét, hogy a lehetd legmagasabb rendt legyen
a konvergencia! 112— 205—

5.32. Adjunk meg olyan x;,; = F(x)) alakt fixpont iteraciot, amely az xy = 0 pontbol
inditva a 2 — 22 = 0 egyenlet pozitiv megoldasahoz tart! Azt is adjuk meg, hogy a
javasolt modszerrel, mennyit kellene 1épni ahhoz, hogy a megoldast 10~%-n4l pontosabban
megkozelitsiik! 205=—-

5.33. Az z = 0.5 + sinz egyenlet megoldasara alkalmaztuk az
2+ = 0.5 + sin :E(k), @ =1

iteraciot, és eredményiil az z* = 1.497300... értéket kaptuk. Mutassuk meg, hogy 10
iteracié utan mar megkaphattuk ezt a megoldést 6 helyes tizedesjegyre! 206—-

5.34. Igazoljuk, hogy az
Tk 1

iyt = 5+ —
3 Tk

iteracioval elGallitott sorozat tetszéleges xo € [1, 2] kezdérték esetén y/3/2-hez tart! Ha
xo = 2-r6l inditjuk az iteraciot, akkor hanyadik tagtoél esnek mar a sorozat elemei a
hatarérték 1073-0s kornyezetébe? 206—>

5.35. Az alabbi fixpont iteraciokat hasznaljuk v/21 meghatérozaséra az o = 3 pontbol
indulva. Vizsgaljuk meg a mddszereket konvergencia és konvergenciasebesség szempont-
jabol! [3, 54. oldal]

3 4
T — 21 B Tp_q — 21l
a2 C) T =Tk—1 " — 5 o1

xi_y — 21

_ 20%]971 + 21/1‘%_1

o1 b) Ty = Tk—1 —

a) T
3x7

112— 207=
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5.36. Igazoljuk, hogy az

N f(z)
ST ) = o) £ (@) /2 (2)

iteracid harmadrendben konvergal az f(x) fiiggvény x* zérushelyéhez, ha az egyszeres
zérushely! (Ez az un. Halley-féle iteracio.) 207—

5.2.7. Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa
5.37. Tekintsiik az alabbi nemlineéris egyenletrendszert |3, 548. oldal]

3xq — cos(zaz3) —1/2 =0,
27 — 81(wy + 0.1)® + sinxs + 1.06 = 0,
e 12 4 20z3 + (10m — 3)/3 = 0!

Igazoljuk, hogy az egyenletrendszernek pontosan két megoldasa van a [—1,1] x [—1, 1] x
[—1,1] kockdban! 112— 208=—=

5.38. (M) Hat4rozzuk meg az 5.37. feladat megoldésait 1075-0s, maximumnormaban
mért hibaval! 209—

5.39. (M) Hany megoldasa van az

x}— 102 + 23+ 8 =10
x1x§+x1—10x2+8:0

nemlinearis egyenletrendszernek a [—10, 10] x [—10, 10] négyzet belsejében? |3, 551. oldal,
5. feladat] 210—

5.40. (H) Igazoljuk, hogy az 5.39. feladatban szerepl6 nemlinearis egyenletrendszernek
pontosan egy megoldasa van a D = [0, 1.5] x [0, 1.5] négyzet belsejében! Hatarozzuk meg
ezt a megoldast 107%-o0s pontossdggal maximumnormaban! 210=—>

5.41. (B) Hatarozzuk meg az 5.39. nemlineéris egyenletrendszer megoldasait a Newton-
modszer segitségével! 112— 211—

5.42. (H) Hatarozzuk meg az

522 —y? =0
y — 0.25(sinx + cosy) =0

nemlineéris egyenletrendszer [1/4,1/4]7 kozelébe es¢ megoldasat a Newton-modszer se-
gitsegével! |3, 552. oldal, 6. feladat| 211—
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6. fejezet

Interpolaci6 és approximacid

6.1. Képletek, osszefiiggések

Az interpolécios alapfeladat az, hogy a koordindta-rendszerben adott kiilonb6z6 absz-
cisszdju pontokhoz megkeressiik egy bizonyos fiiggvényosztalybol azokat az dn. interpo-
lacios fiiggvényeket, melyek grafikonja atmegy az &sszes ponton. Csak azokkal az esetek-
kel foglalkozunk, amikor az interpolacios fiiggvényt a polinomok ill. a trigonometrikus
polinomok korében keressiik.

6.1.1. Polinominterpolacié

6.1. Tétel (Interpolacids polinom egyértelmisége.) Adott (v, fx) (k=0,...,n)
pontok esetén egyértelmiien létezik egy olyan L, legfeljebb n-edfoki polinom, melynek
grafikonja dtmegy az Osszes adott ponton.

6.2. Tétel (Lagrange-féle elgallitas.) Az L, interpolacios polinom az

Ln(z) = ) fuli(x)
k=0

képlettel adhat6 meg, ahol

(x —x0) ... (T — xp—1) (@ — Tpg1) - .. (T — Ty)
(xx — o) . - (T — Tp—1) (Tp — Tpy1) - - - (T — Tp)

az xj ponthoz tartozo6 in. Lagrange-féle alappolinom.

63
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6.3. Tétel (Newton-féle elgallitas.) Az L, interpolacios polinom elgallithato

Ly(x) = [xo] f
+ [0, 1] f - (x — o)
+ [zo, x1, T2 f - (¥ — mo)(x — 1) (6.1)
+ ...
+ [zo, 21, .., xu)f - (@ —x0) ... (T — Tp1)

alakban, ahol az egyiitthatoként szerepls un. osztott differencidk rekurziv moédon hata-

rozhatok meg az [zx]f = fi és

[Zo,...,xs)f =

képletek segitségével.

Ha egy ismert f fiiggvény grafikonjarol valasztjuk az interpolaland6é pontokat, akkor
mérhetjiik az f fliggvény és a pontokra illesztett L, f interpolaciés polinom pontonkén-
ti eltérését. Az E,(x) = (L,f)(x) — f(x) értéket az x pontbeli interpolacios hibanak

nevezziik.

6.4. Tétel (Interpoléaciés hiba.) Amennyiben f € C"*! az x pont és az g, ..., z,
alappontok altal meghatarozott I intervallumban, akkor ez az interpolacios hiba az

n(T) = ————Wpy1(x

(@) =~ v @)
alakban irhato, ahol &, az I intervallum belsejébe es6 megfelels konstans, és w,,(z) =
(x —x0) - ... (z — x,) az un. alappontpolinom. Az alappontpolinom abszolit értéke
becsiilhets a
h™tin!
wna(a)] < 2

formulaval, ahol h a leghosszabb osztéintervallum hossza.

Altalaban nem garantalhato, hogy az interpolacios hiba nulldhoz tartson, ha egyre

tobb alappontot vesziink fel.
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6.5. Tétel (Az egyenletes konvergencia egy elégséges feltétele.) Tegyiik fel,
hogy az f fiiggvény tetszGlegesen sokszor derivalhato az [ = [a, b] intervallumon és van
olyan M porzitiv szdm, hogy az intervallum minden x pontjiban |f™ (x)| < M™. Ekkor,
ha az interpoléaciés alappontok mindig az I intervallumbodl keriilnek ki, akkor az L, f
interpolacios polinomsorozat egyenletesen tart az f fiiggvényhez az [ intervallumon,

tovabba
n+1

CE] (b—a)".

| Lnf = fllcfay <

Az interpoléciés hiba csokkenthets, ha az interpoléciot tn. Csebisev-alappontokon
végezziik el. A Csebisev-polinomok a [—1, 1] intervallumon a

To(x) =1, Ti(x) =z, Thi1(x) = 22T, 1(x) — T,,_2(x)
rekurzidval értelmezettek. 7)., zérushelyei

2k +1
u) k=0,...,n

alakban irhatoak.

6.6. Tétel (Csebisev-alappontos interpolacié hibabecslése.) Amennyiben n + 1
Csebisev-alapponton interpolalunk, akkor az interpolécios hiba fels§ becslésére teljesiil,

hogy
Mn+1

|En(z)] < CESCL

ahol M, 1 = max,e_1{|f"V(2)|}. A Lipschitz-folytonos fiiggvényeket Csebisev-
alappontokon interpolalva L, f — f egyenletesen a [—1, 1] intervallumon.

Amennyiben olyan polinomot keresiink az interpolécié soran, amelynek értékei és
derivaltjai is adottak az alappontokban, akkor Hermite—Fejér-interpolaciorol beszéliink.

6.7. Tétel (Hermite—Fejér-féle intepolacioés polinom egyértelmiisége.) Ha n +
1 alappont adott, akkor egyértelmiien létezik olyan legfeljebb 2n + 1-ed fokt Ha,yq
polinom, amely az alappontokban az elére megadott értékeket és derivaltértékeket vesz
fel.
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6.8. Tétel (Hermite—Fejér-féle interpolacios polinom elallitasa.) Az Hermite—
Fejér-interpolacios elGallithato a

Hypia (2 ka (1= 2(z — @)l () ) 7 (@) + ka x — p)lj(2)

képlettel, ahol [, a k-adik alapponthoz tartoz6 Lagrange-féle alappolinom. Masfajta
elgallitas nyerhet6 az interpolacios polinom Newton-féle elGallitdsahoz hasonléan, ha
minden alappontot kétszer szerepeltetiink az osztott differencia tablazatban, és két egy-
forma pont elsérendti osztott differencidja helyett a pontbeli derivaltat szerepeltetjiik.

6.9. Tétel (Hermite—Fejér-féle interpolacio hibaja.)

£ (e,)

2
2n + 2)! Wn1(2),

En(z) = Hopy1(z) — f(z) = —

ahol &, egy, az I intervallum belsejébe es6 megfelel§ konstans.

Az eddigiekben a tejes intervallumon ugyanazzal a polinommal interpoléltunk. Most
azt az esetet vizsgaljuk, amikor minden részintervallumon mas-mas polinom biztositja
az interpolaciot.

6.10. Tétel (Szakaszonként linearis interpoléacié hibaja.) Legyen f € C?. Ha
olyan folytonos s fiiggvénnyel interpolalunk, amely minden részintervallumon legfeljebb
els6foki, akkor az interpolaciés hibara az
M,
(@) = f(a)] < 20
becslés érvényes, ahol Ms egy fels6 korlat f masodik derivaltjara, és h a szomszédos
alappontok koézotti maximalis tavolsag.
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6.11. Tétel (Harmadfoku természetes spline-fiiggvény elGallitasa.) Tegyiik fel,
hogy az xy, ..., x, alappontok egyforma h tavolsiaga vannak egyméastol. Ekkor az a leg-
alabb kétszer folytonosan differencialhaté fliggvény melynek méasodik derivaltja négyze-
tének integralja a teljes intervallumon minimalis egy szakaszonként legfeljebb harmad-
foku s fiiggvény lesz, amely az alabbi médon hatarozhatoé meg: Megoldjuk a

21000 ... 000 )
14100 ...000]|[d fl‘?o—?oh/(i
01410 ...000 d 27J0

2l = fs—h

3| : : : :
000O0OO0O...14°1 d, : ,

(00000 ... 01 2] | fo— fao1 + Dph?/6 |
linearis egyenletrendszert a dy, . . . , d,, értékekre, melyek s derivéltjait adjak meg az alap-

pontokban. Ezek utédn az egyes szakaszok legfeljebb harmadfokd polinomjai Hermite—
Fejér-interpolacioval hatarozhatok meg.

6.12. Tétel (Harmadfoki természetes spline hibaja.) Legyen f € C*[zg, x,] és s
az f fliggvény harmadfoki spline-approximacioja a h lépéskozii ekvidisztans ¢ < z1 <
... < x, alappontokon. Ekkor

||5(T) - f(T)HC[Io,In] < CTh47THf(4)||C[Io7$n]7 r= 07 17 27 37

ahol Cy = 5/384, C; = 1/24, C, = 3/8 és C3 = 1.

6.1.2. Trigonometrikus interpolaci6

6.13. Tétel (Diszkrét Fourier-egyiitthatok szamitasa paros sok alappont ese-
tén.) Tegyiik fel, hogy az x, = 2wk/(n + 1) alappontokban adottak az f, € R érté-
kek (k = 0,...,n). Tegyiik fel, hogy n paratlan. Ekkor egyértelmiien létezik egy olyan
m = (n+1)/2-ed foku kiegyenstlyozott ¢,, trigonometrikus polinom, melyre ¢,,(x;) = f
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(k=0,...,n). A valos diszkrét Fourier-egyiitthatok az alabbi médon szamolhatok:

n n

1 1
o = n+12fk7 Am = n—i—lszCOS(mxk)’

k=0 k=0
9 n
g = ] =1,... —1
a’] n+1kz_0kaOS(jxk) (] ) , M )7
9 n
b; = in(y ) =1,... —1).
J n+1kzz()fksln<]xk) (] ) , T )

Hasonlo képletek érvényesek akkor is, ha az alappontok szama paratlan. Lasd a [1] jegyzet
6.6. fejezet.

A trigonometrikus interpolacié miiveletszama jelentGsen csokkenthets a gyors Fourier-
transzformacié modszerének alkalmazéasaval. Ennek részletes leirasa megtalalhato a a [1]
jegyzet 6.7. fejezetében.

6.1.3. Approximéacié polinomokkal

Itt a célunk adott alappontokhoz meghatarozni az alappontokat legkisebb négyzetek ér-
telemben legjobban kozelité adott fokszamu polinomot. Ezt megtehetjiik normélegyenlet
és ortogonalis fiiggvények segitségével is.

6.14. Tétel (Alappontokat legkisebb négyzetek értelemben legjobban kozeli-
t6 polinom meghatarozasa normalegyenlettel.) Az (z;, f;) (i = 1,...,n) pontokat
legkisebb négyzetek értelemben legjobban kozelits, legfeljebb k-adfoka (k < nyg. — 1)
apx® + ...+ ayx + ag polinom egyiitthatoit az

Qo 1
1 oz, 23 ... af a ?
1 2
1 x, x2 ... %
. ag | = | f3
1 z, 22 xk i .
n n _ak;_ _fn_

tilhatarozott linearis egyenletrendszer legkisebb négyzetek értelemben legjobb aj ¢ meg-
oldasa adja.
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6.15. Tétel (Legkisebb négyzetek értelemben legjobb kézelités ortogonalis

fliggvények segitségével.) Legyenek ¢1,..., ¢, paronként ortogonalisak és normal-
tak az x1,...,x, alappontokon, és legyen F = lin{¢y,..., ¢}, azaz a ¢; fiiggvények
Osszes linearis kombinacioja. Az (z;, f;) (i = 1,...,n) (killonboz6 abszcisszaju) pon-

tokat legkisebb négyzetek értelemben legjobban kozelits ¢* fiiggvény az F halmazbol

¢ (2) = D_(¢] (®)Di()

alakban irhato.

Természetesen az utobbi tétel alkalmazasahoz elGszor elS kell allitani az alapponto-
kon ortogonalis polinomokat. Mivel az 1, sin(jz), cos(jz) polinomok ortogonalis rendszert
alkotnak a szokasos alappontrendszereken, igy a legjobban kozelitd trigonometrikus po-
linom az interpoléciés polinom megfelels fokszamu polinomra valé csonkolasa lesz.

6.2. Feladatok

6.2.1. Polinominterpolacié
Interpolacié Lagrange és Newton modszerével altalanos alappontokon

6.1. Hatarozzuk meg a (—1,2), (2,4), (3,0), (4,2) pontok esetén az alappontokhoz
tartoz6 Lagrange-féle alappolinomokat és a pontokra illeszkeds interpolacids polinomot
Lagrange modszerével! 113— 213—

6.2. Hatarozzuk meg a (—1,2), (2,4), (3,0), (4,2) pontokra illeszkedd interpolacios
polinomot Newton médszerével (vo. 6.1. feladat)! Allitsuk el§ az interpoléciés polinomot
Horner-alakban is! 214—

6.3. Hatéarozzuk meg az (1,5), (3,2), (4,3) pontokra illeszked§ interpolacios polinomot
Lagrange és Newton modszerével is! 214—

6.4. Hany mitveletre van sziikség n + 1 alappont esetén a Lagrange- és a Newton-féle
interpolacios polinomok helyettesitési értékeinek kiszamitasahoz? 214—-

6.5. Hogyan csokkenthet6 a helyettesitési értékek meghatarozasanak miveletszama az
interpolacios polinom Lagrange-alakjanak megfelels atalakitasaval? 113— 215—

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatér tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

70 6. INTERPOLACIO ES APPROXIMACIO

6.6. Hatarozzuk meg a (—1,2), (2,4), (3,0), (4,2) pontokra illeszkedd interpolacios
polinomot a baricentrikus interpolacios formulaval (v6. 6.1. feladat)! A baricentrikus
interpolacios formulat lasd a 6.5. feladatban. 215=—

6.7. Hatarozzuk meg az aldbbi pontokat interpolald interpoléaciés polinomokat valame-
lyik tanult modszerrel!

a) T 113
Jr| 4|6
b) fel 4168

)xk1345\
YR ale 80|

216—

6.8. Igazoljuk, hogy az lx(z) (k =0,...,n) Lagrange-féle alappolinomokra teljesiil az

egyenlGség tetszéleges s = 0, ..., n természetes szam esetén! 113— 216—

6.9. A log, 3 értéket szeretnénk kozeliteni az f(x) = log, « fiiggvény zo = 2, 1 = 4 és
xro = 8 alappontokra illeszkedd interpolacios polinomja segitségével. Mekkora értéket ad
ez a kozelités, és mekkora a varhato hiba? 216—-

6.10. Kozelitsiik /5 értékét az f(x) = /x fiiggvényt az © = 0,1,4,9 alappontokon
interpolald polinom x = 5 pontbeli értékével! 217—-

6.11. Az f(z) = 1/x fliggvényt szeretnénk kozeliteni a [0.5, 1] intervallumon az ekvi-
disztans felosztashoz tartozd alappontokbeli fiiggvényértékekre illesztett p(x) interpola-
ci6s polinommal. Mekkora interpolécios hibara szamithatunk, ha az osztdintervallumok
szama 107 217—

6.12. Hogyan egyszeriisithet6 az interpolaciés polinom meghatarozasa a Newton-mod-
szerrel, ha az alappontok egyforma tavol vannak egymastol? 113— 217—

6.13. Hatarozzuk meg a 6.12. feladat modszerével a (4,1), (6,3), (8,8) és (10,20) pon-
tokhoz tartozé interpolaciés polinomot! 218=—
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6.14. Az f(x) = Inz fiiggvényt szeretnénk kozeliteni az [1, 2] intervallumon az ekvidisz-
tans felosztashoz tartozé alappontokbeli fliggvényértékekre illesztett p(z) interpolacios
polinommal. Ha 20 osztointervallumot hasznalunk, akkor mekkora interpolaciés hibara
szamithatunk? 218—

6.15. Az f(x) = Inz fiiggvényt interpolaljuk az [1,2] intervallumon ekvidisztans alap-
pontokon. Igaz-e, hogy az interpolacids polinomok egyenletesen tartanak az Inx fiigg-
vényhez az adott intervallumon, ha a felosztasok szama végtelenhez tart? 218—

6.16. Hatarozzuk meg az f(z) = 1/x fliggvény esetén az [xo, ..., z,|f n-edreni osztott
differenciat! 218—

6.17. Hatérozzuk meg az f(x) = 2™ fiiggvény esetén az [xo, . .., x,|f n-edreni osztott
differenciat! 219—-

6.18. (B) Irjunk MATLAB programot, amely meghatirozza a Newton-féle osztott dif-
ferencidkat, és adott pontokban kiszamitja az interpolaciés polinom értékét! 219—-

1
/ sin(z?) dz
0

integralra gy, hogy az integralt a 11 ekvidisztans eloszlast alappontban interpolalo
polinom integréaljaval kozelitjiik! 219—

6.19. (B) Adjunk becslést az

6.20. (B) A vizgéz nyomasa (Hgmm) az alabbi modon fiigg a hémérséklettsl (°C):
T| 40| 48] 56| 64| 72
p | 55.3]83.7]123.8]179.2 | 2545

Hatarozzuk meg az interpolacios polinomot, és becsiiljiik a gznyomast T' = 50°C' esetén
[2, 151. oldal]! 219—

6.21. (H) A

/2 dt
K(m) = / N ammrer
0 1 —msin“t

elliptikus integral értékei kiilonb6z6 m értékekre az alabbiak (két tizedesjegyre kerekitve).

m | 0.00 | 0.20 | 0.40 | 0.60 | 0.80
K | 157 ] 1.66 | 1.78 | 1.95 | 2.26

Hatarozzuk meg az interpolacioés polinomot és becsiiljiik az integral értékét az alabbi m
értékek esetén: m = 0.1,0.3,0.5,0.7,0.9! 219—
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Interpolacié Csebisev-alappontokon

6.22. Interpolaljuk a sin(mz/2) fiiggvényt a [—1,1] intervallumon két Csebisev-alap-
pontot hasznalva! Irjuk fel az interpolacios polinomot és becsiiljiik meg az interpoléacios
hibat! 219—

6.23. Hany Csebisev-alapponton kellene interpolalni a sin z fiiggvényt a [0, 7] interval-
lumon, hogy az interpolacios hiba 107%-nal kisebb legyen? 220—-

1
/ sin(z?) da
0

integralra gy, hogy az integralt a harom Csebisev-alappontban interpolalé polinom in-
tegraljaval kozelitjiik. 220—

6.24. (H) Adjunk becslést az

6.25. Tgazoljuk, hogy a Runge-példaban szereplé f(z) = 1/(1+2?) fiiggvényt a [-5,5] in-
tervallumon Csebisev-alappontokon interpoldlva az interpolacios polinomok egyenletesen
tartanak f-hez, ha az alappontok szama végtelenhez tart! 113— 220—

Hermite-interpolacio

6.26. Tekintsiik azt a legalacsonyabb foki ¢ polinomot, amely atmegy az (1,0), (2,3),
(3,1) pontokon és ¢'(1) = ¢'(2) = ¢'(3) = 1. Mekkora ezen polinom helyettesitési értéke
az x = 4 pontban? 220—

6.27. Kozelitsiik az f(z) = sin z fiiggvényt Hermite—Fejér-féle interpolacios polinommal
az x = 0, x = 7/2 alappontokon! Becsiiljiik meg az eredmény alapjan sin(w/4) értékét!
220=

Szakaszonkénti polinomialis interpolacié

6.28. Tekintsiik az f(z) = sin’x fiiggvény grafikonjarol a (kw/(n + 1), f(kn/(n + 1))
pontokat (k= 0,1,...,n+1)! Tegyiik fel, hogy az adott pontok koziil a szomszédosakhoz
tartozo szakaszokon legfeljebb els6foku polinommal interpolalunk, és igy az egész [0, 7]
intervallumon a p(z) interpolacios fiiggvényhez jutunk. Mekkora legyen n értéke, hogy
1f — pllcioa < 1070 teljesiiljon? 221—

6.29. Tekintsiik az f(x) = /z fiiggvény értékeit az x, = 1 + k/n (K = 0,1,...,n,
n pozitiv egész) alappontokban! Minden részintervallumon illessziink az intervallum két
szélén felvett fiiggvényértékekre és az intervallum felezGpontjaban vett fiiggvényértékre
egy-egy legfeljebb masodfoki polinomot! Jeloljiik azt a fiiggvényt s-sel, amelynek az egyes
intervallumokra valo lesziikitései éppen a fenti interpolacios polinomok! Mekkora legyen n
értéke legalabb, hogy tetszdleges T € [1,2] pontban igaz legyen, hogy s(z)— f(z)| < 10787
21—
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6.30. Igazoljuk, hogy ha egy f € C? fiiggvényt interpolalunk harom ekvidisztans h
tavolsagu racspontban, akkor az interpolacios hibat feliilr6l becsli a

h3 "
oo sl )}

kifejezés 5, 3.12. feladat]! 221—
6.31. Jelolje s(x) az (zo — h, f-1), (20, fo) és (xo + h, fi) pontokat interpolald, szaka-

szonként harmadfokt természetes spline-fiiggvényt! Igazoljuk, hogy s'(x¢) megegyezik az
elsé derivalt adott alappontokon vett méasodrendi kdzponti kozelitésével! 221—

6.32. Hatarozzuk meg a (-1,2), (0,0) és (1,1) pontokat Gsszekoté szakaszonként har-
madfokid természetes spline-fiiggvényt! 222—-

6.2.2. Trigonometrikus interpolaci6

6.33. Hatarozzuk meg a (0,1), (27/3,2) és (47/3,0) pontokra illeszked§ legalacsonyabb
fokszamu trigonometrikus polinomot! 113— 222—

6.34. Adjuk meg a (0,—1),(7/2,3), (7, 0), (37/2,1) pontokhoz tartozo legalacsonyabb
foku trigonometrikus interpolaciés polinomot! 222—-

6.35. Mutassuk be a gyors Fourier-transzformécio6 elényét paros alappont esetén! 223—

6.36. Mutassuk be a gyors Fourier-transzformacio el6nyét akkor, ha az alappontok n+1
szama n + 1 = tyto alakban irhato, ahol ¢, és ty két pozitiv egész szdm! 223—

6.2.3. Approximacié polinomokkal és trigonometrikus polinomok-
kal

6.37. Adjuk meg a (0,1), (0,2), (1,2) és (3,0) pontokat legjobban kozelits legfeljebb
els6foki polinomot a normalegyenlet segitségével! 113— 224=—-

6.38. Hatarozzuk meg a 6.38. feladatban szereplé pontokat legkisebb négyzetek érte-
lemben legjobban kozelits legfeljebb méasodfoki polinomot a normélegyenlet segitségével!
113— 224—

6.39. Hatarozzuk meg a (-1,2), (0,1), (1,3) és (3,0) pontokat legkisebb négyzetek érte-
lemben legjobban kozelit§ legfeljebb elséfoki polinomot ortogonélis polinomok segitsé-
gével! 225—
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6.40. Hatarozzuk meg a 6.39. feladatban szereplé pontok legkisebb négyzetek értelem-
ben legjobb kozelitését ortogonalis polinomok segitségével! 225—-

6.41. Melyik az az els6éfoki trigonometrikus polinom, amelyik legkisebb négyzetek ér-
telemben a legjobban kozeliti a (0,0), (7/3,1), (27/3,2), (37/3,3), (47/3,4), (57/3,5)
pontokat? 113— 225—
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7. fejezet

Numerikus derivalas és numerikus
integralas

7.1. Képletek, osszefiiggések

Numerikus derivalas

A numerikus derivalas azt vizsgalja, hogy hogyan lehet egy fiiggvény derivaltjait kozeli-
teni adott pontokban ismert fiiggvényértékek segitségével.

Ha egy megfelel6en sokszor derivalhato f fiiggvény egy tetszéleges derivaltjat az xy pont-
ban Df, és ennek kozelitését Af(h) jeloli (h argumentum azt fejezi ki, hogy a kozelités
fiigg az alappontok h tavolsagatol), akkor a kozelités rendje r, ha |[Df —Af(h)| = O(h").
Bevezettiik a halado, retrograd és kozponti differencidkat.

(o +h) = flan)

e A halad¢ differencia az xy pontban: Af, =

h
— —h
o A retrograd differencia az xg pontban: Af_ = f (o) £($0 )
A Af_ — —
e A kozponti differencia Af. := J+ _g / = flwo + h)th(wo h).

A mésodik derivalt kozelitésére a

Afy = Af- f(zo+h) —2f(x0) + f(zo — h)

2 R
Afe:= h N 2h2

formulat alkalmazzuk.

A halad6 és a retrograd formulak f € C? esetén elsérendd, a kozponti formula f € C3,
a A%f, formula f € C* esetén mésodrend( kozelitést adnak.

75



76 7. NUMERIKUS DERIVALAS ES NUMERIKUS INTEGRALAS

A lépéstavolsag-dilemma a hibaval terhelt adatokat tartalmazé numerikus derivalasi 1é-
péskoz megvalasztasara vonatkozik.

A fenti fogalmak részletesen megismerhetdk a [/] kényv 7. fejezetébdl.

Numerikus integralas

A numerikus integralas azt vizsgalja, hogy egy fliggvény néhény helyen vett fliggvény-
értékének segitségével hogyan lehet kozeliteni a fiiggvény hatarozott integraljat. Erre
szolgalnak az interpolécidés modszerek, amikor a fliggvényértékekre illesztett interpoléci-
6s polinomok integraljaval kozelitjiik a tényleges integralértéket.

Specialis klasszikus kvadrataraformuldk a trapéz, érinté- és Simpson-formulak, amikor
a fiiggvény két illetve harom pontjara illesztiink alacsony fokszamu interpolacios polino-
mot. Ha finomodo, h 1épéskozi racshalokra illesztiink alacsony fokszamu interpolacios
polinomot, akkor klasszikus 6sszetett kvadrataraformulakrol beszéliink. Utobbiak kon-
vergenciaja és annak sebessége lényeges kérdés. Egy Osszetett kvadrataraformula koze-
litését r-ed rendtinek nevezziik a h 1épéskozi ekvidisztans racshaléon, ha a pontos és a
numerikus integral eltérése O(h").

o Az dsszetett trapézformula f € C?[a,b] fiiggvények esetén masodrendd.
o Az Osszetett érintformula f € C?[a, b] fliiggvények esetén masodrendd.
o Az dsszetett Simpson-formula f € C*[a,b] fiiggvények esetén negyedrendd.

A Richardson-extrapolécio a kiilonb6zd racshalokon vett kozelitések kombinalasaval no-
veli a pontossagot (rendet). A numerikus integrald formulék koziil a Romberg-modszer
ezen alapul. A Gauss-féle alappontmegvalasztassal a numerikus integralas rendjét tudjuk
novelni.

A fenti fogalmak kézil a klasszikus kvadratiraformuldk részletesen megismerhetdk a [/]
kényv 8.2 fejezetébdl. Az dsszetett kvadratiraformuldkat a 8.3 fejezet tartalmazza. A
Romberg-mddszer a 8.4 fejezetbdl ismerhetd meg, mig a Gauss-kvadratirdkkal a 8.5 feje-
zet foglakozik.

7.2. Feladatok

7.2.1. Numerikus derivalas

7.1. Mit approximal a

—3f(wo) +4f(xo + h) — f(xo + 2h)
2h
kifejezés? Hatarozzuk meg a kozelités hibajat! 227—
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7.2. Mit approximal az

f(xo —2h) = 8f(xo — h) +8f(xo + h) — f(xo — 2h)
12h

kifejezés? Hatarozzuk meg a kozelités hibajat! 115—

7.3. Mit approximal a

—f(xo — 2]1) + 16f<I0 - h) - ?)Of(l’o) + 16f($0 + h) - f(l’o + 2h>
12h

kifejezés? Hatarozzuk meg a kozelités hibajat! 115—

7.4. Mit approximal az

f(xo —2h) —4f(xo — h) +6f(x0) — 4f(xo + h) + f(x0 + 2h)
X

kifejezés? Hatérozzuk meg a kozelités hibajat! 227—-

7.5. Adjuk meg az
1o @+ h) — fzo + 2h)
f(@o) ~ 2h
kézépponti szabaly e-hibaval megadott fiiggvényértékek melletti optimélis h lépéshossz
megvalasztasat! 228—

7.6. Adjuk meg a 7.2. feladatban szerepld kifejezés felsé hatarolé fiiggvényét e pontos-
sagu adatok esetén! Hatarozzuk meg az optimaélis h lépéshossz értékét! 115—

7.7. Hatéarozzuk meg a mésodik derivaltat masodrendben kozelité centralis differencia
fels¢ hatarolo fliggvényét e pontossagu adatok esetén! Hatarozzuk meg az optimalis h
lépéshossz értékét! 115—

7.8. Approximéljuk az f”(xg)-t az f(xg — h), f(xo) és f(xo+ h) értékekbdl az
Af(zo = h) + Bf(z0) + Cf(zo + h)

kifejezéssel, ahol A, B és C adott allandok! Adjuk meg a pontos feltételt az A, B, C
szamokra! 229—-

7.9. (B) Irjunk olyan MATLAB programot, amely a sin”(0.5) = —0.479425538604203
értéket a méasodrendi centralis differenciaval kozeliti! Magyarazzuk meg, hogy miért in-
gadozik a 1072, 1073, 107, 1075 &s 1075 lépéskozok mellett az abszolat értékben vett
hiba! 229—
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7.10. (H) Az alabbi kozelitd kifejezések koziil valasszuk ki azokat, amelyekkel lehet
kozeliteni az f'(1), f"(1) és f"(1) derivéaltjat és hatarozzuk meg, hogy a modszerek
milyen kozelit6 értéket adnak!

Y

(b)

Y

h
f(xo) = f(xo = h)
h

f(xo+h) —2f(xo) + f(xo — h)

© & ,

(d) f(xo + 2h) —2€Lg$0+h)+f($o)7

(e) —f(zo 4+ h) + 3f(xg + 2h) — 3f(xo + 3h) + f(zo + 4h)
h3 ’

(f) —Qf(xo + h) - 3f($0 + Qh) + 2f(1’0 + 3h) + Qf(l‘o + 4h)
h3 ’

ha az f fiiggvény fliggvényértékeit az alabbi tablazat tartalmazza:

x | 1.00 | 1.05 | 110 | 1.5 | 120 | 1.25 |
f() | 1.00000 | 1.02470 | 1.04881 | 1.07238 | 1.09544 | 1.11803 |

7.1. tablazat. Adott alappontokhoz tartozé fiiggvényértékek.
116 —

7.2.2. Numerikus integralas

7.11. Szamitsuk ki az

1
/ 22 dx
0

értékét érintd, trapéz - és Simpson-formuléval! Mekkora a hiba? 230—

1
1
/ dzx
0 1+I‘2

integral értékét a [0, 1] intervallum harom részre valo felosztasaval Osszetett trapézfor-
mulaval! Mekkora a hiba? 231—

7.12. Szamoljuk ki az
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7.13. Hatarozzuk meg a 7.12. feladat esetén hany intervallum kell ahhoz, hogy 107°
pontossaggal megkaphassuk a pontos értéket! 232—-

7.14. (H) Hatarozzuk meg a 7.12. feladatbeli integral pontos értékét! Az intervallum-
szamok novelésével vizsgaljuk meg az egyes Osszetett kvadratiraformulak konvergencia-
rendjét szamitogép segitségével! 116—

7.15. (H) Szamoljuk ki az
2
/ (2° — 32° + 22 + 1) dz
-2

integral értékét a [—2,2] intervallum 23 részre valo felosztasaval Osszetett trapézformu-
laval! 117—

7.16. (B) Irjunk olyan MATLAB programot, amely n részre torténd osztassal, dsszetett
trapézformulaval kozeliti az integral értékét! 232—

7.17. (B) Modositsuk a 7.16. feladatban megirt programunkat ugy, hogy az el6z6 fel-
adatot Osszetett érint6formulaval oldja meg! 117—

7.18. (B) Irjunk olyan MATLAB programot, melyben kivalaszthatjuk, hogy az adott
integral értékét mely modszerrel (Osszetett érinté-, trapéz- és Simpson-formula) és hany
intervallumra torténé osztassal kozelitjik! 233—

7.19. Hatarozzuk meg a zart N** Newton-Cotes-egyiitthatokat! 117—

7.20. Hatarozzuk meg az 2 + cos(2+/z) fiiggvény kozelits integraljat a [0, 2] intervallu-
mon a 7.19. feladatban kiszamolt egyiitthatok segitségével! 234—-

7.21. Készitsiik el a harom pontra illeszked§ Gauss—Legendre formulat! 235—-
7.22. Készitsiik el a harom pontra illeszkedé Csebisev—Gauss formulat! 118—
7.23. Hatarozzuk meg a Csebisev—Gauss formulaval az
/1 x4
—dx
1V 1-— IEQ
integral kozelits értékét! 235—

7.24. Keressiink olyan c; konstansokat, hogy az

/0 F(x)de ~ enf (1) + eaf (2) + eaf(4)

kozelitd integralas minden legfeljebb masodfoka polinomra pontos legyen! 236—
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7.25. (M) Tekintsiik az alabbi integralt:

0.8
/ (0.2 + 252 — 2002% + 6752 — 900x* + 4002°) du.
0

Hatarozzuk meg a kozelits integral értékét a Richardson-extrapolacioval, ha a MATLAB-
ban a Crank—Nicolson séméat hasznaltuk a modszer inditasdhoz sziikséges numerikus
értékek szamitdsadhoz 1, 2 és 4 intervallumszam esetén! Szamitsuk ki a hibaszamitashoz
az integral pontos értékét és vessiik Ossze a modszerek josdgat is! 236—-

7.26. A 7.25. eredményeit figyelembe véve alkalmazzuk a Romberg-mdédszert tgy, hogy
a modszer a pontos integral értékét negyed-, hatod-, illetve nyolcadrendben kozelitse!

237T—

7.27. Hatarozzuk meg Romberg-modszerrel 10~ pontossaggal a Gauss-fiiggvény integ-
raljat a [0, 1] intervallumon! 118—

7.28. (B) Irjunk olyan MATLAB programot, amely Romberg-moédszerrel kozeliti az

/ sin(z) dz = 2
0

integral értékét, ha a fiiggvény bemend parameétere az extrapolacios lépésszam! 118—
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8. fejezet

A kozonséges differencialegyenletek
kezdetiérték-feladatainak numerikus
modszerel

8.1. Képletek, Osszefiiggések

A kezdetiérték-feladatok numerikus modszerei azokat a numerikus megoldasi modszere-
ket targyalja, amelyekkel a kozonséges differencidlegyenletek kezdetiérték-feladatat nu-
merikusan meg lehet oldani. Szokasos modon az elsérendd differencidlegyenleteket vizs-
galjuk, azaz az u'(t) = f(t,u(t)) egyenletet az u(0) = ug kezdeti feltétellel. A numerikus
megoldas az ismeretlen wu(t) figgvény egy ¢; = ih (i = 0,1,..., N) racshalon valo koze-
litését jelenti, ahol az wu(t;) kozelitését jelentd y; értékét valamilyen képlet segitségével
hatarozzuk meg.

Megkiilonboztetjiik az egylépéses modszereket (amikor csak a t;_; pontbeli kozelitést hasz-
naljuk y; kiszamolasara), és a tobblépéses mddszereket (amikor t6bb megel6z6 pontbeli
kozelitést hasznalunk y; kiszamolasara). A modszerek pontossagat a lokalis approxima-
cios hiba jellemzi, amely azt fejezi ki, hogy a pontos megoldéas racshélon vett vetiilete h
milyen rendjében elégiti ki a numerikus megoldast meghatarozo sémat.

Az egylépéses modszerek koziil kiemeljiik az aldbbiakat.
e Explicit Euler-modszer: y; = y; 1 + f(tio1,Yi—1)-
e Implicit Euler-moédszer: y; = y;_1 + f(t;, yi)-
e A Crank-Nicolson-modszer: y; = y;—1 + 0.5(f(tiz1, yi—1) + f(ti, vi))-

Az els6 két modszer elsérendd, mig a harmadik médszer masodrendii. Ezek altalanositasa
a O-modszer, amelynek specialis esetei a fenti modszerek. A fenti modszerek koziil a
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méasodik és harmadik is implicit, azaz y; meghatarozésa csak egy egyenlet megoldasaval
lehetséges. Ennek kikiiszobolésére ezeket a modszereket explicitté tehetjiik az algoritmus
modositasaval. Igy szarmaztathatok a javitott Euler-, illetve az Euler-Heun-moédszerek,
ill. ezek altalanositasaként a Runge-Kutta tipust modszerek, amikor is az in. Butcher-
tablazat segitségével tobb koztes érték segitségével szamoljuk ki az y;_, értékbdl az y;
értékét. Ezek a modszerek a koztes értékek szamatol (az an. lépcesészamtol) fiiggden
altalaban magasabb rendben pontosak.

Az egylépéses modszerek altalanositésa a linearis tobblépéses modszerek, amelyek alakja

aoYi + a1yi—1 + -+ amYiom = h(bofi +b1fici + -+ bnfiim), i=m,m+1,...,

ahol f; = f(ti,vy:), és ap és by a modszert definialo adott paraméterek. Ezek a mod-
szerek by értékétdl fliggben szintén lehetnek explicitek (by = 0) és implicitek (by # 0).
Pontossdgukat az m 1épésszam hatarozza meg.

Fontos kérdés a numerikus megoldas rogzitett racshalon valo viselkedésének vizsgalata.
Ilyenek az A-stabilitas, illetve az erds stabilitas.

A fenti fogalmak részletesen megismerhetdk a [/] konyv 9. fejezetébdl. Ezen belil a 9.5.2
szakasz a nevezetes eqylépéses maodszerekkel, a 9.4 szakasz pedig a Runge—Kutta-mod-
szerekkel foglalkozik. A linedris tobblépéses maodszerekkel a 9.5 fejezetben ismerkedhetiink
meg. Az A-stabilitdast a 9.6 fejezet ismerteti.

8.2. Feladatok

8.2.1. Egylépéses moddszerek
8.1. Hatarozzuk meg az aldbbi modszerek konzisztenciarendjét:
(a) explicit Euler,
(b) implicit Euler,
(c¢) Crank—Nicolson,
(d) 6-modszer!
119— 239=—

8.2. Tekintsik az
y(t) =1 —10y(t)
y(0) =0

kezdetiérték-feladatot. Szamitsuk ki a megoldas kozelité értékét a ¢ = 2 pontban h =
1/2,1/4,1/8,1/16 1épéskozok esetén, ha a modszer
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(a) explicit Euler,
(b) implicit Euler,

)

)

(¢) Crank—Nicolson,
(d) javitott Euler,
(e) Euler-Heun!

119— 239—

8.3. Tekintsiik az

i) = 20

y(1) =1
kezdetiérték-feladatot. Szamitsuk ki a megoldas kozelité értékét a ¢ = 2 pontban h =
1/2,1/4,1/8,1/16 lépéskozok esetén, ha a modszer

(a) explicit Euler,
(b) implicit Euler,
(¢) Crank-Nicolson,
(d) javitott Euler,
(e) Euler-Heun!

119—

8.4. Tekintsiik az
{4y<t> = ty(t) +2
y(0) =3
kezdetiérték-feladatot. Szamitsuk ki a megoldas kozelits értékét a ¢ = 2 pontban h =
1/2,1/4,1/8,1/16 lépéskozok esetén, ha a modszer

(a) explicit Euler,

)

(b) implicit Euler,

(¢) Crank—Nicolson,
)

(d) javitott Euler,
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(e) Euler—Heun!

120—

8.5. Tekintsiik az

{y(t) +0.4y(t) = 3¢t
y(0) =5

kezdetiérték-feladatot. Szamitsuk ki a megoldas kozelité értékét a ¢ = 3 pontban h =
1/2,1/4,1/8,1/16 lépéskozok esetén, ha a modszer

(a) explicit Euler,
(b) javitott Euler,
(¢) Euler—Heun!

120—

8.6. (B) Hatarozzuk meg a 8.2.-8.5. feladatok koziil melyek explicit modszerek! Irjunk
olyan MATLAB programokat, amelyek megoldjék a 8.2.-8.5. feladatokat! 120—

8.7. (H) Alkalmazzuk a 8.2.-8.5. feladatokra a MATLAB ODE45 beépitett modszerét!
121—

8.8. (H) Szamitsuk ki a 8.3. feladat pontos megoldéasét és vessiik Gssze a kapott nume-
rikus megoldasokkal! A lépéskoz felezésével a hiba kiilénb6z6 mértékben csokken. Mivel
magyarazhaté ez? 240—-

8.9. Valasszuk meg az y, 11 = Yn+h[ci f(tn, yn)+co f (tn+ah, y,+bhf(t,, yn))] egylépéses
modszerben a ¢y, co, a,b paraméterek értékeit, hogy a modszer rendje minél magasabb
legyen! 122—

8.10. TIrjuk fel a 8.2. feladat explicit modszereinek Butcher-tablajat! 241=—

8.11. TIrjuk fel képlet alakban a Butcher-tablazattal megadott klasszikus negyedrend
Runge-Kutta-modszert! 242—-

8.12. Irjuk fel képlet alakban az alabbi Butcher-tablazat formaban megadott Runge-

Kutta-modszereket! 122—

8.13. Irjuk fel képlet alakban az alabbi Butcher-tablazat formaban megadott implicit
Runge-Kutta-modszereket!
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(d 0] 0 0 0
1/21/4 1/4 0
1|0 1 0
1/6 2/3 1/6
) o]0 0 0
1/2(1/2 0 0
1| -1 2 0
1/6 2/3 1/6
¢ O] 0 0 0 0
1/2(1/2 0 0 0
1/2(1/4 1/4 0 0
1|0 -1 2 0
1/6 0 2/3 1/6
(d) 1/3]1/3 0
1|1 o
3/4 1/4
(a) 111
1
(b) 1/2]1/2
1/2
() 0/ 0 0
101/2 1/2
[1/2 1/2
122—

8.14. Butcher-tablo segitségével hatarozzuk meg a a 8.10.-8.11. feladatokban szerepld
modszerek rendjét! 123— 242—

8.15. Irjuk fel az alabbi explicit Runge-Kutta-modszerek Butcher-tablazatat!
(@) Ynt1 =Y + hf(tn + 35, Yo + 51f (tn, yn))
(b) Yns1 = Yo + B[(L = 55) f(tn, yn) + 26 f (ta + ol Yy + b f (tn, yu))]
(©) Yns1 = Yo+ 0[5t yn) +2F (bn+ 30, yn + 2 (tn + 30, Yo + 5 (tnstn)) ]
)

(d Ynt+1 = Yn + h [%Lf(tna yn) + Lélf (tn + %h, Yn + %f(tna yn)))]
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(e) Ynt1 = Yn + I [(1 - 0) / (tm yﬂ) +0f (tn+1> yn+1)]

123— 243—

8.16. Hatarozzuk meg az alabbi médszerek stabilitasi fliggvényét!
(a) explicit Euler
(b) implicit Euler

(c¢) Crank-Nicolson

(e) javitott Euler
(f

)
)
)

(d) 6-modszer
)
) Euler-Heun
)

(g) implicit kbzéppontszabaly
123— 244—

8.17. Hatarozzuk meg, hogy a 8.16. feladat mddszerei koziil melyek A-stabilak! 124—
245—=—

8.18. (B) Irjunk olyan MATLAB programot, amely az RK1, RK2, RK3 és RK4 méd-
szerek stabilitdsi tartoméanyait abrazolja! 124—

8.19. (B) Irjunk olyan MATLAB programot, amely a 8.18. feladat stabilitasi tartoma-
nyainak hatarvonalat egy dbran jeleniti meg! 245—

8.20. (B) Irjunk olyan MATLAB programot, amely az implicit Euler és Crank-Nicolson-
modszerek stabilitasi tartomanyait abrézolja!l 246—

8.21. Tekintsiik az alabbi tesztfeladatot:

y(t) = My(t), te0,00), X\ €R,
y(0) = 1.

A 8.1 tablazatban a kiilénbozd A értékekkel kitiizott tesztfeladat numerikus megoldasa-

nak hibait lathatjuk a ¢ = 1 pontban.

Adjunk magyarazatot arra, hogy miért viselkednek ennyire eltérGen az explicit és implicit
Euler-moédszerek bizonyos h értékek esetén! 248—-

8.22. Valaszoljuk meg az alabbi Crank—Nicolson-mdédszerrel kapcsolatos kérdést! Ho-
gyan viselkedik a modszer h > 2/(—\), A € R™ esetén? 248—
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A=-9 A=-99 A= -999
h EE IE EE IE EE IE
0.1 3.07e-01 | 1.20e-01 || 3.12e+09 | 9.17e-02 || 8.95e+19 | 9.93e-03
0.01 1.72e-02 | 1.60e-02 || 3.62e-01 | 1.31e-01 || 2.38¢+95 | 9.09e-02
0.001 1.71e-03 | 1.60e-03 || 1.90e-02 | 1.75e-02 || 3.67e-01 | 1.32e-01
0.0001 | 1.66e-04 | 1.65e-04 || 1.78e-03 | 1.68e-03 || 1.92¢-02 | 1.76e-02
0.00001 || 1.66e-05 | 1.65e-05 || 1.82e¢-04 | 1.82e-04 || 1.83e-03 | 1.83e-03

8.1. tablazat. Hibaértékek Euler-moédszerek esetén adott h és )\ értékek mellett.

EE 1E
Yo 0 0
y1 || 0.50000 | 0.08333
Yo || -1.50000 | 0.09722
y3 || 6.50000 | 0.09936

8.2. tablazat. A h = 1/2 lépéskozre szamolt numerikus értékek.

8.23. Tekintsiik a 8.2. feladatban szerepls kezdetiérték-feladatot. Adjuk meg azon h
kritikus 1épéskozértéket, amely mellett a feladatra alkalmazott explicit Euler-modszerrel
nyert kozelité megoldas oszcillal! 249—-

8.24. Tekintsiik a 8.2. feladatban szerepld kezdetiérték-feladatot. Az alabbi tablazatban
a h = 1/2 lépéskozii explicit Euler és implicit Euler-modszerek eredményeit lathatjuk.
Magyarazzuk meg, hogy ilyen h vélasztasa mellett az explicit Euler-moédszer elszalld
eredményt ad, mig az implicit Euler jol kozeliti a feladat megoldasat! 124—

8.2.2. Tobblépéses mobdszerek

8.25. Taylor-sorfejtés utjan hatarozzuk meg az alabbi kétlépéses modszerek konziszten-
ciarendjét!

() Yn — 2yn_1 + 3Yn—2 = 2hf,

(b) Yn — 4ypn—1 + 3Yn—2 = —2h f_2

(©) 9 +4yn1 = 592 = h(4fu1 +2fu2)
125—» 249=—

8.26. Mennyi a konzisztenciarendje az alabbi tobblépéses modszereknek?
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(&) Yn = 3Yn-1+ 3Yn2 = 3hfu

() 9 = Y1 = h(§fu1 = $hua)

(€) Yn = Yn-2=2hfn1

(d) Yn = Yo = h(%fn—l — 3 fa2 + 1_52fn—3)
125—» 249=—

8.27. Hatarozzuk meg az y,, + a1Yyn—1 + aoyn—2 = h(b1 fn_1+ bz fn_2) kétlépéses modszer
egyiitthatoit Ggy, hogy a konzisztenciarendje minél magasabb legyen! 250—

8.28. Hatarozzuk meg az y, —yn—1 = h(by fu_1+b2fr_2+b3fn_3) haromlépéses modszer
egylitthatoit dgy, hogy a konzisztenciarendje minél magasabb legyen! 125—

8.29. Oldjuk meg az vy, — 4y,_1 + 3yn_o = —2hf,_o modszerrel az

{w) = —y(t), tel0,1]
y(0) =1

egyenletet h = 1/10 vélasztassal! Nézziik meg minden egyes 1épés utan, hogy a hiba
hogyan valtozik! Konvergens-e a moédszer? 251—-

8.30. Az alabbi moédszerek koziil melyek teljesitik a gyokkritériumot?

)
)
(€) Yn+ —3Yn-1+ 3Yn—2 = 2hf,
) Yn — %yn—l + Yn—2 — %%—3 = h(2fn-2 — 3fu-s)
)

126— 252—

8.31. Hatarozzuk meg, hogy a 8.25., 8.26. és 8.30. feladatokban szereplé tobblépéses
modszerek koziil melyek lesznek erdsen stabilak! 126— 252—

8.32. Mutassuk meg, hogy az Adams-moédszerek erdsen stabilak! 253—-
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9. fejezet

A kozonséges differencialegyenletek
peremérték-feladatainak numerikus
modszerel

9.1. Képletek, Osszefiiggések

A peremérték-feladatok numerikus modszerei azokat a numerikus megoldasi modszereket
targyalja, amelyekkel a kozonséges differencidlegyenletek peremérték-feladatat numeriku-
san meg lehet oldani. Tipikusan egy korlatos [a, b] intervallumon a masodrendd differen-
cidlegyenleteket vizsgaljuk, azaz az u”(t) = f(t,u(t),u/(t)) egyenletet, ahol a megoldas
a két végpontban ismert, azaz adottak az u(a) = a és u(b) = B peremfeltételek. Fontos
megjegyezni, hogy a Cauchy-féle kezdetiérték-feladattol eltérGen erre a feladatra az egy-
értelmd megoldas létezése nemcsak az f fiiggvény alakjatol fiigg, hanem a peremfeltétel
megadasatol is.

A legtipikusabb numerikus megoldési modszerek a beldvéses madszer és a véges differen-

cidk maodszere.

A beldvéses modszer 1ényege, hogy a masodrendi egyenlet peremérték-feladatanak meg-
oldasat visszavezetjiik elsérendii Cauchy-féle kezdetiérték-feladatra, és ezek megoldasara
a korabban megismert numerikus modszerek valamelyikét alkalmazzuk. A visszavezetést
az uy(t) = u(t) és az us(t) = u/(t) 4j fiiggvények bevezetésével hajtjuk végre, amelyek
segitségével a feladatunk az

uy (t) =us(t)
uy(t) =f(t, ui(t), us(t))

alakot Olti. A kezdeti feltétel u; fiiggvényre ismert az eredeti feladatbol (ui(a) = «).
Az ug(a) értékét gy kell meghatarozni, hogy a kezdetiérték-feladat megoldasara az
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uy1(b) = [ egyenlsség teljesiiljon. A belovéses modszer lényege az uq(a) = c feltételbdl az
ismeretlen ¢ paraméter meghatarozasa. Ez a probléma visszavezet a nemlinearis egyenle-
tek megoldasanak problémajéhoz. Tehat a belovéses modszer realizaldsa két numerikus
eljaras alkalmas megvélasztasat jelenti: elsérendii Cauchy-féle kezdetiérték-feladatanak
megoldasa valamely moddszerrel, illetve a nemlinearis egyenletek megoldasa numerikus
modszerrel.

A masik tipikus modszer a véges differencidk modszere, amelynek sorén az [a, b] interval-
lumon egy racshalot generalunk, a racshalé pontjaiban az u(t) fliggvény elss és masodik
derivaltjait a szokasos véges differenciakkal kozelitjik. Ezzel a u”(t;) = f(t;, u(t;), v'(¢;))
egyenlet felhasznalasaval numerikus eljarast konstrualhatunk az u(t;) ismeretlen értékek
y; kozelitésének meghatarozasara. Alapvets kérdés a konvergencia belatésa, azaz annak
kimutatésa, hogy finomodé racshalok (h — 0) esetén a numerikus megoldas tart-e (ha
igen, akkor milyen rendben) a pontos megoldashoz.

Lényegesen egyszeriibb a linearis eset, amikor az
u'(t) = p(t)u'(t) + q(t)u(t) + r(t)

egyenletet vizsgaljuk, ahol p, g és r adott fiiggvények. Ilyenkor a véges differencidk mod-
szere egy linedaris algebrai egyenlethez vezet. Ennek numerikus kezelése lényegesen kony-
nyebb. Emellett a konvergencia, illetve annak rendjének kérdése is megvalaszolhato.

A fenti fogalmak részletesen megismerhetdk a [/] konyv 10. fejezetébdl. Ezen beliil a foly-
tonos feladat megoldhatdsdgdval a 10.3, a belévéses mdadszerrel a 10.4 foglalkozik. A véges
differencids approximdciot és annak konvergencidjat a 10.2 és a 10.5 szakaszok tdrgyal-
gak.

9.2. Feladatok

9.2.1. Peremérték-feladatok megoldhatosaga
9.1. Allitsuk el§ az

' (z) =u(x), =€ (0,1)
u(0) =2/3, u(1) =3/8

feladat megoldéasat! 255—
9.2. Vizsgéljuk meg a 9.1. feladatot az u(0) = 0, u(1) = 1 peremfeltételekkel!l 127—
9.3. Tekintsiik az

{u"(x) = —du(x), =z € (0,7/2)
uw(0) =1, u(n/2) = -1
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peremérték-feladatot. Melyik allitas igaz az alabbiak koziil?
(a) nincs megoldésa
(b) egyértelmi megoldasa van
(c) az elemi fiiggvények korében van megoldéasa

256=—

9.4. Adjuk meg a 9.3. feladat kérdéseire a helyes valaszokat, ha a feladat peremfeltételei
u(0) =1, u(n/2) = 2 alakaak! 127—

9.5. Hatarozzuk meg

{u”(x) —2/(z) +ulz) =0, z€(0,1)
u(0) =a, u(l) =0

feladat megoldasat! Van olyan (a, 3) par, amelyre a feladatnak nem létezik megoldasa?
127—

9.6. Tekintsiik az

{u”(x) = —u(x), z € (a,b)
u(a) =a, u(b) =4

peremérték-feladatot. Mit mondhatunk a feladat megoldasarol, ha a peremfeltételek a
kovetkezek:

(a) a=0,b=7/2, a=3, =T,
(b) a=0,b=m a=3, B=T.
127—

9.7. Van-e az alabbi feladatoknak egyértelmid megoldasa?
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127— 256—=

9.8. Irjuk fel a peremérték-feladatokat elsérendid rendszer alakjaban!

(a) {u”(x) =u(z), =€ (a,b)
u(a) = a, u(b) =p

(b) u’(x) = M/ () + Nu(x), z €[0,1], X € [0.5,1]
u(0) =5, u(l) =8

© u”(x) = =2X3u(x) + N/ (x) + 2 " (z), x € (0,1)
u(0) = B, u(l) = Bo, u'(1) = B3

128— 256=—=

9.9. Rendszerekre vonatkozo ismereteink birtokdban vizsgaljuk meg az alabbi feladatok
megoldhatosagat!

@) {u”(x) = —u(z), z€(0,b)

(b) {u”(x)_— u(z), _x € (0,b)
u(0) = a, u(b) =0

128— 258=

9.2.2. Véges differencidk modszere és a belovéses médszer
9.10. Tekintsiik a
{—u”(m) = f(z), z€(0,0)
w(0) = i, u(l) = pa

peremérték-feladatot. Alkalmazzunk egy véges differenciak modszerén alapul6 diszkreti-
zaciot, majd irjuk fel a kapott linearis egyenletrendszert! 259—

9.11. Tekintsiik a

{—u"(a:) +o(z)ulz) = f(z), z€(0,1)
'LL(O) = U1, u( ) = 2

peremérték-feladatot, ahol c(z) egy Cla, b]-beli nemnegativ fiiggvény. Irjuk fel az opera-
toregyenletes alakot! 260—
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9.12. Irjuk fel a 9.11. feladat véges differencias kozelitését és annak operatoregyenletes
alakjat! 129—

9.13. Igazoljuk, hogy a 9.11. feladat diszkretizaciojabol szarmazé egyiitthatomatrix M-
matrix! 261—

9.14. Mutassuk meg a 9.12. feladatban meghatarozott kozelitések konvergenciajat! 129—

9.15. Tekintsiik a
{M%@+a@h%ﬂ+b@ﬂ@j_f@L z € (0,1)
w(0) = 1, u(l) = po

peremérték-feladatot, ahol a(x) és b(z) Cla, b]-beli fiiggvények. Alkalmazzunk egy ma-
sodrendd véges differencidk modszerén alapuld diszkretizaciot, majd irjuk fel a kapott
linearis egyenletrendszert! 262—-

9.16. (B) Hatarozzuk meg h = 1/5 lépéskoz mellett véges differencidk modszerével az
{u”(x) + 2u'(z) + 2%u(z) = 10z, € (0,1)
u(0) =1, u(l) =2
peremérték-feladat megoldasat az x = 0.8 pontban! 262—
9.17. (B) Irjunk olyan MATLAB programot, amely az
{w@yuaﬂwmwza z e (0,1)
w(0) =0, u(l) =1

feladatot véges differencia modszerrel megoldja! Adjuk meg h = 1072 lépéskoz esetén a
feladat numerikus értékét x = 0.92 pontban! 263=—

9.18. (H) Alkalmazzuk a kpep.m fajlt agy, megoldja az
u'"(z) =ba®, x € (—4,4)
u(—4) = —256, u(4) = 256
feladatot véges differencia modszerrel! Modositsuk a fajlt tgy, hogy abréazolja a feladat
pontos megoldasat és a numerikus értékeket h = 107! lépéskoz esetén! 129—
9.19. (B) Oldjuk meg az
u(x) = 2u/ (z) +u(z) =z +2, z€(0,1)
u(0) =2, u(l) = e+ cos(1)

feladatot véges differencia modszerrel a kpep2.m fajl segitségével! Hatarozzuk meg, hogy
mekkora a pontos megoldas és a numerikus értékek abszolitértékben vett maximuma a
[0, 1] intervallumon h = 1/17 lépéskoz esetén! 129—
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9.20. (M) Oldjuk meg az

(
{u”(x) =2¢* —u(x), =€ (0,1)
u(0) =2, u(1) = e+ cos(1)

feladatot véges differencia modszerrel! Készitsiink tablazatot a lépéskoz és a hiba kap-
csolatarol h =271, 272 273 274 1¢péskozok esetén! Ezen értékek lattan mire kovetkez-
tethetiink a modszer rendjét illetGen? 129—

9.21. (B) Tekintsiik a klasszikus agyugolyo feladatat (a [1] konyv 10.1.1-es példaja).
Ismeretes, hogy az alabbi peremérték-feladathoz jutunk:
-9
Y”(Hj‘) = ?7 S (O7L)

Y(0)=0, Y(L) =0,

ahol ¢ a gravitacios allando, mig v a konstans sebesség. Irjunk olyan MATLAB progra-
mot, amely a fenti feladatot a beldvéses modszer segitségével oldja meg! Alkalmazzuk a
h=0.1, h =0.01, h = 0.001 lépéskozi explicit Euler-modszert a kezdetiérték-feladatok
megoldasara! Vessiik Ossze a kilovési szogeket meghatarozo elsg derivaltak kiilonbségeé-
nek abszolat értékét a numerikus modszer eredménye és a pontos eredmény ismeretében!
265—

9.22. (B) Modositsuk a 9.21. megoldasara irt agyu.m és belovesesmodszer.m fajlokat
ugy, hogy a kezdetiérték-feladat megoldésara negyedrendi modszert hasznaljon! 129—
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10. fejezet

Parcialis differencidlegyenletek

10.1. Képletek, osszefiiggések

A parcialis differencidlegyenletek numerikus modszerei azokat a numerikus megoldasi
modszereket targyalja, amelyekkel a parcialis differencidlegyenletek peremérték-feladatat
vagy kezdetiérték-feladatat numerikusan meg lehet oldani. A vizsgalt egyenletek alakja

ou(z,y) Ou(x,y) ) _o.

*u(z,y)
a9 .9 +f <I, Yy, u, al’ ) ay

Pu(z,y
a(a;y) o2 #

0xdy

D*u(z,y)
0y?

+2b(x,y) +e(x,y)

Az adott a,b és c fiiggvények hatarozzak meg az egyenlet tipusat, amely lehet ellipti-
kus, parabolikus vagy hiperbolikus. A megfelels kiegészitd feltételekkel a feladat korrekt
kitlizést és a megoldas specialis esetekben a valtozok szétvalasztasaval elGallithato.

A numerikus megoldast a véges differencidk modszerével kozelithetjiik. Ennek soran a
folytonos feladat értelmezési tartomanyan racshalot generdlunk, a racshalé pontjaiban az
u(z,y) fiiggvény els6 és masodik derivaltjait a szokasos véges differencidkkal kozelitjiik.
Igy az egyenlet felhasznalasaval numerikus eljarast konstrualhatunk az adott csomopont-
beli ismeretlen értékek kozelitésének meghatarozasara. Alapvets kérdés a konvergencia
belatasa, azaz annak kimutatésa, hogy finomodo6 racshalok (h — 0) esetén a numerikus
megoldés tart-e (ha igen, akkor milyen rendben) a pontos megoldashoz. Linearis felada-
tok esetén a konvergencia a konzisztencia és a stabilitds segitségével megmutathato.

A feladatok analitikus és numerikus megoldasai eltéréen vizsgalhatok az elliptikus és
a parabolikus esetekben. Ugyanakkor mindkét esetben a konvergencia belatdsdhoz az
M-méatrixok tulajdonsagait hasznéljuk fel.

A fenti fogalmak részletesen megismerhetdk a [/] konyv 11. fejezetébdl. Ezen belil az osz-
talyozdssal a 11.1 szakasz foglalkozik. A folytonos feladat megolddsdval elliptikus perem-
érték-feladatokra, téglalap tartomdny esetén a 11.2 szakasz, a parabolikus esetre a 11.3
foglalkozik. Az alaptétellel, amely a konvergencidt bizonyitja, a 11.2.3 szakasz , mig az
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elliptikus feladatok véges differencids megolddsdnak elméletét, illetve realizaldsdt a 11.2.4
és 11.2.5 szakaszok ismertetik. Parabolikus feladatokra a numerikus elmélet és realizdldsa
a 11.8.2-11.3.5 szakaszokban taldlhatoak meg.

10.2. Feladatok

10.2.1. Elméleti feladatok

10.1. Hatarozzuk meg, hogy R? egyes részein milyen tipust az alabbi differencialope-

rator:
Pulz,y)  Fulz,y),

0x? Y 0y?

(Lu)(z,y) =«
269—
10.2. Hatarozzuk meg, hogy R? egyes részein milyen tipust az alabbi differencialope-
rator:

s Py |y 0uly) Pulz,y),

2609—

10.3. Hatéarozzuk meg, hogy a Laplace-, Poisson-, h&vezetési és hullamegyenletek mi-
lyen tipusiak R? egyes részein! 131—

10.4. Hatarozzuk meg a
Ou(z,y)  du(z,y)

=0, (z,y) € R?
a9y 5 (z,y)
egyenlet klasszikus megoldasat! 270—
10.5. Hatarozzuk meg a
82 2
u(az,y) - 8 u(xuy> _ 07 (a:,y) c RQ

0y? 0x?
egyenlet klasszikus megoldasat! 131—

10.6. Oldjuk meg a valtozok szétvalasztasanak modszerével a

Pu(x,y) _ du(z,y)
0x? oy

egyenletet! 271—
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10.2.2. Elliptikus és parabolikus feladatok megoldasa véges diffe-
rencidkkal
10.7. Tekintsiik az egységnégyzeten a
Pulsy) | Puley)
0x? 0y?
egyenletet az u(z,0) = 0, u(x, 1) = 2%/2, u(0,y) = sin(7wy) és u(1l,y) = e" sin(my) + y*/2
peremfeltétellel. Irjuk fel a feladat véges differencias approximaciojat jelentd linearis

algebrai egyenletrendszer egyiitthatomatrixat, amikor N, = 3 és N, = 2 osztasrészt
vesziink! 271—

=:E2+y2

10.8. (B) Irjunk olyan MATLAB programot, amely megoldja tetszileges N, = N,
osztasrész mellett a 10.7. feladatot! Készitsiink tablazatot, amely az osztasrészek szama
és a maximumnormabeli pontossig kozotti kapcsolatot mutatja, ha a feladat pontos
megoldasa u(x,y) = e™ sin(ry) + 0.50%y?! Abrazoljuk ezt a kapcsolatot a MATLAB
segitségével! 272—

10.9. (H) Tekintsiik az egységnégyzeten a

Pule,y) | Pulr,y)
0x? Oy?

egyenletet az u(x,0) = 2% u(z,1) = ex?, u(0,y) = 0 és u(1l,y) = e¥ peremfeltétellel.
Irjunk olyan MATLAB programot, amely megoldja tetsz6leges osztasrész mellett a 10.7.
feladatot! Készitsiink tablazatot, amely az osztasrészek szama és a maximumnormabeli
pontossag kozotti kapcsolatot mutatja, ha a feladat pontos megoldasa u(z,y) = e¥z?!
Abrazoljuk ezt a kapcsolatot a MATLAB segitségével! 277—

= e¥(2? +2)

10.10. (H) Tekintsiik a (0,1) x (0,1) tartomanyon a
u(z,t)  Pu(a,t)
ot Ox?
egyenletet az u(x,0) = e*, x € [0, 1] kezdeti és az u(0,t) = €', wu(l,t) =€, t € (0,1]
peremfeltétellel. Modositsuk a heatexp.m fajlt tgy, hogy a fenti feladatot megoldja! A
hibafiiggvény meghatarozasahoz szamoljuk ki a feladat pontos megoldéasat is! 281=—-

=0, (z,t) € (0,1) x (0,1]

10.11. (B) Tekintsiik a
u(t,z)  d*u(t,x)
ot 022 7
egyenletet az u(z,0) = sin(x) kezdeti feltétellel és Dirichlet-peremfeltétellel. Irjunk olyan

MATLAB programot, amely a fenti feladatot az alabbi bemené paraméterekkel oldja
meg:

t€0,T], z €0,n]
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n: az osztopontok szama,

T: az id6intervallum végpontja,

r: a §/h? racsparaméterek hanyadosa,
0: a f-modszer értéke!

A program &brazolja az egyes t € [0, T] id6pillanatban a megoldast a [0, 7] intervallumon!
282—
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ElGismeretek

Nevezetes matrixtipusok
1.1. Nem diagonalizalhat6. Nincs harom linearisan fiiggetlen sajatvektora.

1.4. A det(A — E) értékrdl lassuk be, hogy nulla. A zarojelben emeljiink ki A-t, majd
alkalmazzuk a determinansok szorzasi szabélyat ill. a feladatban szerepld feltételeket!

1.5. A ¥ vektor tovabbra is sajatvektor lesz A(1 —v!¥) sajatértékkel. A tobbi sajatvektor
és sajatérték nem valtozik.

1.6. Ag = [u(h),u(2h),...,u(nh)]’, ahol u: [0,1] = R, u(z) =z(1—x) ésh=1/(n+1)
valasztéssal megmutathato, hogy Ag > 0, ami mar mutatja, hogy M-matrixrél van szo.

1.7. Alkalmazzuk a Gersgorin-tételt!

1.8. Trjuk fel az M matrixot M = uE — H alakban, ahol ;¢ megfelels pozitiv szam és H
megfelel6 nemnegativ matrix! Mutassuk meg, hogy ez a felbontas regularis, majd hasz-
naljuk ki, hogy nemnegativ inverzi matrixok regularis felbontasabol szarmazoé iteracios
matrixok konvergensek, azaz spektralsugaruk kisebb 1-nél!

1.9. Igazoljuk, hogy minden bal fels§ sarokdeterminans pozitiv!

1.10. Probaljuk ki n x n-es matrix esetén sajatvektornak a v = sin(ikwh) alaka vekto-
rokat, ahol h =1/(n + 1), tovabbéa k,i =1,...,n!

1.11. A transzponaltjaval szorozva, majd egyszeriisitve az egységmatrixot kapjuk.
1.12. Gondoljuk végig, hogy két fels6 haromszogmatrix szorzasa sordn a szorzatmatrix
featlo alatti elemei hogy allithatok els! Az inverz esetén hasznaljunk indirekt bizonyitést

(tegylik fel, hogy az inverzben van a f6atlo alatt nemnulla elem)!

1.13. Irjuk fel az egyenldség két oldalan allo6 métrixok f6atloinak elemeit!
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Normalt és euklideszi terek

1.17. Nullvektorokra trividlisan igaz az &llitas. Egyébként pedig vizsgaljuk a ¢(t) =
(x + ty,x + ty) nyilvanvaloan nemnegativ fiiggvényt ¢ € R esetén!

Banach-féle fixponttétel

1.19. A T leképezésnek van egyértelmt fixpontja (Banach-féle fixponttétel). Ebb6l meg-
mutathato, hogy F-nek maximum egy fixpontja lehet. Ezen kiviil mutassuk meg még
azt, hogy T fixpontja F-nek is fixpontja!

1.20. A kontrakcidés tulajdonsag a Lagrange-féle kozépértéktétel segitségével mutathato
meg. Ennek segitségével lathato a legkisebb valaszthato kontrakcids tényezd értéke is. A
fixpont meghatarozasdhoz az F(z*) = x* egyenletet kell megoldani.

1.21. Az egyértelmiséget ugy kell igazolni, mint a Banach-féle fixponttétel bizonyitasa-
ban. Annak megmutatéaséara, hogy nem feltétleniil van fixpont vizsgaljuk az I : [1,00) —
[1,00), F(z) =+ 1/x fiiggvényt!

1.22. Igazoljuk hogy az x — T (x) 4y leképezés kontrakeio, majd alkalmazzuk a Banach-
fele fixponttételt!

1.23. Elgszor igazoljuk, hogy van olyan 0 < ¢ < 1 szam, melyre |f'(¢)] < ¢ minden
¢ € [a,b] esetén, majd alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt!
Vektornormak
1.24. ||x]|1 = 6, [|X]|2 = V14, [|X]|c = 3-
1.25. [|X||l1 = 5050, ||X||2 = 581.6786, ||X||« = 100.
1.28. Mutassuk meg, hogy ezek a normak nem teljesitik a haromszog-egyenlGtlenséget!
1.30. A Young-egyenlGtlenség igazolasdhoz elemi fliggvényvizsgéalati eszkozokkel lassuk
be, hogy a

ab bl

fla)=—+——ab
p 4q

fiiggvény nemnegativ a [0, 00) intervallumon! Ebb&l mar kiovetkezik az egyenlGtlenség.

1.31. Az els6 két normaaxiéma teljesiilése trividlis, a harmadik pedig a Minkowski-
egyenléGtlenség segitségével igazolhato.
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Matrixnormak
1.33. Mutassuk meg pl. hogy ez a norma nem szubmultiplikativ!

1.36. Szamitsuk ki az AT A matrix i-edik soranak fsatlobeli elemét! Mekkora az egység-
matrix Frobenius-norméaja?

1.39. Induljunk ki az AV = \V egyenléséghdl, majd szorozzuk ezt jobbrol v7-tal!

1.45. Definidljunk egy vektornorméat egy tetszéleges y # 0 vektor segitségével az alabbi
modon: ||X|| = || Xy’ ||! Ezzel a vektornormaval konzisztens a matrixnorma.

1.47. Induljunk ki abbol, hogy van olyan X # 0 vektor, melyre BX = 0. Erre az X
vektorra:
A A-Bx=x

1.48. Azt igazoljuk, hogy tetszéleges pozitiv € szdimhoz van olyan ng index, hogy minden
k > ng esetén
o(A) < [|AF|VF < o(A) + <.

Ebbél ugyanis az allitds mar kovetkezik.

1.50. A matrix M-matrix, igy hasznalhatjuk az M-méatrixok inverzére vonatkozd becslést.
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Modellalkotas és hibaforrasai

Feladatok kondicionaltsaga

2.1. A feladat d # £2 esetén korrekt kittizésti. A kondicioszam 2 < |d| < /40000/9999
esetén lesz 100-nal nagyobb.

2.2. Az els6 esetben 98.5, a masodikban 0.4975 a kondicidészam.

A gépi szamabrazolas
2.12. Nem kapnank meg. Az adott szamrendszerben szidmol6 szamitogépen 2.9 lenne az

eredmény.

2.13. —5e — 6 lenne az eredmény, melynek relativ hibaja 0.3612. Elkeriilhetjiik a nagy
realtiv hibaju szamolast a cos(2z)-re vonatkozé formula hasznalataval.

2.15. Az eltérés m2/6 — 1.6447253 = 2.0877 x 10~ Jobb eredményt kaphatunk, ha
forditott sorrendben adjuk Ossze a szamokat.

2.16.
e—fllz) _ 1.

T 4
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Linearis egyenletrendszerek megoldasa

Kondicionaltsag

3.1. Koo (A) > 201, a keresett kondicioszam 404.01.

3.2, k1(A) = koo(A) = 1.5 - 18 = 27, és ry(A) = 1.2676/0.0657 = 19.3.

16%]|o = 0.01[|A D]l < 0.18]|b]|.

3.3. Ha ortogonélis, akkor a kondiciészama 1, de az allitds megforditdsa nem igaz. Ke-
ressiink ra ellenpéldat!

3.10. Az egyenlétlenség kovetkezik a kondicidoszam egyik tulajdonsagabol, az egyenlGség-
hez pedig elGszor lassuk be, hogy egy matrix és transzponéltjanak 2-es norméja meg-
egyezik!

Direkt modszerek

3.12.

1000/ |IX| 0o < 0.00153.
3.13. 0.1035.
3.19. n® +n2? —4n + 3.

3.32. A feltételek mellett a szerepld Q és R matrixok nemszingularisak. A Q;R; = Q,R»
egyenlséghdl Ri1R, T = Q' Q, kivetkezik. Vizsgaljuk meg az egyenléség két oldalan allo
matrixok szerkezetét!
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Iteracios modszerek

3.34. Az w paraméter értékének a (0,2) intervallumba kell esnie. Az w = 1 valasztas
esetén lesz a leggyorsabb a konvergencia.

3.35. Legfeljebb 20 lépés kell az adott pontossig eléréséhez.

3.43. Rendezziik at az egyenletrendszer sorait gy, hogy diagonalisan dominans matrixi
egyenletrendszert kapjunk!
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Sajatérték-feladatok numerikus
megoldasa

Sajatértékbecslések
4.1. Hasznéljuk kozvetleniil a Gersgorin-tételeket!

4.2. Alkalmazzuk a Bauer-Fike-tételt, vagy szamitsuk ki az S~ (A +eB)S matrixot, ahol
S az A matrixot diagonalizdl6 matrix, majd alkalmazzuk a Gersgorin-tételt!

4.3. Alkalmazzuk kozvetleniil a Gersgorin-tételt!

4.4. Permutéciés maétrixszal végzett hasonlésagi transzformacié segitségével hozzuk a
matrixot blokkdiagonélis alakra! Ekkor a matrix sajatértékei a féatloban allo négyzetes
matrixok sajatértékei lesznek.

4.6. A Rayleigh-hanyadossal kell megszorozni, hogy legkizelebb legyen hozza.

A hatvianymodszer és valtozatai

4.12. A legjobb vélasztas kb. 12.5.
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Nemlinearis egyenletek és
egyenletrendszerek megoldasa

Sorozatok konvergenciarendje, hibabecslése

5.1. Vizsgaljuk meg, hogy az ay1/a}, hanyados milyen r esetén marad korlatos! Mindkét
sorozat konvergenciarendje 1.

5.2. Az els6nek 2, a masodiknak 1.
5.3. A konvergencia negyedrendd.

5.5. Alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt az x és x* pontokban!

Zérushelyek lokalizacidja

5.6. Az intervallum két végpontjaban ellenkezé a fiiggvény elGjele, derivaltja pedig pozi-
tiv.

5.7. Egy zérushely van a [0,2| intervallumban.
5.8. Harom zérushely van rendre a [0,1/3], [1/3,1] és [1,2] intervallumok belsejében.

5.10. Hasznéljuk az 5.2. tételt!

Intervallumfelezési modszer

5.11. Alkalmazzuk az 5.3. tételt! 8 lépés elég, xg = 1.3828125.

5.12. Alkalmazzuk az 5.3. tételt! 3 lépés elég. x3 = 2.9375.
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Newton-modszer
5.15. Alkalmazzuk az 5.6. tételben szerepld hibabecslést!

5.22. Az ok az, hogy a fliggvény zérushelye kétszeres zérushely, azaz a derivaltja is nulla
a zérushelynél. A médszer masodrendiivé tehets a

f(xr)
f'(xr)

modositassal. A masodrend pl. Ggy igazolhatd, hogy a fenti iterdcid minkét oldalabol
x*-t kivonunk, majd mindkét oldalt f'(xy)-val szorozzuk. Ezutén a bal oldalon f'(xy)-t
az elsérendi tagig, a jobb oldalon pedig magat az egész jobb oldalt a harmadrendd tagig
sorbafejtjiik x* koriil.

Tpy1 = Tp — 2

5.23. A masodrend pl. agy igazolhat6, hogy a fenti iterdcié minkét oldalabol x*-t ki-
vonunk, majd mindkét oldalt f’(zy)-val szorozzuk. Ezutan a bal oldalon f'(xj)-t az
(m — 1)-edrendii tagig, a jobb oldalon pedig magat az egész jobb oldalt az (m + 1)-ed
rendi tagig sorbafejtjiik x* koriil.

5.24. Irjuk fel f(z)-et f(x) = (z —2*)™h(x) alakban és f'(z)-et f'(z) = (x — 2*)™ k()
alakban!

5.25. A Newton-modszer az adott pontbél nem hasznalhatd, mert ciklikusan ismétlédé
sorozatot allit els.

Fixpont iteraciok
5.30. Az iteracio indithato pl. a [-0.5,0.5] intervallumbol. A konvergencia harmadrendd.
5.31. Az A=1/4, B = —5/8 valasztassal a konvergencia harmadrendd lesz.

5.35. Az els6 elsérendben, a masodik masodrendben konvergél, a harmadik pedig nem
konvergens.

Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa
5.37. Alkalmazzuk az 5.9. tételt!

5.41. Alkalmazzuk az 5.10. tételt!
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Interpolaci6 és approximacio

Polinominterpolaci6

6.1. . 9 g

6.5. Vezessiik le az in. baricentrikus interpolacios formulat!

6.8. Hasznaljuk ki, hogy s < n esetén az (zy,x}) (kK = 0,...,n) pontokra illesztett
polinom éppen az L, (x) = z* polinom lesz!

6.12. i '
Zi:O (I;) (_1)ka—i
hkk! '

Cr —

6.25. Alkalmazzuk a 6.6. tételt!

Trigonometrikus interpolaci6
6.33. ,
t(x) =1+ —=sinuz.

V3
Approximacié polinomokkal és trigonometrikus polino-
mokkal

6.37. y = —0.5z + 1.75.
6.38. y = —2%/2 +x + 3/2.

6.41. Az interpolécios polinom legfeljebb els6foki részletosszege lesz a legjobban kozelitd
polinom.
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Numerikus derivalas és numerikus
integralas

Numerikus derivalas

7.2. A feladatban szerepl§ kifejezés az elsé derivéiltat negyedrendben approximaélja, mely-
nek hibaja:

A s 5
—%f( (o) + O(h”).
7.3. A feladatban szerepl§ kifejezés a masodik derivaltat negyedrendben approximalja,
melynek hibaja:
h e 6
—%f( )(z0) + O(RO).

7.6. A kifejezés fels6 hatarolo fiiggvénye e pontossagi adatok esetén:

ht 3e

h = — —_—

g(h) = 55Ms + 57,
ahol My = sup | f®)(z)|. Az optimalis lépéskoz:

45¢
AM;s"

5

hopt =

7.7. A centralis differencia fels§ hatéarolo fliggvénye e pontossagi adatok esetén:

ahol My = sup |f®(z)|. Az optimalis 1épéskoz:

e
My

hopt =
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7.10. A feladatban szereplé modszerekrsl az alabbiak mondhatoak el:
(a) A modszer az f'(1)-et kozeliti a 0.494 értékkel.

(b) A modszer egyetlen derivalt értéket sem kozelit.

(c) A modszer egyetlen derivalt értéket sem kozelit.

(d) A modszer az f”(1)-et kozeliti a —0.236 értékkel.

() A modszer az f'(1)-et kozeliti a 0.24 értékkel.

(f)

f) A modszer egyetlen derivalt értéket sem kozelit.

Numerikus integralas

7.14. Az integréal pontos értéke:

1 1 T
1 = dr = —-=0. 1634.
(f) /0 T2 T 1 0.785398163

A MATLAB programcsomag a
quad(‘1./(1 +x."2)",0,1)

parancs esetén is ezt az értéket adja. A MATLAB programcsomag segitségével az alabbi
eredményeket adjak a tanult 6sszetett szabalyok:

ol HO-Is(Hl [ H) —In(D] [ () — Lsimp(H)] |
32 | 2.0345051636 - 10~ | 4.0690103704 - 10> || 9.2391649886 - 10~ "2
64 | 5.0862630135-107° || 1.0172526034 - 10~ || 1.4421797089 - 10~*°
128 || 1.2715657553 - 107° || 2.5431315102 - 107° || 2.5535129566 - 10~°
256 || 3.1789143839 - 1077 || 6.3578287790 - 10~7 || 1.1102230246 - 1016

10.1. tablazat. Hibaértékek adott n és adott modszer esetén.

A tablazat eredményeibdl leolvashatd, hogy az Gsszetett érint6- és trapézformula az in-
tervallumszam duplazéasaval (avagy ennek megfelelGen a lépéskoz felezésével) a hiba ne-
gyedelddik. Ezt azt jelenti, hogy a két modszer konvergenciarendje 2, amely megfelel az
elméletbdl ismert ténynek.

Az Osszetett Simpson-formula esetében a hiba az intervallumszam duplézaséval tizen-
hatod részére csokken, azaz a modszer megfelel a korabban ismert tények, miszerint a
modszer negyedrendben konvergens.
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7.15. Az Osszetett trapézformula 23 részre torténd osztas esetén a 7.15. feladatban sze-
replé integralt a 4 értékkel kozeliti. Ehhez a MATLAB-ban az alabbi parancsokat kell

beirni:

>> x = linspace(-2,2,23);
>> y=x.75-3%x.73+2%x+1;
>> trapz(x,y)

ans =

4.000000000000000

7.17. A moédositas eredménye az alabbi osszerinto.m forraskédhoz vezet:
function osszerinto(a,b,n,fv)

format long

h=(b-a)/n;

fprintf(’\n’);

disp(’A feladat megoldasa Osszetett érintéformulaval.’)

x=[a:h/2:b];
y=eval(fv);
((b-a)/n)*sum(y(2:2:2%n))

7.19. A zart Newton—Cotes-formulak esetében tudjuk, hogy a formula silyai a Lagrange-
féle alappolinomok [a, b] intervallumon vett integraljai lesznek, azaz

b
ak:/ l(x)dz, k=0,...,n.

A sulyokat kézzel is meghatarozhatjuk, de hasznalhatjuk a MATLAB int parancsat a
polinomok integralashoz. Ekkor juthatunk az alabbi egyiitthatokhoz:

| NY [ k=0]k=1[k=2]k=3[k=14]
T2 22T
90 | 90 | 90 | 90 | 90

n=4

10.2. tablazat. A zart N** Newton-Cotes egyiitthatoi.
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A modszer (an. Boole-formula) az alabbi modon realizalodik:

| #ayde~ 0 (2f(a) + 824 (1) + 127 (02) + 82f(a3) + 7/1)).

ahol x; =a+i(b—a)/n, i=1,...,3.

7.22. A 7.21. feladatban hasznalt gondolatmenet alapjan hasonléan meghatarozhato a
Csebisev—Gauss kvadratira képlete. Ekkor a formula nem més, mint

@) T
| A e T (r=VE/2 + 10+ 1(V32),

amely pontos lesz minden legalabb 6todfoka polinomra.

7.27. A Gauss-fiiggvény integralja a [0, 1] intervallumon 0.842700793. Ekkor a Romberg-
modszerrel szamitott kozelité integral értékei az aldbbiak:

0.77174333

0.82526296 0.84310283

0.83836778 0.84273605 0.84271160

0.84161922 0.84270304 0.84270083 0.84270666
0.84243051 0.84270093 0.84270079 0.84270079 0.84270079

10.3. tablazat. A Romberg-modszer értékei.

7.28. Utmutatas: A MATLAB-ban két for ciklus segitségével a program elGallithato.
Elsbbiben a Crank-Nicolson-modszert, utébbiban a Richardson-extrapoléciot allitjuk
el6. Az igy kapott program neve legyen: romberg.m.
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A kozonséges differencidlegyenletek
kezdetiérték-feladatainak numerikus

modszerel

Egylépéses modszerek

8.1. A feladatban szereplé modszerek konzisztenciarendjei az alabbiak:

(a) Az explicit Euler-modszer elsérendben konzisztens.

(b

)
)
(c)
)

Az implicit Euler-modszer elsérendben konzisztens.

A Crank—Nicolson-modszer méasodrendben konzisztens.

(d) A 6-modszer 6 # 1/2 esetén elsérendben, mig 6 = 1/2 esetén méasodrendben kon-

zisztens.

8.2. A 8.2. feladat h = 1/2 1épéskozre ismertetett megoldashoz hasonloan szamolhatoak
a mobdszerek tovabbi lépéskozok mellett.

A szamitas eredményeit az alabbi tablazatban foglaltuk ossze:

h EE IE CN JE EH
1/2 | -25.50000000 | 0.09992283 | 0.09662640 | -5.21906250e+002 | -5.21906250e+002
1/4 | -2.46289062 | 0.09999555 | 0.09999999 -4.76213398 -4.76213398
1/8 | 0.099999999 | 0.09999976 | 0.09999999 0.09999597 0.09999597
1/16 | 0.099999999 | 0.09999998 | 0.09999999 0.09999999 0.09999999

10.4. tablazat. A numerikus értékek adott modszer és lépéskoz mellett.

8.3. A feladatban szereplé modszerek adott 1épéskozii eredményei az alabbi tdblazatban
foglalhato Ossze:
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h

EE

IE

CN

JE

EH

1/2
1/4
1/8
1/16

3.33333333
3.60000000
37707
3.88235294

6.00000000
4.66666666
4.28571428
4.13333333

4.00000000
4.00000000
4.00000000
4.00000000

3.87619047
3.96179918
3.98940000
3.99721170

3.79166666
3.93042304
3.97979547
3.99455697

10.5. tablazat. A numerikus értékek adott modszer és 1épéskoz mellett.

8.4. A feladatban szereplé modszerek adott 1épéskozii eredményei az alabbi tdblazatban

foglalhato Ossze:

h

EE

IE

CN

JE

EH

1/2
1/4
1/8
1/16

5.49401855
2.88458254
6.10866555
6.22946604

7.71404151
6.94662094
6.63405317
6.49146658

6.42957783
6.37475602
6.36130951
6.35796378

6.29456039
6.33984573
6.35241232
6.35571693

6.34371731
6.35441025
6.35636471
6.35674557

10.6. tablazat. A numerikus értékek adott modszer és 1épéskoz mellett.

8.5. A feladatban szereplé modszerek adott 1épéskozii eredményei az alabbi tdblazatban

foglalhato Ossze:

h

EE

JE

EH

1/2
1/4
1/8
1/16

2.95715863
2.85177621
2.80544980
2.78375834

2.73260420
2.75627855
2.76142191
2.76262203

2.77630626
2.76661978
2.76394025
2.76324360

10.7. tablazat. A numerikus értékek adott modszer és 1épéskoz mellett.

8.6. Programozzuk le a tanult modszereket (expliciteuler.m, eulerheun.m, javitotteu-
ler.m)! Segitségképpen megadjuk az eulerheun.m fajl forraskodjat, melybsl magatol ér-

tet6dd modon modosithaté a mésik két modszerre.

function eulerheun(a,b,t0,y0,N)

%% Bemend paraméterek listédja
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% a az intervallum kezdete
% b az intervallum vége

% t0 a kezdeti id&pont

% yo a kezdeti érték

h N a lépéskozok szama

%% KimenS paraméter

by a numerikus megoldas vektora
h oy (N+1) a numerikus megoldas

%% El8késziiletek

h=(b-a)/N; %hlépéskoz
x=linspace(a,b,N+1); % az intervallum felosztésa
y=zeros(1,N+1); % numerikus megoldas vektora

%% Az Euler-Heun-médszer algoritmusa

y(1)=y0;
t(1)=t0;
for j=1:N
y(j+1)=y(j)+h/2*x[f(a+(j-1)*h, y(j))]
+h/2%[f (a+j*h,y(j)+h*f(a+(j-1)*h, y(G)NI;
end

hy s

W% Az f, vagyis az y’(t)=f(t,y(t)) egyenlet jobboldala
function ered=f(t,y)

ered=y+t*cos(t);

8.7. Utmutatas: hasznaljuk a MATLAB help funkciojat az ODE45 modszer alkalmaza-
sdhoz és tanulmanyozzuk a fiiggvény miikodését.
Ennek beirasa az alabbi modon torténik:
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>> help 0ODE45

8.9. Egy- és tobbdimenzits Taylor-sorfejtést alkalmazva az alabbi egyenletrendszerhez
juthatunk:

1. 1-— Cl — Cy = 0

Il./Ja 1/2—ac; =0,

I1./b- 1/2 —bcy = 0.

Az I.-es egyenlet az els§, mig a II./a és II./b egyenletek a masodrendi konzisztencia
sziikséges feltételei. A sorfejtés alkalmazasa utan kapott hibatag esetén lathato, hogy a
modszer nem lehet harmadrendi. A fenti egyenletrendszernek eleget tesznek példaul a
javitott Euler (¢; = 0,co = 1,a = 1/2,b = 1/2) és az Euler-Heun-modszerek (¢; = 1/2,
co=1/2;a=1,b=1).

8.12. A megadott Butcher-tablazatokbol felirt modszerek az aldbbiak:

(a) kl = f(tnayn)
ky = f(tn + }_QL? Yn + h(zllkl + %kQ))
k3 = f(tn + h, Un + hkg

Azaz a modszer alakja: y,11 = yn + h(1/6ky + 2/3ky + 1/6k3).
(b) k1= f(tn yn)

ky = f(tn + %7 Yn + %kl))

k3 = f(tn + h, Yn + h(_kl + 2k2))

Azaz a modszer alakja: y,41 = yn + h(1/6ky 4+ 2/3ky + 1/6k3).

(C) (tm n)
( %ayn 1)
f(tn +27yn+h(?11k % 2))
f(tn + hyyn + h(—ka + 2k3))

Azaz a modszer alakja: y,41 = y,, + h(1/6ky + 2/3ks + 1/6ky).

(d) k1= fltn+ 2, yn + 2k1)
ky = f(t, + h,y, + hkq)

Azaz a modszer alakja: y, 11 =y, + h(3/4ky + 1/4ks).
8.13. A megadott Butcher-tablazatokbol felirt modszerek az aldbbiak:
(@) ki = f(tn +hoyn +N)

Azaz a modszer alakja: y,.1 = y, + hk.
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(b) k1= fltn+ % yn+ %)
Azaz a modszer alakja: y,.1 = y, + hky.

(C) kl = f(tmyn)
ko = f(tn + hyyn + h(3k1 + 1ks))

Azaz a modszer alakja: y, 11 =y, + h(1/2ky + 1/2k,).

8.14. A 8.10. feladat modszereinek konzisztenciarendje:
(a) A modszer elsérendben konzisztens.
(b) A moédszer méasodrendben konzisztens.
(¢) A modszer méasodrendben konzisztens.

A 8.11. feladat negyedrendben konzisztens.

8.15. A feladatban szerepld modszerek Butcher-tablazatai:

1/211/2 0
0 1
by 0 0 0
« « 0
1-2%
(¢ 0] 0 0 0
1/311/3 0 0
2/31 0 2/3 0
[1/4 0 1/4
d o]0 o
2/312/3 0
[ 1/4 3/4
(e) 0] 0 0
1/1-60 0
[1-06 ¢

8.16. Az adott modszerek stabilitasfiiggvényei az aldbbiak:

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatér

tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

124 UTMUTATASOK - A KEZDETIERTEK-FELADATOK NUMERIKUS MODSZEREI

(a) explicit Euler: R(z) =1+ z,
1
(b) implicit Euler: R(z) = T
—z
24z
22z

1+2+410
d) f-modszer: R(z) = ———.
(d) 6-modszer: R(z) T

(c) Crank—Nicolson: R(z)

2
(e) javitott Euler: R(z) =1+ 2z + =

2
2
(f) Euler-Heun: R(z) =1+ 2+ 5
. e i 2+ 2
(g) implicit kbzéppontszabaly: R(z) = 5
—z

8.17. A 8.16. feladat stabilitasfiiggvényeinek segitségével meghatérozhatjuk, hogy mely
modszerek A-stabilak. Ezek figyelembevételével az alabbiakat mondhatjuk:

A-stabilak: Implicit Euler, Crank—Nicolson, #-modszer 6 € [1/2,1], implicit kdzép-
pontszabaly.

Nem A-stabilak: Explicit Euler, #-modszer 6 € [0,1/2), javitott Euler, Euler-Heun.

8.18. A stabilitasi tartomanyt a stabilitasi fliggvények segitségével hatarozhatjuk meg.
Ezek eredményei a 8.16. feladathoz tartoz6 Utmutatasok, végeredmények fejezetben meg-
talalhatoak.

Ekkor feladatunk nem lesz méas, mitn az egyes stabilitasi fiiggvények beprogramozasa. A
feladatot MATLAB-ban megoldé fajl: Astabilitas.m.

A futtatas eredményeként a [—5, 5] x [—5, 5] négyzeten dbrazolja a program a stabilitasi
tartomanyt. A program tanulmanyozasa soran konnyen észreveheté modon a sziikséges
modszer kivételével a tobbit kommentelve az aldbbi parancsot irjuk be a futtatashoz:

>> Astabilitas.m

Ekkor az egyes Runge-Kutta-modszerekre a 10.1 és 10.2 adbran lathato stabilitasi tarto-
méanyokat nyerjiik vissza, melyb6l rogton leolvashato az elméletbdl ismeretes tény, neve-
zetesen az, hogy explicit Runge-Kutta-moddszer sosem A-stabil.

8.24. Utmutatas: alkalmazzuk a feladatra a modszerek stabilitasi tartomanyaira vonat-
kozo6 ismereteinket.
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Abszollt stabilitasi tartomany Abszollt stabilitasi tartoméany
5 5
i |
1 |
1 |
1 |
i |
1
o @
1
1 |
1 |
1 |
1 |
i |
! s |
§5 0 5 5 0 5

10.1. abra. Az ERKI1 és ERK2 mddszerek abszolut stabilitési tartoményai.

Abszollt stabilitasi tartomany Abszollt stabilitasi tartomany
5 5
! |
] I
]
]
|
OF @~ —————————— OF - -, ———————————
1
]
i |
: 5 ;
%5 0 5 5 0 5

10.2. abra. Az ERK3 és ERK4 moddszerek abszolut stabilitési tartoményai.

Tobblépéses mbdszerek
8.25. Taylor-sorfejtés utan az alabbi konzisztenciarendek allapithatoak meg:
(a) A modszer masodrendben konzisztens.
(b) A moédszer méasodrendben konzisztens.
(¢) A modszer harmadrendben konzisztens.
8.26. A konzisztencia feltételek ellenérzése utan az alabbi rendek allapithatoak meg:
a) A modszer masodrendben konzisztens.
A modszer masodrendben konzisztens.

d) A modszer harmadrendben konzisztens.

(
(b
(

)
¢) A modszer méasodrendben konzisztens.
)

8.28. A modszer maximélis konzisztenciarendje 3. Az ismeretlen egyiitthatok az aldbbiak:

by = 23/12, by = —4/3, by = 5/12.
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8.30. A gyokkritériumhoz sziikséges feltételek vizsgalata utan az alabbiak mondhatoak

el:

(a) A modszer nem teljesiti a gyokkritériumot.
(b) A modszer teljesiti a gyokkritériumot.

)

)

(c) A modszer teljesiti a gyokkritériumot.

(d) A modszer teljesiti a gyokkritériumot.
)

(e) A modszer nem teljesiti a gyokkritériumot.

8.31. Az er6sen stabilitashoz sziikséges feltételek vizsgalata utan az alabbiak &llapithatok

meg:
A 8.25. feladat eredményei:
(a) A modszer erésen stabil.
(b) A modszer erdsen stabil.
(c) A modszer nem erdsen stabil.
A 8.26. feladat eredményei:
A médszer erésen stabil.

A modszer erésen stabil.

A 8.30. feladat eredményei:
A moébdszer nem erdsen stabil.

A modszer nem erdsen stabil.

)
)

¢) A modszer erGsen stabil.
) A modszer erdsen stabil.
)

A modszer nem erdsen stabil.
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A kozonséges differencidlegyenletek
peremérték-feladatainak numerikus
modszerel

Peremérték-feladatok megoldhatbésaga

9.2. A kétpontos peremérték-feladat megoldasa az u(x) = S

1—e? 1—e?
9.4. A peremérték-feladatra az alabbi valaszok jelenthetGek ki:
(a) Igaz.
(b) Hamis.
(c) Hamis.

9.5. A feladatnak tetszéleges (o, 5) par mellett létezik egyértelmid megoldasa. Nevezete-

sen:

— e
b ze®.
e

u(z) = ae® +

9.6. Az egyértelmiiségi kérdésre adott valaszok:

(a) Van egyértelmii megoldasa.

(b) Nincs megoldasa, igy nincs egyértelmd megoldasa sem.
9.7. A kérdésre adott valaszok:

(a) Van egyértelmii megoldasa.

(b) Van egyértelmid megoldasa.

(c¢) Van egyértelmd megoldasa.
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9.8. A peremérték-feladat elsérendii rendszerének és peremfeltételeit tartalmazo alakjai
a kitiizott feladatok esetén az alabbiak:

(a) Az els6rendii rendszer alakja:

cor-ma=(23) (243

A feladat peremfeltétele:

om0 = (4 6) (0 )+ (10 (0 )= (5) =+

(b) Az els6rendi rendszer alakja:

- =% 1) (381

A feladat peremfeltétele:

e = (3 €)(38)+ (4 3) (30) - ()

(c) Az elsérendii rendszer alakja:

0 1 0 uq ()
u'(z) = Au(z) = 0 0 1 us ()
—2)% A% 2) ug(z)

A feladat Byu(0) + Byu(1l) = v peremfeltétele:

1 00 u,(0) 000 u; (1) b1
000 w0) |+ 1 0 0 w(l) | =1 B
000 u3(0) 010 u;(1) B3

9.9. A peremérték-feladatok megoldhatdsagara az alabbi allitasok érvényesek:
(a) A feladat pontosan akkor oldhato meg egyértelmiien, ha b # km, k € Z.

(b) A feladat pontosan akkor oldhaté meg egyértelmtien, ha b # 0.
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Véges differenciak moédszere és a belovéses modszer

9.12. A feladatra alkalmazott standard véges differencias kozelités utan az alabbi alakot
kapjuk:
Z; + h -2 ZT; + Tr; — h
il ) y’;lg ) ) + c(@)yn(z:) = f(2), z; € wy,
Yn(wo) = 1, yn(Tn) = pa.

A fenti alakbodl az Lpw;, = b, operatoregyenletes alak szarmaztathatod, ahol az L, :
F(wp) — F(wy) operator egy tetszdleges wy, € F(wy) racsfiiggvény esetén az alabbi
modon hat:

wh(xig1) — 2wp () + wp(xio1)
- 2 + c(x)wp(x;), ; € wy
(Lnwn) (i) = § wp(z0), 20 =0

’LUh<.CEN), IN — [.
A by, € F(wy,) (jobboldal és a peremértékek) az alabbi alakban irhato:

flz), x; €wp
bp(zi) = S, = = o
M2, XTj = TN.

9.14. Mutassuk meg, hogy a numerikus feladat diszkretizalo L; operatoranak (amely
ekvivalens az A;, matrixszal) inverze maximum norméaban korlatos! Ekkor a kivant ered-
mény definicié alapjan konnyen igazolhato.

9.18. A feladat pontos megoldésa u(x) = 2°/4. Ekkor a kpep2.m f4jl modositasa utén a
pontos megoldas és a numerikus eredmények a 10.3 dbran lathat6 modon viszonyulnak
egymashoz:

9.19. A feladat pontos megoldasa u(x) = e* + xe® + x 4+ 2. A kpep2.m fajl modositasa
utan a feladat pontos megoldasanak és a numerikus megoldés kiilénbségének abszolut
értékben vett maximuma a [0, 1] intervallumon h = 1/17 lépéskoz mellett 0.26358552.

9.20. A feladat pontos megoldasa u(x) = 2e* 4 cos(1). A kpep2.m f4jl modositéasa utan
az alabbi tablazatban a feladat pontos megoldésanak és a numerikus megoldas kiilénb-
ségének abszolut értékben vett maximuméat lathatjuk a [0, 1] intervallumon a megadott
h 1épéskozok mellett.

9.22. Utmutatas: Nézziik meg az agyu.m és a belovesesmodszer.m fajlok forraskodjait!

Ekkor arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy az agyu.m fajl oldja meg a kezdetiérték-
feladatot. Ennek negyedrendii megoldésara programozzuk be az RK4 modszert vagy
hasznalhatjuk a MATLAB beépitett ODE45 megoldéjat is!
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300 T T T T T T T

300
4

10.3. dbra. A feladat pontos és véges differencias megoldésa h = 0.1 esetén a [—4,4]
intervallumon.

h | A hiba értéke
2= 1.13531898
272 | 0.00185654
273 | 0.00046245
274 0.00011551

10.8. tablazat. Maximumnormabeli hiba adott h esetén.

Azaz a kivant kozelitésnek megfelelGen a hiba is masodrendben csokken.
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Parcialis differencialegyenletek

Elméleti feladatok

10.3. A feladatban szerepld operatorok R? egyes részein az alabbi tipustiak:

(a) A Laplace-egyenlet R2-en elliptikus tipusi.

(b) A Poisson-egyenlet R%-en elliptikus tipusi.
) A hévezetési egyenlet R%-en parabolikus tipusi.
)

(c

(d) A hullimegyenlet R%-en hiperbolikus tipusii.

10.5. A 10.4. feladatban bevezetett gondolatot hasznéalva nyerjiik, hogy

Pu(r,y)  PUE,n)

_ L LU | BPU(E )

02 &2 dEDn on?
Pulz,y)  PUEm) ,°UEn)  PUEn)
y? oz ¢ o
Igy feladatunk alakja:
PUEn) _
0o '

Ennek megoldasa U(&,n) = C(&) + D(n). Azaz az eredeti feladat megoldésa:

u(z,y) = Clx +y)+ D(x —vy), C,DcC*R).
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ElGismeretek

Nevezetes matrixtipusok

1.1. A matrix mindharom sajatértéke 3. A

0 0 0]T[= 0
1 0 0| |y|=]0
0 -1 0] =2 0

sajatértékegyenletbdl a sajatvektorok elemeire azt kapjuk, hogy * = 0, y = 0, 2 # 0
tetsz6leges. Tehat nincs 3 linearisan fiiggetlen sajatvektor, igy a matrix nem diagonali-
zalhato.

Mashogy: Ha diagonalizdlhat6 lenne, akkor a 3E métrixszal lenne hasonld, de akkor
A = S(3E)S™! = 3E, ami nyilvanvaléan ellentmondas.

1.2. Az
1 1
01

matrix nem diagonalizidlhato, hiszen akkor az egységmatrixszal lenne hasonlé, igy a mat-
rixnak meg kellene egyezni az egységmatrixszal. Ez pedig nem teljesiil.

-1 -1

0 1
matrix pedig diagonalizalhato (sajatértékei kiillonbozsek), de kénnyen ellendrizhetGen
nem normalis.

1.3. Az A métrixnak a —2 haromszoros sajatértéke, a hozza tartozd sajatvektorok a
[—1,2, —4]T vektor szdmszorosai. Emiatt a métrix nem diagonalizalhato.

A B matrixnak az 1 egyszeres, a 2 kétszeres sajatértéke. Az 1-hez tartozd sajatvek-
tor pl. [1,1,—1]7, a 2-héz tartozo két linearisan fiiggetlen sajatvektor pl. [—4,0,1]7 és
[—2,1,0]”. Emiatt a matrix a

-1

1 -4 =2 1 -4 =2 1 00
1 0 1 B 1 0 1|=]10220
-1 1 0 -1 1 0 00 2
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modon diagonalizalhato.
A C maétrixnak harom kiilonb6z6 sajatértéke van, igy biztosan diagonalizalhato: 2,3
és 6. A hozzajuk tartozo sajatvektorok pl. [0,1,1]7, [1,—1,1]7 és [-2,—1,1]7. Igy a

matrix a
1

0o 1 =21 0 1 -2 200
1 -1 -1 c|1 -1 -1|=[0320
1 1 1 1 1 1 0 06

modon diagonalizalhato.

1.4. Azt kell megmutatni, hogy det(A —E)=0, mert ez pontosan azt jelenti, hogy 1 sajat-
értéke a matrixnak. A determinansok szorzasi szabalyat, valamint a méatrixok transzpo-
naltjanak és konstansszorosanak determinénsara vonatkoz6 szabalyt hasznalva kapjuk,

hogy
det(A —E) = det(A — AAT) = det(A) det(E — AT)

=det(E— A) =det(—(A —E)) = —det(A — E),

amibdl nyilvanvaléan kovetkezik mar az allitas.

1.5. A ¥ vektor tovabbra is sajatvektor lesz A\(1 — V' V) sajatértékkel, ugyanis
(A - MWWV =AV - MW V=) W - A\¥V)v=\1-vV)V.

Mivel a matrix szimmetrikus, igy a tObbi sajatirany méar mind merd&leges lesz az v vek-
torra. Emiatt tehat egy tetszGleges W sajatvektorra és a hozza tatozo p sajatértékre igaz,
hogy

(A = )MWWWW =AW - W W = W — 0 = W

azaz W az () matrixnak is sajatvektora lesz ugyanakkora sajatértékkel.

1.6. Tegyiik fel, hogy a méatrix n x n-es. A f6atlon kiviil nincsenek pozitiv elemek, igy
elegendd olyan g pozitiv vektort mutatni, melyre Mg pozitiv. Azt allitjuk, hogy a g =
[w(h),u(2h), ..., u(nh)]" vektor megfelels lesz, ahol u : [0,1] — R, u(z) = z(1 — x), és
h=1/(n+1). A g vektor pozitivitasa nyilvanvalo, tovibba Mg i-edik eleme

—u(h(i — 1)) + 2u(hi) — u(h(i + 1))
h2

=2,

hiszen a fenti képlet pontosan az u fiiggvény ¢h pontbeli mésodik derivaltjanak -1-szeresét
adja (lasd numerikus derivalas témakor). Igazdbol most az is elég lenne, hogy az érték po-
zitiv, ami konnyen latszik az u fliggvény konkavitasdbol, de a pontos értéket egy késébbi
feladatban hasznalni fogjuk.
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1.7. M-matrixoknak a f6atléiban pozitiv elemek allnak. Mivel a f6atloban pozitiv elemek,
azon kiviil pedig nempozitiv elemek allnak, igy a szigori dominancia miatt a métrixra ér-
vényes az Ae > 0 becslés. Ez viszont azt jelenti a Gersgorin-tétel szerint, hogy mindegyik
sajatértéknek pozitivnak kell lennie, azaz a matrix pozitiv definit.

1.8. Ha p olyan valés szam, amely nagyobb M minden f&atlobeli eleménél, akkor a
H = yE — M matrix nemnegativ matrix lesz, hiszen egy M-métrix f6atlojan kiviil nem
all pozitiv elem, ill. a féatlojaban nincs p-nél nagyobb elem. Igy az M = uE — H feliras
mar egy reguléris felbontés, hiszen az el6bb lattuk, hogy H > 0, masrészt pE invertalhato
és az inverze is nemnegativ. Mivel ez egy nemnegativ inverzi (M-matrixrol 1évén sz0)
matrix regularis felbontasa, igy o((1/u)EH) = o((1/p)H) < 1, azaz o(H) < p. Mivel
szimmetrikus matrixok sajatértékei valosak, és M sajatértékei p — (H sajatértékei)
alakuak, igy M minden sajatértéke sziikségképpen pozitiv. Ez mutatja hogy a matrix
pozitiv definit.

1.9. Mivel a métrix szimmetrikus, azt kell igazolni pl., hogy minden bal felsG sarok-
determinénsa pozitiv. Jeloljiik ezeket Dj-val, ahol k£ a determinansok méretét jelenti.
Lathato, hogy D, = 2, Dy = 3, tovabbé a determinansok kifejtési tétele miatt igaz, hogy
D,y = 2D, — D, 1, ahonnét a D, = n + 1 Osszefiiggést nyerjiik, ami nyilvinvaléan
pozitiv értéket ad minden pozitiv egész n-re.

1.10. Korabban lattuk (1.9. feladat), hogy a matrix éppen a masodik derivalt -1-szeresének
kozelitését adja. Innét johet az otlet, hogy kiprobaljuk sajatvektornak az vy, = sin(ikmh)
alaka vektorokat, ahol h = 1/(n + 1), ha a matrix n X n-es, tovabba k,i =1,... n.
Ekkor
(Mvy,); = —sin((i — 1)knh) + 2sin(ikwh) — sin((¢ + 1)k7h)

= —(sin(ikmh) cos(kmh) — cos(ikmh) sin(kwh)) + 2 sin(ikmh)

— (sin(ikmh) cos(kmh) + cos(ikmh) sin(kmh))

= 2(1 — cos(kmh)) sin(ikmh),

ami mutatja, hogy a megadott vektorok valdéban sajatvektorok és a hozzajuk tartozo
sajatertékek A\ = 2(1 —cos(kmh)). Megjegyezziik, hogy mivel minden sajatérték pozitiv,
ez is mutatja, hogy a matrix pozitiv definit (1.9. feladat).

1.11. Mivel a matrix ferdén szimmetrikus, igy AT = —A, tovabba a szerepl matrixok
kommutaldsa miatt igaz, hogy

E+A) ' E-AE+ATE-A)' =E+A)E-AE-A((E+AH

=(E4+A) ' (E-A)E+A)E-A)'=E,

azaz a transzponéltja lesz az inverze, igy a métrix valoban ortogonalis.
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1.12. Ha egy C maétrix felsé haromszogmatrix, akkor ¢ > j esetén c;; = 0.

Annak igazolasidhoz, hogy két fels6 haromszogmatrix szorzata is fels§ haromszégmat-
rix, tegyiik fel, hogy A és B is fels§ haromszogmatrixok, és szamoljuk ki a szorzat i-edik
soranak j-edik elemét a {Gatlo alatt (i > j)

(AB)U = Zaikbkj.
k=1
Itt a;r =0, ha k <4, és by; =0, ha k > j, azaz az ¢ > j egyenl6ség miatt a fenti Gsszeg
minden tagjaban valamelyik tényez6 nulla lesz, igy (AB);; = 0.

Most igazoljuk, hogy fels6 haromszogmatrix inverze is fels§ haromszogmatrix. Jel6lje
az inverz matrixot B, és tegyiik fel indirekt, hogy a j-edik oszlopban a f6atlo alatt van a
B matrixban nemnulla elem. Valasszuk ki a j-edik oszlopban a f6atlo alatt a legnagyobb
sorindexi nemnulla elemet. Legyen az a b;; elem. Tehdt ¢ > j és by; = 0, ha k& > ¢. Ekkor

n i—1 n
(AB);; = Z Qikbrj = Z ikbrj + @iibij + Z ik

k=1 k=1 k=i+1
Itt az els6 tag nulla, hiszen az A matrix fels6 haromszdg, a masodik tag nem nulla, mert
A invertalhato és b;; # 0, és a harmadik tag szintén nulla (ha van egyaltalan), mert
k> .

Megegyezziik, hogy az Allitds igazolhato az inverz matrix Gauss-eliminicidés meg-

hatarozasi modszerének felhasznaldsaval is tgy, hogy végiggondoljuk, hogy hol lesznek
nemnulla elemek az inverz matrixban.

1.13. Jeloljiik a T matrix elemeit ¢;;-vel. A métrixegyenléség két oldaldn 1é6vé matrixok
els soranak elsG elemét kiszamitva a

th=th +th+...+13,

egyenlGséghez jutunk, ami csak tugy teljesiilhet, ha T els6 soraban a f6atlon kiviil nullak
allnak. Hasonloan okoskodhatunk a tobbi f6atlobeli elem esetén, amib&l mar kévetkezik,
hogy T diagonéalis matrix.

Normalt és euklideszi terek

1.14.
1Oty = = 317) = § (bt yox 43— (= v x - 3)
= < (I 26,3) + Iyl = (el = 266, 3) + [1v]1%)
= (x%y).
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1.15.

Ix+yP+x—y|IP=(x+y.x+y)+(x—y,x—y)
= [x|I” +2(x,y) + ||y [I” + (Ix]I* = 2(x, y) + [l¥]*)
=2||x[|* + 2|ly]|*.

1.16. Az allitas kozvetlen kiovetkezménye a polarizacios egyenléségnek (1.14. feladat).

1.17. Az allitas trividlisan igaz, ha x vagy y nullvektor. Tegyiik fel, hogy egyik sem
nullvektor, és tekintsiik a

o(t) = (x+ ty,x + ty)

valos fiiggvényt. Ez a fiiggvény nyilvdnvaléan nem vehet fel negativ értéket, tovabba
érvényes, hogy
o) = |Ix|I” + 2t(x,y) + E*lly*.

Ez csak dgy lehet, ha a t-ben masodfoku kifejezés diszkriminansa nempozitiv, azaz
Ax,y)* = 4lx[*[lyl* < 0,
ami éppen az igazolando egyenlGtlenséget adja.

118,
Ix +yl? = (x +y,x +y) = [x[I* + 2(x, ) + [ly]*,

ahonnét egyszerre latszik, hogy az allitds pontosan akkor teljesiil csak, ha (x,y) = 0,
azaz a vektorok ortogondlisak.

Banach-féle fixponttétel

1.19. A T leképezésnek a Banach-féle fixponttétel szerint van egyértelmiien létez6 fix-
pontja (T a zart [a,b] intervallumbol ugyanebbe az intervallumba képez és kontrakeio).
Jeloljiikk ezt x*-gal. Meg kell mutatni, hogy x* F-nek is fixpontja, és hogy a fixpont
egyértelmd. Az

[F(@") = 2| = [F(T (") = T = [T(F (") = T < gl F(z7) — 27|

egyenlGtlenség csak ugy teljesiilhet, ha ||F(z*) — z*|| = 0, azaz ha F(2*) = x*, ami
azt jelenti, hogy x* F-nek is fixpontja. A mésodik lépésben felhasznaltuk, hogy T és F
felcserélhets, a harmadikban pedig azt, hogy T kontrakcio.

Az egyértelmiiséghez elég arra hivatkozni, hogy a T leképezésnek a Banach-féle fix-
ponttétel miatt pontosan egy fixpontja van, igy F-nek sem lehet egynél tobb, hiszen F
fixpontjai egyuttal T-nek is fixpontjai.
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1.20. A Lagrange-féle kozépértéktétel miatt tetszéleges x,y € [0, 00) szamokra

[F(x) = F(y)l = [F' ()] - |z =y,

ahol ¢ egy az x és y értékek kozé es6 megfelels szam. Mivel F/(£) = 1/2 — 1/£% és ennek
abszolut értéke nem lehet 1/2-nél nagyobb az [1, 00) intervallumon, ezért irhatjuk, hogy

|F(a) = F(y)l = [1/2=1/&| - | — y| < 1/2]z —y].

Tehat F valoban kontrakeio, és a kontrakeios tényezd valaszthat6 1/2-ednek. Ez a lehetsé-
ges legkisebb kontrakcios tényezd, hiszen ha x és y elegendGen nagyok, akkor |1/2—1/£2|
tetsz6legesen kozel keriilhet (alulrol) 1/2-hez. Teljesiilnek tehat a Banach-féle fixpontté-
tel feltételei, igy F-nek egyértelmien létezik fixpontja. F' fixpontjanak meghatarozasahoz
az F(z*) = 2*/2+41/2* = 2* egyenletet kell megoldani, melynek megoldasai 75 , = +v/2.
Ezek koziil csak az x* = /2 érték esik a [0, 00) intervallumba, igy az a fixpont.

1.21. Mutassuk meg elGszor, hogy nem lehet egynél tobb fixpont! Tegyiik fel indirekt,
hogy van két fixpont. Jeloljiik ezeket z*-gal és y*-gal! Ekkor, kihasznalva a feladatbeli, a
kontrakcios tulajdonsigot helyettesits feltételt, érvényes az aldbbi becslés:

la* =yl = [[F(2") = FOI < 2" ="l

ami nyilvanvalo ellentmondas. Igy nem lehet egynél tobb fixpont.

Azt, hogy a feltételek mellett nem feltétleniil van fixpont mutatja az F' : [1,00) —
[1,00), F(z) = x + 1/z figgvény. Ennek a fiiggvénynek nyilvanvaléoan nincs fixpontja a
[0, 00) intervallumon, viszont a feladatban szerepld feltételt kielégiti, ugyanis tetszéleges
z,y € [1,00) esetén a Lagrange-féle kozépértéktételt hasznéalva

[F() = Fy)l=le+1/z = (y+1/y)l =1 - 1/&]| | —y| < |z —yl.
1.22. Mivel
IT(e1) +y = (T(x2) +¥)|| = [[T(x1) = T(x2)[] < gllx2 = %af|,

ezért az x — T'(x) + y leképezés is kontrakcio V-n, igy pontosan egy fixpontja van.
Ezzel igazoltuk, hogy az egyenletnek mindig pontosan egy megoldasa lesz. Legyen a
megoldofiiggvény, azaz az a fiiggvény, amely az y elemhez hozzarendeli az egyenlet x
megoldasat, u. Azt kell megmutatnunk, hogy u folytonos. Tegyiik fel tehat, hogy egy
{y,} sorozat y-hoz tart! Igazoljuk, hogy ekkor u(y,) — u(y)! Mivel

[u(y,) = u@)l = [T (u(y,)) +y, = (T(uly)) +y)ll
< 1T (ulyn)) = (T(u(y)) +y, =)
<N (uly,)) = (T + ly, =¥l

< qllu(y,) = u¥)l + lly. = I,
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igy
1
[u(y,) —uly)l < 1—_qllyn -yl

amibdl mar kovetkezik az allités.

1.23. Elgszor igazoljuk, hogy van olyan 0 < ¢ < 1 szam, melyre |f'(¢)] < ¢ minden
¢ € [a,b] esetén! Tegyiik fel indirekt, hogy nincs ilyen ¢! Ekkor minden n € N esetén
létezik olyan ¢, € [a,b], melyre 1 —1/n < |f'(c,)| < 1. Mivel a {¢,} sorozat korlatos, igy
van {¢;, } konvergens részsorozata. Legyen ennek hatarértéke ¢* € [a, b])! Mivel a feladat
feltétele szerint f'(x) folytonos [a,b]-n, igy f'(¢*) = 1 lenne, ami ellentmond a feladat
feltételének.

Ezek utéan a feladat allitasa mér a Lagrange-féle kozépértéktételbol kivetkezik, ugyan-
is eszerint tetszéleges x # y € [a, b] esetén egy tolik fiiggs megfelels ¢ € (a,b) szamra

|f(z) = fy)]

= e,

azaz
[f () = F) < 1F ()] - [z =yl < qle —yl,

ami azt jelenti, hogy f kontrakcio.

Vektornormak

1.24. Az 1-es norma az elemek abszolut értékben vett osszege, azaz 1+|—2|+3 = 6. Az
euklideszi norma az elemek négyzetdsszegének gyoke, azaz /12 + (—2)2 + 32 = V/14. A
maximumnorma pedig a legnagyobb abszolat értékii elem abszolut értéke, azaz 3.

1.25. [[%|ly = 1+ 2+ ... 4 100 = 5050,

IX][2 = /12 + 22 +...,1002 = /100 - 101 - 201/6 ~ 581.6786,
1+2+...4 100 = 5050, ||X||c = 100.
1.26. Kételemii X = [z, y]T oszlopvektorok esetén a nevezetes norméak képletei a kovetke-
z6k: ||X|[1 = |z| + |yl, IX]l2 = 2* + ¥, ||X||cc = max{|z|, |y|}. Emiatt a sikon rendre azon
(x,y) pontok esnek az origd adott normaban 1 sugarta kornyezetébe, melyek koordinata-

ira rendre igaz, hogy |z| + |y| < 1, 2% + * < 1 ill. max{|z|, |y|} < 1. Ezek az alakzatok
rendre a 10.4 dbran lathatd tartomanyokat adjak kornyezetként.
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10.4. abra. Az orig6 1 sugart kornyezete 1-es, 2-es és co norméban.

1.27. Legyen X egy tetszéleges R"-beli vektor. Ekkor nyilvanvaloan ||X|l. < [|X[|1 és
IIX]|oo < [|X||2- A normak ekvivalencidja az alabbi egyszeri becslésekbdl kovetkezik

I%llso < [1%ll2 < VAo < ValRIL < nv/nlE oo = 1*|X|cc.

Megjegyezziik, hogy az 1-es és a 2-es norméara vonatkozoan a fenti becsléseknél élesebb
becslések is igazak. Nevezetesen

IXll2 < (%]l < VnlIx]l2.

A bal oldali relacio az

IRl = faa] + . feal < V0w o+ J2al? + 2aa]les] + . > (K2

becslésbdl, a jobb oldali pedig a szamtani és kvadratikus kozepek kozti egyenlGtlenséghbol
kovetkezik.

1.28. Ha a norma skalaris szorzatbdl szarmazna, akkor teljesitené a parallelogramma
egyenléséget (1.15. feladat). Igy ellenpéldat kell mutatnunk. Tekintsiik pl. az €, és @,
egységvektorokat! Ezekkel

2= |1+ &% + e — &% # 20615 + 2l[ells = 4,
igy a maximumnorma nem lehet indukalt norma. Tovabba
8 = [ler + &7 + [[&1 — &llf # 2[& I + 2[[eall; = 4,
azaz az l-es norma sem lehet indukalt norma.
1.29. Az allitas az aldbbi becslésbdl és a rendér-elvbdl kovetkezik:
Koo = /IR < 1%l = /lo1l + -+ Jzal? < /)] < &nlRlloe = 11K oo,

ha p — oo.
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1.30. Tekintsiik az
P b
fla) = R
p q

valos fliggvényt a nemnegativ a szdmokon. Vizsgaljuk meg ezt a fiiggvényt! Az
flla)=a"'—b=0
egyenldség csak az a = b'/P~Y pontban teljesiil, itt

f(bl/(p—l)) X (1 4 1) — b7 =0,

p q

tovabba a = b'/(P~D_té] jobbra szigortian monoton nové a fiiggvény, balra pedig szigo-
rian monoton csokkend, f(0) = b%/q > 0. Ebbdl latszik, hogy f(a) > 0 a teljes [0, 00)
intervallumon, ami atrendezve éppen a keresett egyenlGtlenséget adja.

Most térjiink at a Holder-egyenl6tlenség igazolasara! Az allitas nyilvanvaléan igaz,
ha p vagy q értéke 1, vagy ha X vagy y nullvektorok. Tegyiik fel, hogy 1 < p,q < oo és
hogy egyik vektor sem a nullvektor. Legyenek X és ¥ olyanok, hogy |x||, = ||¥ll, = 1.
Ekkor a Young-egyenl6tlenség alkalmazasaval kapjuk, hogy

i X5 yig 1 1
<Z|IZ||%|<Z( L il )ZH Iy, Il 1 1,

p q p q

Altalanos esetben (||X||, = || ¥, = 1 valamelyike nem teljesiil) alkalmazzuk a fent nyert
becslést az X/||X||, és ¥/||¥ll; vektorokra, melyek p és ¢ norméja most mar egységnyi:

&/ X, ¥/117 1) < 1,

ahonnét ||x||,||¥|l,-val valo szorzas utan éppen a Holder-egyenléStlenséget nyerjiik.

1.31. A normaaxiomak koziil az elsé kettd trividlisan teljesiil. Csak a harmadik teljesiilését
(haromszog-egyenlstlenség) kell megmutatni, azaz azt, hogy 1 < p < oo esetén

1%+ 31l < X, + 171l

Ez éppen az un. Minkowski-egyenlGtlenség, melyet az alabbi médon igazolhatunk. Ha
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|X +¥ll, = 0, akkor trivialis az allitas, kiilonben pedig az alabbi becsléseket tehetjiik:

n

IR+ ¥I15 =D o+ 9P <D laa+ walP (il + i)
i=1 i=1

= Z il + il + Z il + yaP~
=1 =1

< (IIxll, + Hpr)i D L+ gD
=1

= (Il + 171lp) ¢| Dl + il
=1

= (Il + 1711 + 7112/,

ahol a masodik sorbol a harmadikat a Holder-egyenlGtlenség segitségével nyertiik. Az
els¢ tagban azt pl. az (|zy1],...,|z.])" és (|1 + i [P7Y ... |20 + yu/P™1)T vektorokra
alkalmaztuk.

Ezek utan a keresett egyenldtlenséget ||X + |2/

-val valo osztas utan nyerjiik, hiszen
X+

I%+¥5

= Hi“f'pr < Hin + Hy”m
amit igazolni szerettiink volna. Azaz a p-norma valéban normat ad meg.

1.32. A normaaxiomékat kell leellenérizni kihasznélva, hogy || - || normaként teljesiti a
norma axiomait. Nyilvanvaloan ||X||4 = ||AX|| pontosan akkor ad nullat, ha AX = 0, ez
pedig pontosan akkor teljesiil, ha X a nullvektor, hiszen A invertalhato.

Tovabba tetszbleges a € C esetén

lax]la = |A(ax)|| = la(AX)]| = |af - [|AX]| = |af - [X]|.4.

Igy a masodik axioma is teljesiil.
A harmadik axiéma érvényessége az alabbi becslésbdl lathato (két tetszéleges X, ¥ €
R™ vektor esetén):

X +¥la=AK+Y) = |AX + AY[| < |AX]| + [[AY]] = [IX]la + [I¥]l4-

Matrixnormak

1.33. A norma axiomai koziil az els6 ketts trividlisan teljesiil. A harmadikhoz pedig az

A+ B = ng@x\azj + byj| < Hll?X(|aij| + [bi]) < max |agj| + max |bij| = [|A]l + || B]
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becslésbdl kovetkezik.
A norma nem szarmaztathatoé vektornormabol, ugyanis az 1.1. tételben nem teljesiil

a harmadig tulajdonsag pl. ha A-t is és B-t is a csupa 1 matrixnak valasztjuk. Ekkor
|A[l = [B]| =1, de [[AB[| = n.

1.34. A becslések egyszertien kivetkeznek az 1.27. feladat eredményébdl.

1.35. A norma axiémaéi koziil az elsG kettd trividlisan teljesiil. A harmadik becslés pedig
a Minkowski-egyenlGtlenség kovetkezménye (lasd 1.31. feladat).

A Frobenius-norma amiatt nem lehet indukilt norma, mert akkor az egységméatrix
normajanak 1-nek kelle lennie, viszont |E||r = v/n.

1.36.

n n n

(ATA)i = > (AD)i(A)s = D (M)A = Y (A,

k=1 k=1 k=1
azaz az i-edik oszlop négyzetosszege. Azaz a fGatlobeli elemek Gsszege megadja az Gsszes
oszlop négyzetdsszegét, azaz a Frobenius-normat.
Legyen B = STAS, ahol S ortogonalis matrix. Hasonlé matrixok sajatértékei meg-
egyeznek, igy a trace-iik is megegyezik, mert az a sajatértékek osszege.

|B||% = trace(B'B) = trace(STAT(SST)AS)

= trace(ST (AT A)S) = trace(ATA) = ||A|%.

(Itt azt is kihasznalhattuk volna, hogy a méatrixok ciklikus permutacioja soran a trace
nem valtozik.)

1.37. Jeldlje a;, az A matrix i-edik sorvektorat! Ekkor a Cauchy—Schwarz-Bunyakovszkij-
egyenlGtlenséget hasznalva

n

n
IA]3 =) (@.%)° <) l&l3lxl; = IxIZIA%.
i=1

i=1

Ezt szerettiik volna megmutatni.

1.38. Jelolje altalanosan egy C matrix j-edik oszlopat (C),;. Ekkor

IAB[I% = > [(AB),5 =Y AB),l5 < D IAIFIB15 = IAIFIB,
i=1 j=1

Jj=1

ahol felhasznaltuk az 1.37. feladat eredményét.
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1.39. Legyen Vv egy A négyzetes matrix egy sajatvektora és A a hozza tartozo sajatérték.
Ekkor igaz, hogy AV = Av. Jobbrdl szorozzunk v'-tal, majd vegyiik mindkét oldal
normajat:

| AT = ]!
A bal oldalt becsiiljiik a szubmultiplikativ tulajdonsag alapjan, a jobb oldalon pedig a
norma egyik axiéméjat hasznélva:

JAL- 997 > AV = A - [¥97 .

Mivel ¥ # 0, igy |[vWl]| # 0, és ezzel a tényez6vel osztva adodik, hogy a sajatérték
abszolit értéke nem lehet nagyobb, mint a norma. Igy ez igaz a spektralsugéarra is.

Mivel ||A]l; = ||A|lo = 1.1 és ||Al|r = v/0.52 + 0.52 + 0.62 4 0.12 &~ 0.93, ezért csak
a Frobenius-norma értékébdél kovetkezik, hogy a spektralsugar kisebb, mint 1.

1.40. Mindegyik esetben a fGatlobeli elemek legnagyobb abszolut értékét kapjuk eredmeé-
nyil: |D|| = max; |d;|. Jeloljik az egyszertiség kedvéért ezt az értéket D-vel!
1-es norma esetén: mivel

D[y =) " |daz;| < DY |ail,
=1 7

igy ||DJjs < D. Ha az X vektort €;-nek valasztjuk, ahol j az az index, melyre |d;;| = D,
akkor |DX||; = D, ami mutatja, hogy ||D||; = D
Az allitds maximum- és euklideszi normaéra is hasonldéan igazolhato.

1.41. Legyen A € R™ " egy adott matrix és X € R" egy tetszdleges nemnulla vektor.
Ekkor

[AX], = Z

=1

E :amxj

7=1

n n n
< (.max Z|%‘|> > gl = <.maX Z|%|) %],
j=1,...,n — — 7j=1,...,n —

< ZZ‘Q%JH%’ = ZZ|CLZJH37J| = Z <|%|Z::‘azg|> <

=1 j=1 7j=1 =1

'''''

tatni, hogy van olyan X E R™ vektor mellyel a fentl becslésekben egyenldségek sze-
repelnek. Tegyiik fel, hogy a > 7, |a;;| Osszeg a jo oszlopban a legnagyobb. Ekkor az
Xo = €j, iy |aij,| valasztas megfeleld, ugyanis

n n n
|AXol: = (E |aij0|> E |aijo| = (H%ax E |az’j|> 1Xol]1-
ji 7"'7n
=1 =1 =1

Itt €, a jo-adik egységvektort jeloli, azaz azt az n elemd vektort, melynek jp-adik eleme
1, a tobbi pedig nulla.
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1.42. Legyen A € R™" egy adott matrix és X € R" egy tetsz6leges nemnulla vektor.
Ekkor

n
E aijxj

j=1

HAEHOO = max
T

n n
<max Y ag| 2] < max ) ] max ||
(] K3
j=1 j=1

n
= (ml?x |xk|> mzasz:; ;|
ami mutatja, hogy ||Allc < max;—__, Z?Zl |a;j|. Az egyenldséghez azt kell megmutat-
ni, hogy van olyan X, € R" vektor, mellyel a fenti becslésekben egyenlGségek szerepel-
nek. Legyen 7y annak a sornak az indexe, melynek abszolat értékben vett 6sszege éppen
maxi—1_ n Y5 |aij|. Valasszuk Xo-nak ezek utan a sgn([ai,1, . . ., ain]") vektort! Ezzel

n n
> aij(wo);| = m?XZ |aij] -
=1

J=1

l1AX) |00 = mzax

Ezzel igazoltuk az allitast.

1.43. Az A" A matrix hermitikus és pozitiv szemidefinit. Az hermitikussag nyilvanvalo,
a pozitiv szemidefinitség kovetkezik az X AY AxX = ||AX||2 > 0 egyenlStlenséghsl. Az
hermitikussag miatt a matrix diagonalizalhato, azaz A7 A felithato ATA = VAVH
alakban, ahol V megfelel6 unitér matrix, A pedig a nemnegativ valos sajatértékeket
tartalmazo diagonalis matrix. Igy

|A%[3 xYA"Ax VAV |[VAVIX[]
%13 |1x]13 113 113
IVAVT 3113

X113

= [IVA|3 = o(A"A).

A VA matrix az a diagonalis matrix, melynek f6atlobeli elemei A megfelels elemeinek
gyokei. Az A¥ A matrix legnagyobb abszolut értéki sajatértékéhez tartozo sajatvektort
valasztva X-nek pont egyenlGség van. Igy az allitas valoban igaz.

1.44. Az, hogy a hozzarendelés normat ad meg kévetkezik az 1.33. feladat eredményébdl.
A szubmultiplikativitas pedig az alabbi médon lathatd be.

n n
|AB]| = nmax |(AB);| < ”HZR;XZ |airbr;| < nHZl%;XZ |ire|| b
’ k=1 " k=1

<n-n- H}E}X]amnﬁﬂbij\ = [|Al[/B].
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1.45. Jelolje a matrixnormat || - [|! Definidljunk egy vektornormat egy tetszéleges ¥ # 0
vektor segitségével az alabbi modon: ||X|| = ||y ||! Lathato, hogy ezzel a vektornorméaval
konzisztens a méatrixnorma, ugyanis

lax| = |Axy"|| < [|A[l - [I=7" ]| = [lA[l]=].

1.46.

|ABX|| A [}IBx]| IBx]|
—— <sup———— = [[A[|sup T—= = [[A[[[[B]| = [[A]].
[E3| I Y 20 X

1.47. Mivel B szingularis, igy van olyan X # 0, melyre Bx = 0. Erre az X vektorra:

|AB|| = sup
%40

A'A-Bx=%X,
azaz
A llA = BJ[x]| > [A™(A - B)x| = X[
majd ||X||-szel osztva és atrendezve kapjuk a bizonyitandé allitast.
1.48. Azt igazoljuk, hogy tetszéleges pozitiv € szamhoz van olyan ng index, hogy minden

k > ng esetén
o(A) < [[AK[VF < o(A) +e.

Ebb6l ugyanis az allitds mar kovetkezik.

A bal oldali egyenlstlenség igazolsa: ||A"|| > o(A*) = (o(A))*, azaz o(A) <
LA/,

A jobb oldali egyenlétlenség igazolasa:

(aree) = (as) <

()

elemenként nulldhoz tart, azaz barmilyen norméaban is nullahoz tart. Igy elegendéen nagy
k-ra a matrix normaja kisebb lesz 1-nél. Azaz ilyen k értékekre

[

amit atrendezve a jobb oldali egyenlGtlenség kovetkezik.

Emiatt

— )
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1.49. Legyen y € R* egy tetszéleges nemnulla vektor! Ekkor

Al

AR5
I i 0 | X
; T e Tl
[O}EW 0

1.50. Megoldas I: A C matrix egy M-maétrix, hiszen a f6atlon kiviil nincs pozitiv ele-
me é¢s a g = [1,1,1]7 vektorral beszorozva a [0.7,0.8,0.7]7 pozitiv vektor adodik. Az
M-matrixok invertalhatok, tovibba a szimmetria miatt az 1-es norma megegyezik a ma-
ximumnormaval. Igy az M-matrixok inverzének becslésérsl szolo tétel alapjan:

| AX]2

= |AD]2.

|Alla = sup =

xeRrz0 ||[X|2

2

_ - 1
1C7 1 = |C 7o < o7 = 143

Megoldas II: A C matrix tulajdonképpen az egységmatrix

0 -01 -0.2
R=|-01 0 =01
-0.2 =01 O

matrixszal valo perturbacioja. A 3.2. tétel alapjan, mivel |R|; = 0.3 < 1, azért E + R
invertalhato és

IC7H; < = 1.43.

1-0.3
1.51. Az eredményeket MATLAB-bal szamitva az alabbi tablazat adodik.

Az inverz norméja
.0000e+000
.8000e+001
.0800e+002
.3620e+004
.1328e+005
.1865e+007
.7996e+008
.2463e+010
.8871e+011
.2070e+013

©O© 00 NO O b WNNE-B
=W W R DR D e

[
o

1.52. |H|ls = o(H) = 1.5671, |[H||; = ||H]|- = 2.2833.

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatér tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

150 MEGOLDASOK - ELOSISMERETEK

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatéar tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

Modellalkotas és hibaforrasai

Feladatok kondicionaltsaga

2.1. A feladat akkor korrekt kittizést, ha |d| > 2. Ez a szerepld fiiggvények folytonossaga-
bol kovetkezik. A d = +2 értékek sem megfelel6k, mert ezeknek nincs olyan kérnyezetiik,
melyben egyértelmi megoldéas lenne. A kondicioszam:

| = 1+ 5o=2d| - |d] d|

/ﬁ?(d) _ 2v/d?—4 _

| —d+d> — 4 2 —4

Ez akkor lesz 100-nal nagyobb, ha 2 < |d| < 1/40000/9999. Ilyen d pl. a d = 2.0001. A
feladat jol kondicionalt, ha |d| nagy és rosszul, ha értéke kozel van 2-hoz.

2.2. Az v megoldas az x = 1/(1 — d?) alakban irhato. Igy a relativ kondiciészam

2d>
S )

ami mutatja, hogy 1 kozeli d értékekre a feladat rosszul kondicionélt. A d = 0.99 értékre
k1(d) = 98.5. Mivel x +y = 1/(1 + d) = Ga(d), igy

d

D=1

azaz a megoldasok Osszegének kiszamitasa jol kondicionalt. A d = 0.99 értékre ro(d) =
0.4975. (Megjegyezziik, hogy ha d kézel van 1-hez, akkor = és y két abszolut értékben nagy
szam, ellentétes elGjellel, melyek 6sszege kb. 2, igy x + y kiszamitasakor kiegyszertisodés
léphet fel. Ez viszont méar a numerikus szamitas tulajdonsiga és nem az eredeti feladaté.)

2.3. A képlet alapjan = = v/d + 1—+/d, azaz a megoldofiiggvény G(d) = v/d + 1—+/d. In-
nét lathatd, hogy minden d > 0 esetén a feladat korrekt kitiizést. A relativ kondicioszam
a k(d) =|d-G'(d)/G(d)| képlettel szamithato. Erre, egyszertisitések utan, a
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eredményt kapjuk, ami minden pozitiv d esetén legfeljebb 1/2 lehet. Ez mutatja, hogy
a feladat minden d > 1 esetén jol kondicionalt (hiszen maximum fele akkora szézalékot
valtozik x, mint d).

2.4. Azokban a d pontokban, melyekben a kondicidszamok értelmezheték

() = 149 @] |4 (f(D) - 9(d) + £(d) - g(d)]
To (f - 9)(d)] £(d) - g(d)]

azaz a szorzat kondicidszama a két kondicioszam Gsszegével becsiilhetd feliilrél.

< kg(d) + ry(d),

2.5. Az egyenletrendszer megoldasa d # +1 esetén
1 —d

r=— y=1—0

1—d 1—d¥

igy a feladat d # £1 esetén korrekt kittizésti. A megoldofiiggvény tehat
1 —d
Gd)=|——s,——| .
0= |i—e )
A kondicioszam a (2.1) képlettel szamithato.

[[2d/(1 — d?)?, —=(1 + d*)/(1 — d&*)*][|os - |d|

K(d) = II[1/(1—d?),—d/(1 —d?)]|e

1@ -, ha |d| > 1,
T+ @)d/)L - d?|, hao<]|d <1,

ha pedig d = 0, akkor az abszolut kondici6szam szamithatd: Keps(0) = 1.

A gépi szamabrazolas

2.6. A pontosan abrazolhato szamok a kiévetkezdk: 0, 0.01, ..., 0.09, 0.1,..., 0.9, 1, ..,
9, 10, 20, ..., 90, 100, 200, ...,900, és ezen szamok -1-szeresei. Igy tehat a legnagyobb
abrazolhato szam a 900, a legkisebb pozitiv dbrazolhato szam a 0.01, a gépi epszilon
pedig 0.01.

2.7. fi(1/3) = 0.3, fi(1/900) = 0, f1(20-200) = Inf, fI(((24+0.1) +0.1) +---+0.1) = 2,
A(((0.14+01)4+0.1)+---+0.1)+2) = 3.

2.8. a) F(1,0,3) , b) F(3,0,0), ¢) F(1,-3,0), d) F(4,0,3).
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2.9. a) 2.2 - 3.45 = 7.59 abrazolaséhoz az F(3,0,0) szamrendszer kell. b) az 1/80-0.0125
abréazolasihoz az F(3,-2,1) szamrendszer sziikséges. ¢) 2 x 10* - 7 x 10> = 1.4 x 10°
szamitasahoz az F(2,2,5) szamrendszerre van sziikség.

2.10. A szamabrazolas hibait vessziik figyelembe. Igy

. w(1+6,)
=yars) T

ahol |0,,|0,], 0] < u. Ekkor az abszolit hiba

. x(1+ 6, T
\z—z!z‘g(l—l—é)——
y(1+4,) y
1 2
<Z (1+v) —1‘:E‘(u2—|—2u—|—1)(1—1—u+u2—|—...)—1|zz?)u,
y| 1—u Yy Yy

ahol u magasabb hatvanyait elhagytuk. Az abszolat hiba jelentds lehet, ha z joval na-
gyobb y-nél. A relativ hiba 3u, ami a gépi pontossag nagysagrendje.

2.11. A kiszamolt érték (mindig hatjegy( mantisszara kerekitve): —2 x 1073. A hiba
a kiegyszertisodés miatt 1ép fel, két kozeli szdm kivonasa miatt. Ez elkeriilhet§ kozos
nevezére hozassal és egyszertisitéssel. Igy

—2a
1—2a’

melynek eredménye —2.00401 x 1073.

2.12. Természetesen nem. Valahanyadik tagtol az 1/n értékek mar kisebbek lesznek e¢-
nal, igy a szamitogép ezeket mar nullanak fogja tekinteni. Az adott esetben - mivel csak
normélalakban 1év6 szamokat tudunk abrazolni - a legkisebb abrazolhatd pozitiv szidm
0.1, igy csak az 1 +1/2+ ...+ 1/10 6sszeget kell kiszamolnunk. Mindig figyelembe véve
a hasznalhatoé mantisszahosszt (a tortek szamitasakor és az Osszegzéskor is), Osszegnek
2.9-et kapunk.

2.13. A cos(0.7854) érték 6-jegy(i mantisszéra kerekitve: 7.07105 x 10~!. Ennek négyzete
4.99997 x 107, Hasonloan sin?(0.7854) = 5.00002 x 1071, Igy £(0.7854) ~ —5 x 1076, A
pontos f(0.7854) érték —3.67321 x 107, A relativ hiba tehét 0.3612. Ez nagy relativ hiba.
Oka az, hogy két kozeli szamot vontunk ki egymashol a szamolas soran. Ez elkeriilhetd

az f(z) = cos(2z) formula alkalmazasaval. Ezzel, szintén hatjegy mantisszara kerekitve,
—3.67321 x 107 adodik a szamolas soran. Ennek sokkal kisebb a relativ hibaja.
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2.14. A gydkjel alatt az a®> — 4b = 2.5 x 107 — 4 értéket kellene kiszamitani, amire a
MATLAB 2.5 x 10'"-ent fog adni (g, ~ 2 x 10716). Ezért a két gyok x; = 5 x 10° és
x9 = 0. Nyilvanvalo, hogy z; relativ hib4aja kicsi, mig az x, gyoké nagy. Jobb eredményt
érhetiink el, ha észrevessziik, hogy a két gyok szorzata (Viéte-formula) 1, igy x2 jobban
szamolhat6 tgy, hogy x; reciprokat vessziik. Igy x5 = 2 x 107 adodik. (Hasonléan jo
megoldas a szamlalo gyoktelenitése is a konjugalttal valo szorzassal és osztassal.)

2.15. A szimpla pontossagu kettes szamrendszerbeli szdmok esetén a mantissza Ggy néz

ki, hogy 1-es szerepel a ,kettedespont" elGtt, utana 23 biten szerepelhetnek 1-esek ill.

nulldk. Az a + b Osszeg szamitogépen szamolt értéke akkor marad a, ha b kisebb, mint

2724 (Ekkor mar kerekitve sem valtoztat a mantisszan.) Azaz 1/(k + 1)? értéke akkor

nem adodik hozza s,-hoz, ha k legalabb 4096. Igy a megadott érték, azaz 1.6447253, lesz

a szamitogépen szamolt hatarérték, azaz az eltérés m2/6 — 1.6447253 = 2.0877 x 1074
Jobb eredményt kapunk, ha forditott sorrendben adjuk Gssze a sor tagjait. Pl.

1
2. &

i=nmax:—1:1
ahol nmax lehet joval nagyobb, mint 4096.
2.16. A 0.1 szam értéke kettes szamrendszerben

2 =1.100110011001100110011001100... - 274,
szimpla pontossagi lebegdpontos szamként (melynél a gépi pontossag u = 272%) pedig
fl(z) = 1.10011001100110011001101 - 27,

(Itt az utolso szamjegy kerekitett lett.) Vonjuk ki fi(x)-bdl z-et. Azt kapjuk, hogy
(2723 o 2724 o 2725 o 2728 . 2729 - ) . 274 — 2724(273 o 274 o 275 - 278 o 279 - )

1
=2724(1/8 = 1/10) = 27 —.
(1/ /10) 10
Emiatt
x— fllx) —27*/40 1
+ 01 4™
2.17.

A feladat megoldhaté pl. az

y=2*sqrt (2);

for k=2:31

y=2" (k+1) *sqrt ((1-sqrt (1- ((2°-k) *y)~2))/2);
fprintf(°%16d  %13.12f\n’,2"(k+1),y);

end
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szkript segitségével. Az eredményt az alabbi tablazatban adjuk meg.

Csiicsszam Félkeriilet
4  2.828427124746
8 3.061467458921
16 3.121445152258
32 3.136548490546
64  3.140331156955
128 3.141277250933
256 3.141513801144
512 3.141572940368
1024  3.141587725280
2048 3.141591421505
4096 3.141592345611
8192 3.141592576545
16384  3.141592633463
32768 3.141592654808
65536 3.141592645321
131072 3.141592607376
262144  3.141592910940
524288 3.141594125195
1048576 3.141596553705
2097152 3.141596553705
4194304  3.141674265022
8388608 3.141829681889
16777216 3.142451272494
33554432 3.142451272494
67108864 3.162277660168
134217728 3.162277660168
268435456 3.464101615138
536870912  4.000000000000
1073741824  0.000000000000
2.147484e+009 0.000000000000
4.294967e+009 0.000000000000

Innét jol latszik, hogy bar a sorozat az elején m-hez konvergalonak tiinik, néhany lépés
utan a sorozat nullavéi valik, azaz teljesen hibas hatarértéket ad. Ennek oka a kiegysze-
riisoédés, ugyanis az iteracié képletében két 1-hez kozeli szamot vonunk ki egyméasbol. A
modositott iteracié mar m-hez konvergélo sorozatot allit eld.

2.18. Azt kapjuk eredményiil, hogy a kiegyszertisodés miatt (pozitiv és negativ szamokat
adunk Ossze ugy, hogy az Osszeg nagyon kicsi lesz) tobb nagysagrendnyi eltérés van a
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pontos érték és a szamitott érték kozott. Az n érték novelésével az Gsszeg a MATLAB-
bal szamitva 8.0866e — 007-hoz konvergalonak tiinik (majd egy adott n-t6l a MATLAB
méar NaN értéket ad). Ez az érték nagyon messze van a tényleges 1.3888¢ — 011 értéktdl.
Ezt az értéket igy kaphatjuk meg pontosabban, hogy e?-it szdmoljuk ki. Ebben nincs
kiegyszertisodés, majd pedig vessziik a kiszdmolt szam reciprokat.

2.19. Minden szamolast ugy végziink el, hogy kiszamoljuk pontosan, majd az eredményt
4-jegyi mantisszara kerekitjiik (tulajdonképpeni normalalak 3 tizedesjeggyel). A megol-

dasok

1634 4+ /16342 — 4 - 2

5 :

Az x9 megoldas értéke amiatt nulla, mert a megoldéképletben szerepls gyokjel alatti
kifejezésben nagy szambol vonunk ki kicsit, ami nem fog valtoztatni az eredmény man-
tisszajan. Igy a gyok értéke éppen 1634 marad, és kivonas utan nullat kapunk a szamla-
loban (kiegyszertisodés). A képlet alapjan x; értéke 1634-nek adodik. Mivel a gyokok és
egylitthatok kozotti Osszefliggésbdl xi1xy = 2, igy x1 értékébsl xy = 2/ adodik, amire
az 1.224 x 1073 értéket kapjuk (a korabbi nulla helyett).

T12 =
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Linearis egyenletrendszerek megoldasa

Kondicionaltsag

3.1. Valasszuk B-nek a
11
»=[11]
matrixot. Ekkor ||A |, = 2.01 és az 1.47. feladat eredménye miatt ||[A ™|, > 100, igy a
Koo (A) > 201 becslést nyerjiik. Mivel ||A™!||o = 201, igy a keresett kondiciészam 404.01.

3.2.

-6 12

igy K1(A) = ko(A) = 1.5 - 18 = 27, és ko(A) = 1.2676/0.0657 = 19.3 (A legnagyobb és
legkisebb sajatértékének hanyadosa).

Legyen X* az AX = b egyenletrendszer megoldasa. Ekkor b-t 1%-kal megnévelve az
A(X* + %) = 1.01b egyenléséghez jutunk, ahol dX becsiilendé maximumnorméaban. A
fenti egyenléseghsl AdX = 0.01b adodik, azaz

o4,

0%l = 0.01] A™"blloc < 0.01 A7 [loo [l = 0.01 - 18[b]oc = 0.18||D||oc-
Ezzel a kivant becslést kaptuk.
3.3. Mivel ortogonéalis matrixok 2-es normaja 1, igy a kondiciészamuk is nyilvan 1 2-es

norméban. A masik irany pedig nem igaz. Pl. az A = 2E matrixra k2(A) = 1, de nem
ortogonalis, hiszen A™" = (1/2)E # A”.

3.4.
Iv—all AT —A"b/(1+o)] _[ATBA—-1/1+0)]
Il Il Il
_ ¥/l _ e/t IVl _ ’ c
Il Il L+ec

157
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3.5. Az AX = b é&s AX* = b + b egyenl6ségekbdl kivonas utan kapjuk, hogy
A(X* —X) = ob,

amibdl

g

—x=A"1b
adodik. Tehéat B B
[x* — x| = |[A"0b]| < [[A7Y]| - [|6b].

Ezen becslés alapjan, ha az
1 2 |_ |5
2 1|7 |0

linearis egyenletrendszer jobb oldalahoz hozzaadjuk az [eq, &9
megvaltozasa 2-es normaban maximum

€1

€9

1 2 17!
9 —1
2

1 2] 1[-1 -2
2 -1 5| -2 1
matrix szimmetrikus, igy 2-es norméja megegyezik a spektralsugaraval. A
(1/5—=X)(=1/5—=X)—4/25=0

egyenletet kell megoldani. Ennek megoldasai £1/v/5. Igy a spektralsugar 1/v/5.

A &b vektor kettes normaja \/e? + €2, melyre v/2 - 107* egy megfelels felsG becslés.
A megoldas megvaltozasara vonatkozé megfelel felsé becslés tehat

|7 vektort, akkor a megoldas

2

lehet. Mivel az

L VB 107 ~ 6.3246 - 1077

7
3.6. Induljunk ki egy tetszéleges X vektor esetén az A(X —X*) egyenldséghdl, ahol X* az
AX = b egyenletrendszer megoldasa. Ekkor A(X —X*) = AX —b = —T, azaz ||A||||xX —
x*|| > |Ir|| valamilyen vektornormaban és az altala indukalt matrixnormaban. Masrészt
X —Xx = —A7'T, azaz |[X — X*|| < ||A7Y|[|T]|. A fenti két egyenlStlenségh6l az aldbbi

becsléseket kapjuk:

22N [ p—— 1y

= S IE = < AT

]
Ez mutatja, hogy abbdl, hogy a maradékvektor kicsi norméjt, csak akkor kévetkezik,
hogy az X vektor kozel van az egyenletrendszer megoldasahoz, ha ||A™!|| kicsi.

A példaban [|Alle = ||A7 o = 144, igy az elsé X vektorra vonatkozo felss becslés
144 - 0.01 = 1.44, a masodikra vonatkoz6 pedig 144 - 1.44 = 207.36. Ennek ellenére a
mésodik vektor van kozelebb a pontos megolddshoz, ami X* = [—1,1]%.
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3.7.
IA]3 = o(ATA) < [ATA ] < JAT[[w[[A e < [JAL]JA o

ahol felhasznaltuk, hogy egy matrix maximumnormaja megegyezik a transzponaltjanak
1-es normajaval. A mésodik allitas az elsd allitas segitségével

ry(A) = [AIZIATHE < Al Al AT R IAT o = #1(A)ro(A)
modon adodik.
3.8. A becslések kozvetleniil kdvetkeznek az 1.34. feladatban igazolt becslésekbdl.

3.9. A matrix determinansa minden n esetén 1, maximumnormaja pedig n. Mivel a
matrix inverze

1 20 ot .. 2n2 7]
0o 1 20 ... 9on3
: . .1 20

000 0 0 1 |

alaki, igy inverzének maximumnorméja 2" !, azaz a matrix kondiciészama n2" 1. Lat-

¢ mi rminans mindi ndicioszam n novelésével exponencialisan
hato, ho a dete ans dig 1, a kondici6sza ovelésével exponencialisa
novekszik.

3.10. Az egyenl6tlenség nyilvanvaloan kovetkezik abbdl, hogy indukalt matrixnormékban
a kondicioészam nem lehet kisebb 1-nél.

Az egyenl@ség igazolasahoz elGszor lassuk be, hogy egy négyzetes, invertalhatéo mat-
rixra ||Ally = [|AT]2. Ez egyszeriien kovetkezik abbol, hogy az AAT ¢s AT A matrixok
karakterisztikus polinomjai megegyeznek, igy spektralsugaruk is azonos:

det(ATA — AE) = det(AT) det(A — N(AT)™)
=det(A — AM(AT) ) det(AT) = det(AAT — AE).
Ezek utan a feladatban szerepld egyenléség az alabbi modon igazolhato:
ry(ATA) = [ATASII(ATA) TS = o((ATA)ATA)o((ATA) T (ATA)T)
= 0*(ATA)*(ATA)T) = [AllIAT) ]2 = AN AT]; = r3(A).

3.11. Tegyiik fel, hogy A és B ortogonalisan hasonlok, azaz 1étezik olyan S ortogonélis
matrix, mellyel B = STAS. Ekkor

IB]3 = o(B"B) = o(S"ATSS"AS) = o(STATAS) = | AS||; = A3,

ahol kihasznaltuk a 2-es norma képletét, ill. hogy ortogonalis méatrixszal vald szorzas nem
valtoztatja meg a 2-es normét.
A masodik egyenlGség az el6bb igazolt egyenléség kdvetkezménye.
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Direkt modszerek

3.12. Mivel |da;;/a;;] < 0.01% = 107, azaz [da;;| < 1074y, ezért [[0Alloo/[|Allee <
10~*. Hasonloan kapjuk, hogy [|dblloo/||bllec < 107%. A maétrixokrol leolvashato, hogy
|Alloc =4 65 ||[A7||oo = 1.9. Ebbé] a 3.1. tétel alapjan kapjuk, hogy

4.1.91
1—4-191-104

0% oo/ [[%[ o0 < (107* + 107*) = 0.00153.

3.13. Mivel a métrix elemei nem hibéval terheltek, igy [[JA[| = 0, valamint a szovegbdl
kideriil, hogy ||0b|lc = 0.1, ko (A) = 11-0.2824. A 3.1. tételt alkalmazva a relativ hibara
0.1035 adodik.

3.14. A matrix LU-felbontasat a (Gauss-eliminacios eljaras soran kaphatjuk meg, igy
lényegében az egyenletrendszert kell csak megoldanunk.
Az indulé eliminaciés tdblazat a kovetkezs alaku:

1 2 3 4 2
1 4 9 16| 10
1 8 27 64| 44°
1 16 81 256 | 190

El6szor az elsé sor els6 elemével nullazzuk le az els6 oszlop fGatlo alatti elemeit.
Ehhez az els6 sor 1-szeresét kell kivonni a masodik, a harmadik és a negyedik sorokbol.
Ezek a szorzok megmondjik, hogy mik lesznek az L matrix els§ oszlopdnak elemei:
lo1 = l31 = 41 = 1. Ezzel az aldbbi tablazatot nyertiik:

1 2 3 4 2
0 2 6 12 8
0 6 24 60| 42°
0 14 78 252|188

A kovetkez§ 1épésben a masodik sor mésodik elemével nullazzuk le a masodik oszlop
féatlo alatti részét. A harmadik sorbol a masodik haromszorosat, a negyedikbdl pedig a
hétszeresét kell kivonni. Igy I3 = 3 és l;o = 7. Az tjabb tablazat:

12 3 4 2
02 3 8 6
00 6 24| 18°
0 0 36 168|132

Hasonléan jarunk el a harmadik oszloppal is. Igy lu3 = 6 és az 1j tablazat:
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1 2 3 41 2
0 2 3 8] 6
00 6 24/18° (10.1)

0 0 0 248 |24

Az itt szerepld matrix els6 négy oszlopa adja az LU-felbontas U méatrixat. Az L matrix
pedig a fent meghatarozott elemekbdl és abbdl hatarozhatéo meg, hogy a f6atlojaban
csupa l-esek allnak. Igy tehat az alabbi LU-felbontéast kapjuk:

1 000 1 23 4

1100 0 2 6 12
A=LU=

1 310 0 0 6 24

1 761 000 24

Az egyenletrendszer megoldasahoz ezek utan gy jutunk el, hogy a 10.1 alakd egyen-
letrendszert visszahelyettesitéssel megoldjuk. Itt elGszor x4 hatarozhaté meg a negyedik
egyvenletbdl: x4 = 1. Ezek utan xs-at hatarozzuk meg a harmadik egyenletbél: x3 = —1.
Hasonléan kapjuk, hogy x5 =1 és x; = —1.

Az A maétrix determinidnsa megegyezik az U matrix determinansaval, ami pedig a
féatlobeli elemek szorzata. Tehat a determinans 288.

3.15.
1 0 0 3 00
L=| —-1/3 1 0],U=]03 0
0 —1/3 1 00 3
3.16. Az, hogy van LU-felbontés, kovetkezik abbol, hogy az (n — 1)-edik rendig bezaréan

a bal fels6 sarokdeterminansok nullatol kiilonbozéek (mindegyik 1).

3.17. Az els6 oszlop eliminalasa sordn a f6atld alatti nullik helyére nemnulla elemek
keriilnek (ezt a jelenséget feltoltédésnek hivjuk), igy a tobbi oszloppal is végre kell hajta-
nunk az elimindciot. A jelenség ebben a feladatban tgy kiiszobdlhet6 ki, ha felcseréljiik
az elsG és utolsd oszlopot, azaz valtozocserét hajtunk végre az x, és x, ismeretlenekkel.

3.18. Olvassuk ki a matrixbol az L és U matrixokat! Mivel U f&atlojanak minden eleme
pozitiv, igy az eredeti matrix minden f6minorja pozitiv, azaz a matrix szimmetrikus (ez
a feladat szévegébdl deriil ki) és pozitiv definit. Legyen D az U matrix f6atloméatrixa.

Ekkor G = Lv/D (vD-t tigy kapjuk, hogy D minden elemébél gyokst vonunk), azaz

V2 0 0 0
3v2/2  V6/2 0 0

V2 2v6/3 V21/3 0

2v2 V6 3v21/7 V7T
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Az adott egyenletrendszert ugy oldhatjuk meg a leggyorsabban, ha el6szér megoldjuk
az Ly = [1,0,0,0]7 egyenletrendszert, amely egyszer( visszahelyettesitéssel megoldhato.
Megoldasnak az y = [3,—3/2,1,—2/7] vektor adodik, majd pedig az UX = y egyen-
let megoldasaval (szintén egyszer( visszahelyettesitéssel) adodik az x = [3,—1,3, —2|T
megoldas.

3.19. Legyen az egyiitthatomatrix n x n-es, a b vektorral bévitve pedig n x (n + 1)-
es. A k. oszlop eliminalasakor n — 1 szorzotényezét kell kiszamolnunk, majd a k. sor
k+1,...,n+ 1 elemeit ezen szorzotényezdkkel rendre beszorozva az 1,...,n sorokbol
(kivéve a k.-at) kivonni. Ez 2(n — k + 1) miivelet. Az eliminacié tehat Osszesen

3
—
3
—

n—1+n-1)2n—-k+1)=> (n—1+2(n*—-1)—2(n—1)k)

B
Il

1

B
Il

—_

=(n-1)n-1+2(n*-1))-2(n—1) ; k=m—-1)(n—-1+2(n*-1))—(n—1)(n—1)n

=1

=n’+n*—5n+3

w

miveletet jelent. Azutan mar csak egy olyan egyenletrendszert kell megoldani, mely-
nek egyiitthatomatrixa diagondlis méatrix. Ehhez n osztasra van sziikség. [gy az Osszes
miveletigény n® + n? — 4n + 3.

3.20. Négy modszert fogunk vizsgalni.

Az els6 modszer a Gauss-modszer. Ebben az esetben az A(A™); =¢; (j=1,...,n)
egyenletrendszereket oldjuk meg egyszerre az A~' méatrix (A_l)j oszlopvektoraira a
Gauss-modszer segitségével. Az [A|E] matrixra végrehajtjuk elGszor az eliminaciot. Ttt
a k. lépésben ki kell szdmolni az eliminacios szorzokat n — k sorhoz, majd ezekkel a k.
sor n darab elemét kell megszoroznunk és a megfelels sorokbol (n — k darab) kivonnunk.
Ennek mitveletszama

[y

3

1 1
(n—k+2n(n—k)=n>— §n2 — gn:ng’—l—O(nz).
1

i

Ezek utan még n darab fels6 haromszogmaéatrixa linearis egyenletrendszert kell megoldani
visszahelyettesitéssel. Ez n - n? miivelet. Tehat ez a modszer dsszesen

2n® + O(n?)
miveletet igényel.
A mésodik a Gauss—Jordan-modszer. Ebben az esetben az A(A™'); = &; (j =
1,...,n) egyenletrendszereket a Gauss-Jordan-modszerrel oldjuk meg (lasd 3.19. fel-

adat). Ttt a k. lépésben ki kell szamolni az eliminécios szorzokat n — 1 sorhoz, majd
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ezekkel a k. sor n darab elemét kell megszoroznunk és a megfelels sorokbol kivonnunk.
Végiil a f6atlo elemeivel le kell osztanunk a sorokat. Ez Gsszesen

n

Z(n—1+2n(n—1))+n2:2n3—n:2n3—|—0(n2)

k=1
miivelet.

A harmadik lehet&ség, hogy elkészitjiik az LU-felbontast, ennek ismeretében oldjuk
meg az A(A™"); =€, (j = 1,...,n) egyenletrendszereket darabonként 2n? miivelettel.

Bz 6sszesen 5 .
5”3 +O(n?) + 2nn* = gn?’ + O(n?)
miivelet.
A negyedik modszerben szintén az LU-felbontast allitjuk el6 elGszor, majd abbdl az
inverz matrixot az A~' = U'L™! modon szamitjuk ki.
Egy T als6 haromszégmatrix V inverzét (ami szintén alsé haromszégmatrix lesz) az
alabbi modon hatarozhatjuk meg:

i—1
1 -1 L
Vi = 7 Vi = o (Z tik“kj) (1> ).
(22 (23 k:]

Ennek miiveletszama . ) . .
gn?’ + §n2 + g = §n3 + O(n?).

Fels6 haromszogmatrixra a miiveletszam ugyanekkora, majd pedig egy felsd és egy also
haromszogmatrixot kell 6sszeszoroznunk, melynek miiveletszama

n

S (2 —1)(2n — 2k — 1)) = %n + %ng _ §n3 +O(n).

Igy az 6sszes miiveletszam
2n® 4+ O(n?).

A szamolasok mutatjak, hogy a harmadik modszer a leglassabb, a masik harom pe-
dig nagyjabol ugyan annyi id§ alatt allitja el6 egy méatrix inverzét. Az is latszik, hogy
bar egyenletrendszer megoldasra a Gauss—Jordan-modszer hasznalata nem célszerd a
Gauss-modszerrel szemben, inverz matrix szamolasa esetén a két modszernek lényegében
ugyanakkora a mitiveletszama.

3.21. El6szor meghatarozzuk az LU-felbontast. Az L matrix az LU-felbontas L matrixa
lesz, D az LU-felbontas U matrixanak diagonalisa és M? a D™'U matrix lesz. Igy azt
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kapjuk, hogy

1 -2 1 100 100 1 -2 1
B=|2 -2 -4 |={210l020]]|0 1 =3
2 2 -13 231][003][0 0 1

L D MT

3.22. A matrix szimmetrikus, pozitiv definit. Emiatt van Cholesky-felbontasa. Praktikus
elGszor ezt meghatarozni.

2= va vie ][0 ia]

Ezek utdn az LDLT felbontas gy allithato els, hogy az elsé tényezébdl jobbra, a méso-
dikbol balra kiemeljiik a diagonalisukat tartalmaz6 diagonélis matrixot.

A=l VIV R e ] [0 7

:{1}2 (1]] H 332} {(1) 1{2]'
Ez az LDLT felbontés.
3.23. A Cholesky-felbontasok G matrixai
V3 0 0
Gi=| (-1/3)V3 (2/3)V6 0 :
0 (—1/4) V6 (1/4)v42
2 0 0
Gy,=| —1/2 (1/2)V15 0
0 (—=2/15)v15 (2/15)v/210

3.24. Az alabbi matrixokat kapjuk a felbontasokban:

6 4 4
U=|0 28/3 16/3 |,
0 0 2/7
1 0 0
L=1]2/3 1 0],
2/3 4)7 1
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V6 0 0
G=| 2v6/3 2v21/3 0
2v/6/3 8/21/21 +/14/7

3.25. Minden miivelet utan az eredményt 4-jegyd mantisszara kerekitjiik. P1.
5.291/0.003 = 1763.666 . . .

ami négyjegyi mantisszara kerekitve 1764. Igy a masodik sor masodik elemére -104300

adodik:
104322.96—104300=1.043x 10°
——
—6.13 — 59.14 - 1764
—104306.13——104300

Tehat
0.003 59.14 | 59.17 N 0.003  59.14 59.17
5.291 —6.13|46.78 0 —104300 | —104400 °
Innét 1 = —10 és x5, = 1.001. Teljes f6elemkivalasztéashoz az elsé két oszlopot kell

felcserélni (a valtozok felcseréldnek).

59.17 59.14 0.003 | 59.17

59.14 0.003 .
46.78 0 5291|5292

—6.13 5.291
Innét x; = 10 és x = 1. (Ez a pontos megoldés.)
—10 10
Lion |-V )]
3.26. A feladat szerint tehdt minden szamot z.zzxzx - 10F alakra kerekitiink, ahol a

tizedespont elGtti x nullatol kiilonboz6. A kiindulasi egyenletrendszer tehat

0.00001 2 35.00001
1 2 3 6
10 3 4 17

El6szor kicseréljiik az els6 és harmadik sorokat a részleges f6elemkivalasztas miatt:

10 3 4 17
1 2 3 6 .
0.00001 2 3 5.00001
tankonyvtar.ttk.bme.hu
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Az els6 oszlopot eliminaljuk

10 3 4 17
0 1.7 2.6 4.3
0 2 3 |4.99999

Itt pl. 2—3-107% = 1.99999700000, kerekitve 2, de pl. 5.00001—17-10~° = 4.99999300000,
kerekitve 4.99999. Most a masodik és harmadik sorokat cseréljiik:

10 3 4 17
0 2 3 1499999 ,
0 1.7 26 4.3

majd eliminalunk

10 3 4 17

0o 2 3 4.99999

0 0 0.05]|5.001 x 1072

Ezutan visszahelyettesitéssel x = 1.00001, y = 0.999695 és z = 1.0002 adodik.
3.27. Legyen X = [2,1,2]". Ekkor Vv = X + ||X||.€1, majd a ¥ vektorral meghatarozzuk a

tiikrozési matrixot a H = E—2vv! /(VIV) képlet segitségével. A £ elGjelnek megfelelGen
a lehetséges két tiikrozés

—2/3 —1/3 —2/3 2/3 1/3  2/3
H=| -1/3 14/15 —2/15 |, H=|1/3 2/3 —2/3
—2/3 —2/15 11/15 2/3 —2/3 —1/3

3.28. Az els6 oszlophoz tartozo v vektor (a képletben + jellel szamolva) v = [1,0,1]7.
Igy a H; matrix
0 0 -1
01 0 |,
-1 0 0
azaz
-1 -1
H,A = 0 0
0 -1

A maésodik oszlop 2. és 3. eleméhez, mint kételemii vektorhoz tartozo v vektor [1, —1]T
(+ jellel szamolva), igy

HQI

o O =
_ o O
O = O
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Igy
-1 -1
R:HngA: O —1
0 0

és
0 -1 0
Q=HH!=| 0 0 1
-1 0 0

Természetesen a v vektorok masfajta szamolasa esetén mésfajta felbontast kapunk.

3.29. A felbontas megadhatd pl. Householder-tiikrézéssel, amit a masodik oszlop utolsd
két elemébdl allo vektorra alkalmazunk. A kovetkezé QR-felbontéast nyerhetjiik:

4 2 1] 1 0 0 4 2 1
030|=|0 —3/5 —4/5 0 —5 —12/5
0 4 3 0 —4/5 3/5 0 0 9/5

3.30.

1 0 0 1T 1/vV2 0 1/v2 1/vV2 0 11
0 +/2/3 1/V3 0 1 0 0 V2 |=]0+3
0 —1/v3 2/3 ][ -1/vV2 0 1/vV2 ] [ 1/vV2 V2 0 0

3.31. Leolvashato, hogy

-1 -1 1
_ 1
R ,V2:|:_1:|.

I
=)
|
—
<l

—
I
e}

A v, vektorral megkonstrualjuk a H; matrixot és a vy vektorral a H, matrixot, amely
a Hy matrix Hy(2 : 3,2 : 3) almatrixa lesz. (Hy)1; = 1. (A t6bbi elem nulla.) Ebbdl

e}

1
A == H1H2R - O 0
I 1

3.32. A feltételek mellett a szerepls Q és R maétrixok nemszingularisak. A Q,R; =
Q,R; egyenlsséghél R\ R, = Qin2 kovetkezik, ahol a Q maétrixok ortogonalitasat
hasznaltuk. Jeloljiik az RiR, " matrixot D-vel. Ez fels6 haromszogmatrix, masrészt az
Rle_1 = QlTQ2 egyenl@ség miatt ortogondlis, azaz inverze a transzpondltja. Mivel fel-
s6 haromszogmatrixok inverze fels§ haromszogmatrix, igy az inverze csak tugy lehet a
transzponaltja (ami alsé haromszogmaéatrix), ha D diagonalis. D ortogonalitdsa miatt
D! =D’ =D, azaz D> = E. Igy a D = R|R;' = Q7 Q, egyenldséghdl kovetkezik
az allitas. Az allitas pedig kozvetleniil azt jelenti, hogy pozitiv f6atloji R matrixszal a
QR-felbontas egyértelmi.
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3.33. A k. oszlop eliminéalasanal kell egy osztas (a f6atlo alatt csak egy nemnulla elem
van) az ly11, kiszamitasahoz, majd a k. sor k + 1 : n elemeinek [, y-szorosat kivonjuk
ak+ 1. sor k+1:n elemeibsl. Ez 1 4 2(n — k) flop, azaz Gsszesen

n—1 n—1

-1
Z(l—i—Z(n—k))—n—l—l—ZZ(n—k)—n—1+2(nT)n—n2—1flop.
k=1 k=1

Az U matrix felsé haromszogmatrix lesz, L pedig olyan matrix, hogy a f6atlo felett és a
szubdiagonalis alatt nullak vannak és a f6atloban egyesek.

Ha kész az LU-felbontas, akkor két visszahelyettesités kell. Egy az U maétrixszal, ez
n? flop és egy az L matrixszal, ami 2(n — 1) flop. Tehat 6sszesen n? — 2n — 2 flopba keriil
a megoldas.

Iteraci6s modszerek

Klasszikus iteracios modszerek

3.34. Az itercios matrix a Bgg(,) alsé haromszégmatrix lesz; minden f6atlobeli eleme
1-w. Igy 0(Bas()) = |1—w| < 1 feltétele 0 < w < 2, és a spektralsugar akkor a legkisebb
(nulla), ha w = 1 (Gauss—Seidel-modszer). Ekkor lesz a leggyorsabb a konvergencia.

3.35. Az iteracid a kovetkezd

i1y _ [ 0 —1/2 ] . [ 1/2 ] |
-1/2 0 1/2

/

-~

-B,
Ha a nullvektorrdl inditjuk az iteraciot, akkor XV = [1/2,1/2]7 és X2 = [1/4,1/4]".
Mivel ||[x1) — x| = 1/2 és |By||o = 1/2, igy a hibabecslés
_ J
|0 — x|, < %% <1075,
Innét kapjuk, hogy a 20. tag mar teljesiti a feltételt.
3.36. A Jacobi-modszer iteraciés matrixa By = D™(L 4 R), amely most a
B, = (2E)"'(—A +2E)

alakban irhato, melyet atalakitva B; = (1/2)(—A + 2E) adodik. Ennek sajatértékei
(1/2)(2 = Ag) = 1 — A\g/2 = cos(km/(n + 1)) alakiak. A spektralsugar & = 1-re adodik
0o(B,) = cos(m/(n + 1)). Mivel ez 1-nél kisebb, igy a modszer mindig konvergens lesz.
Nagy n-ekre lassti a konvergencia.

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatéar tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

MEGOLDASOK - LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA 169

3.37.

o[ 5, 0] e [012]

Igy o(By) = 1/2 és o(By) = 1/4. A Gauss-Seidel-modszer konvergal gyorsabban. Az
iteracio /
0 1/2 1

<+ <)

X _[0 1/4]X +[1/2]'
fgy M = [1,3/2]7 és |[xY — x| = /13/2. Tovibba o(BLsBeas) = 5/16, azaz
|IBas|la = v/5/4 és a hibabecsls formuldbol (1.4. tétel)

(VB4 VI3 _

1-(V5/4) 2 =

Ix® — x| <

azaz k > 26.17 kell legyen.

3.38. A Jacobi-modszer iteracids matrixa

0 -2 =2
B,=| -1 0 -1
-2 =2 0
Ennek sajatértékei 2 és —1 4 +/5, azaz a modszer nem lesz konvergens (tetszéleges kez-
dévektorra).
A Gauss—Seidel-modszer iteraciéos matrixa
0 -2 =2
Bgs=1]0 2 1
0 0 2

Ennek sajatértékei 0 és 2, azaz a modszer nem lesz konvergens (tetszbleges kezdGvektor-
ra).
Tehat egyik modszer sem lesz konvergens.

3.39. A Jacobi-modszer iteracios matrixa

0 —1/2 -1
B,=| -1/2 0 -1
2 -2 0

Ennek spektralsugara 1/2, azaz a modszer konvergens.
A Gauss—Seidel-modszer iteraciés matrixa

0 —1/2 -1
Bos= |0 1/4 —1/2
0 —3/2 -1
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Ennek spektralsugara (3 + v/73)/8 ~ 1.443, azaz a modszer nem lesz konvergens.
Tehat a Gauss—Seidel-modszer nem, mig a Jacobi-mo6dszer konvergens lesz az adott
egyiitthatomatrixa egyenletrendszerre.

3.40. A Gauss—Seidel-modszer esetén az iteracios matrix a

e [ 1]

matrix lesz. Ennek spektralsugara 5/8, ami kisebb 1-nél, igy a modszer valoban konver-
gens lesz. Az els6 lépés eredménye [—1/4,13/8]7.

3.41. Az, hogy az adott x;, értékek megoldasok, egyszeri behelyettesitéssel igazolhato:

3 1 3 k=1 _ 1 1 3kl _ 1
X1+ - = (1 - ———— |+ - [1 - ="

4 4 4 320 — 1 4 320 — 1
. 13—-3 1311 | 3F-3+3.3F-1 1-3k—1
= _ _ g —_ = ——:m
43201 430_1 4(320 — 1) 320 — 1 b

ak =0 ¢ k= 20 eset egyszerii behelyettesitéssel adodik. Kiilénb6z6 w relaxalasi pa-
raméterekre futtatva a SOR modszert, az alabbi tdblazat mutatja, hogy hany iteraciora
van sziikség a 107 1%-es hiba (2-es normaban) eléréséhez. Ahogy lathato, az alulrelaxalas
nem javit a konvergencia sebességén, de a tulrelaxalas igen. Kb. 1.3 és 1.35 kozott van
valahol az optimalis w érték.

omega  iterdcidszam

e e e S e M e M o I =)
'_\
(@]
N
(@]
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1.565 51
1.60 61
1.65 74
1.70 91
1.75 116
1.80 154
1.85 217
1.90 343
1.95 751

3.42. Az adott egyenletrendszerre alkalmazva a fenti képletet, azt kapjuk, hogy

— l—w —w/4|_ w/4
(k1) _ (h
X _{—Qw/?) 1—w}x +[2w/3}'

Az iterdcidés méatrix sajatértékei: 1 —w + w/\/é, 1—w-— w/\/g, igy a spektralsugar akkor
a legkisebb, ha w = 1, azaz a Jacobi-modszerrél van sz6. Ezzel az iteracio

(k1) _ [ _3/3 _B/‘l ] <® 4 l ;?g ] ,

tehat az iteraciés matrix maximumnormaja 2/3 és XV = [1/4,2/3]7. A

k
/3" 2 _ o
1-(2/3)3
feltételt kell garantalni, ami & > 35.78 esetén teljesiil, azaz a 36. iteracios lépés mar
10~%-nal jobban megkdzeliti a sorozat maximumnorméban a megoldast.

3.43. Cseréljiik ki az egyenletrendszer elsé két sorat, mert akkor diagonalisan szigorian
dominans egyiitthatomatrixot kapunk, amire pl. a Jacobi-mddszer konvergalni fog. A
Jacobi-médszert felirva az egyenletrendszerre XV = [1/2,1/5,3/7]" adodik, és az ite-
racios matrix maximumnormaja 0.6 lesz. A 3.1. tétel szerint azt kapjuk, hogy legalabb
28-at kell lépniink az iteracioval az adott hiba eléréséhez.

3.44. Az w paraméter megvalasztasaval azt kell garantalnunk, hogy az iteraciés matrix
spektralsugara a lehet6 legkisebb 1-nél kisebb szam legyen. Az iteraciés matrix A\ sajat-
értékei a feltételek szerint az [1 — wf, 1 — wa] intervallumba esnek. Mivel nem tudjuk,
hogy mik lesznek a sajatértékek, valasszuk w-t agy, hogy

min ||
AE[1—wp,1—wa]
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minimalis legyen. Az w — |1 — wf]| és w — |1 — wa| fiiggvények grafikonjait abrazolva
lathatjuk, hogy a megfelel§ kifejezés akkor lesz minimalis, amikor a két fiiggvény met-
szi egymast (az w = 1 pont kivételével). Ez akkor van, ha w = 2/(a + (). Ez lesz a
feltételekbdl kovetkezs legjobb w valasztas.

3.45. Az iteracios métrix B = E 4+ aA. Ennek a spektralsugarat kell minimalizalni. Az
A maétrix sajatértékei 1 és 4, igy B sajatértékei 1 + aill. 1 +4a. Az a paraméter értéke
akkor optimaélis, ha |1 + «| = |1 + 4a| és a # 0. Ebbdl az optimalis a-ra -0.4 adodik.
Variaciés moédszerek

3.46. Az egyiitthatomatrix transzponaltjaval balrol szorozva az egyenletet kapjuk a normél-

egyenletet:
20 10 x| |8
10 10 x| | T

Erre alkalmazva a gradiens modszert kapjuk, hogy

—() ::{ 452/1445 ]

791/2890
3.47. % = (0,007, %, = [1/3,0]7, %o = [1/3, —1/12]T.
3.48. Kiindulé adatok: Xy = 0, Tg = b = [1,0,1]%, p, = b = [1,0, 1]T Innét: oy = 1/2,
El = [1/27071/2]T: F1 = [07170}717 51 = 1/27 p2 - [1/27 1/2] = [171:1]T7 I'2 =

[0,0,0]7. Azaz két lépésben megkaptuk a megoldast.

3.49. Kiindul6 adatok: X = 0, ¥g = b = [1,1]”, p, = b = [1,1]7. Innét: a; = 1/3,
X, = [1/3,1/3]F, t; = [0,0]7. Ez azt mutatja, hogy az els6 lépésben megkaptuk mar a
pontos megoldast.

3.50. A matrix szimmetrikus, pozitiv definit, igy alkalmazhat6 ra a modszer. Az alabbi
modon szamolhatunk: X = [0,0]”7, T = [1,0]", p = [1,0]7, « = 1/3, x = [1/3,0]7,
r=1[0,-1/3]7,8=-1/9,p=[1/9,-1/3]T, a = 3/11, X = [4/11,—1/11]T, ami mar az
egyenletrendszer megoldéasat adja.

3.51. Az Ax = b egyenlet megoldasat megkaphatjuk ugy is, hogy megoldjuk az A —
y¥) = b — Ay egyenletet és a megoldashoz hozzaadunk y-t. Igy a korabbi programot a
(konj)grad(A,b— Ay, toll,nmaz) + y modon kell alkalmazni.

3.52. 10 lépésbdl megkapjuk a megoldast (a nullvektorrél indulva):
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X:
[10 19 27 34 40 45 49 52 54 b5 55 54 52 49 45 40 34 27 19 10]°
iter =
10

3.53. A konjugélt gradiens modszerrel 4 1épés kell a pontos megoldashoz, a gradiens mod-
szerrel pedig 49 lépés utan kapjuk meg a megoldéast 10~ %-es pontossaggal. A megoldas:

x =
0.067814671156387
-0.260943693789694
0.545032181066451
0.164869357657389

Tiulhatarozott linearis egyenletrendszerek megoldasa

3.54. Ebben a feladatban tobb helyes megoldas is lehetséges, hiszen a tiikrozésekhez
hasznalt v vektor nem egyértelmi, igy a QR-felbontas sem lesz egyértelmi. Most a
v =X+ ||x||2€1 képlettel fogunk szdmolni. Elészor a

0
1
0

vektorral meghatarozzuk a tiikorsik normalvektorat

0 1 1
vi=1|+1-]0]|=]1],
0 0 0

majd ezzel az elsé Householder-tiikrozést:

. 0 -1 0
H=E-2—1=|-1 0 0
Vivi 0 0 1

-1 -3

HA=| 0 0

0 2

Ez a matrix még nem felsé haromszog, igy még egy tiikrozésre lesz sziikség. Most a [0, 2]
vektorhoz kell egy tiikrozést keresniink.

w[3)=[3]-13]
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mellyel a tiikrozés

és
1 0 0
Ho=(0 0 -11,
0 -1 0
valamint
-1 -3
H2H1A: 0 —2 :R
0 0
A Q maétrix a
0 0 1
Q=HH,=| -1 0 0
0 -1 0

képlettel adodik.

A tulhatarozott egyenletrendszer megoldasa az X5 megoldas megkeresését jelenti.
Ez a QR-felbontéassal gy hatarozhat6 meg, hogy egyiitthatomatrixnak az R(1 : 2,1 :
2) matrixot vessziikk (az R matrix felsd, négyzetes alméatrixa), jobb oldalnak pedig a
Q”[1,1,1]" matrix elss két elemébél allo oszlopvektort. Igy a

1 =37 ] _[-1
0 —2 i) N —1
egyenletrendszerhez jutunk, melynek megoldasa x; = —1/2, z = 1/2.

3.55. A normalegyenletet tigy kapjuk, hogy balrél szorozzuk az egyenletrendszert az A
méatrix transzponaltjaval.
1 3 x| |1
n]n]-[5]

Ezen egyenletrendszer megoldasa Xrg = [—1/2,1/2]. (V6. 3.54. feladat.)

3.56. A két lehetséges modszer koziil a normalegyenlet alkalmazasa a konnyebben végre-
hajthato megoldési mod. Ezt hasznalva X5 = [—1/6,1/3,1/2]T adodik.

3.57. Az egyenlet normélegyenlete

5 15 55 agp 8
15 55 225 ap | =1 32 |,
95 225 979 s 138

aminek megoldésa ay s = [1/5, —2/35,1/7]. Ez a vektor annak a legfeljebb masodfoku po-
linomnak adja meg az egyiitthatoit (z2/7—2x/35+1/5), amely az (1,0), (2,2), (3, —1), (4,4)
és (5, 3) pontokhoz legkisebb négyzetek értelemben a legkizelebb halad.
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3.58. A normalegyenlet felirasaval és megoldasaval megkaphatjuk, hogy

a+c+d b—c+d
r=—— y=———.
3 3
3.59. A pontos megoldas:
1+2-10% 42100 —1+42-10% —2- 100"
T = , Y= , k=06,7,8.
2-100% 4+ 1 2-100F + 1

MATLAB-ban szamolva rendre az alabbi 2-es normaban szamolt hibakat nyerjiik.
Az eredmények azt mutatjak, hogy a QR-felbontassal nyert megoldas sokkal pontosabb.
A k = 8 esetben a Cholesky-felbontasos megoldas nem ad hasznalhato értéket, mert az
egyiitthatomatrix a MATLAB pontossagan beliil mér szingularis.

k=6

hibaQR =
1.049175818250489¢-010

hibaCholesky
1.257132582260048e-004

k=7

hibaQR =
9.724246745738770e-010

hibaCholesky
0.017034004439712

k=8
hibaQR =
1.961820871056758e-009
hibaCholesky
NaN
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Sajatértékfeladatok numerikus
megoldasa

Sajatértékbecslések

4.1. Alkalmazzuk a Gersgorin-tételt! Eszerint a sajatértékek a Kos(1), Koa(3) és a
Ky2(—2) korok uniojaban vannak, ahol most K. (x) az = kdzepi, e-sugari, zart korlapot
jelenti a komplex szamsikon. Mivel ezek a korck diszjunktak, igy a masodik Gersgorin-
tétel szerint mindegyik korben pontosan egy sajatérték van, ami azt jelenti, hogy mind-
harom sajatérték valos. A kordbbi becslésiinket javithatjuk tgy, hogy észrevessziik, hogy
AT sajatértékei megegyeznek A sajatértékeivel, igy a transzponaltra alkalmazhatjuk
a Gersgorin-tételt: a sajatértékek a Kos3(1), Kos3(3) és a Kpa(—2) korok uniojaban
vannak. A korabbi becslésekkel ezeket Osszevetve kapjuk az aldbbi sajatértékbecslése-
ket: 1 £0.3, 3+ 0.3, —2 £ 0.2. (A tényleges sajatértékek rendre: 0.967332067785579,
3.031395311434764, -1.998727379220341.)

4.2. A feladatban kapott becslés fiigg a becslés modszerétdl, igy kiilonb6z6 normakban,
vagy mas sajatvektorokat vilasztva, mas-mas becslés nyerhets. Két lehetséges megoldast
mutatunk.

Szamitsuk ki a harmadik sajatértékét a matrixnak és a hozza tartozo6 egyik sajatvek-
tort! A karakterisztikus egyenlet (1 —A)A(1+\) = 0. Igy a harmadik sajatérték -1. Mivel
minden sajatérték kiilonb6z6, a matrix diagonalizalhat6. A —1-hez tartoz6 sajatvektor
pl. [1,—1,0]". Igy a diagonalizalé matrix

1 1 0
S=1| -1 -2 2
0 0 1

lesz.
1. megoldas: Alkalmazzuk a Bauer-Fike-tételt (4.2. tétel)! Ehhez S kondicioszamara
van sziikségiink (mondjuk maximumnormaban, mert ezt konnyd szamolni). Ehhez S
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inverzét kell meghataroznunk:

-2 1 0
St=1| -1 1 0
2 -2 -1

Igy maximumnorméaban a k. (S) = 25 értéket kapjuk, hiszen S-nek és S™'-nek is 5 a
maximumnormaja. Mivel B maximumnormaja 3, igy a

IA;(0) —X;(e)] <25-3-¢="Tbe

becslést kapjuk.
2. megoldas: Az

2 3 -1 —142¢ 3¢ —&
ST A+eB)S=D+eS'BS=D+c| 4 6 2 | = —4e  —6c 2
-2 -3 1 —2e -3¢ 1+¢

egyenlGségbdl, ahol D = diag(—1,0,1) a sajatértékeket tartalmazo diagonélis matrix, a
Gersgorin-tételeket felhasznalva nyerjiik, hogy

—1—2e < \(e) < =1+ 6¢,

—12e < Xq(e) <0,
1 —4e < A\3(e) <1+ 6e.
Ez a Bauer-Fike-tételnél jobb becslést ad.

4.3. A Gersgorin-korok a kovetkezsk: K;(2), K1(—2), K1(3), K4(5), ahol K (x) jelenti az
x koriilli € sugara zart korlapot a komplex szamsikon. Mivel K;(—2) diszjunkt a tobbi
korlaptol, Gersgorin masodik tétele miatt ebben a kérben pontosan egy sajatérték van,
ami nem lehet nemnulla képzetes részi, hiszen akkor a sajatérték konjugaltja is a korbe
esne. A koron beliil a [—3, —1] negativ valos szamok vannak. A tobbi kor a komplex sik
pozitiv valos részi oldalara esik. Igy biztosan pontosan egy negativ valos sajatérték van.

4.4. Most a Gersgorin-tétel csak annyit mond, hogy a sajatértékek a Ks(3) kérben vannak,
ebbdl még nem kovetkezik a bizonyitando allités.

Rendezziik 4t a sorokat a 2.,4.,1..3. sorrendre és az oszlopokat is ugyanigy. Ez egy
hasonlésagi transzformécié egy permuticios matrixszal, ami kézben a sajatértékek nem
valtoznak meg. Igy kapjuk az alabbi matrixot:

2 0
0
3
1

NN O

1
2
0
0

o O =
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Ennek a matrixnak a sajatértékeit a bal fels6 2 x 2-es ill. a jobb als6 2 x 2-es matrixok
sajatértékei adjak. A bal fels6 matrix szimmetrikus, igy minden sajatértéke valos, a bal
alsonal pedig a sajatértékek 1 és 4, ami kénnyen lathaté onnét, hogy a sajatértékek szor-
zatanak 4-nek (det), az 6sszegének pedig 5-nek (trace) kell lennie. Igy ezek a sajatértékek
is valosak.

4.5. Az A métrix szimmetrikus, igy az 6t diagonalizal6 matrix ortogonalis, melynek 2-es
norméja 1. Emiatt érdemes a becslést 2-es normaban elvégezni. Ekkor a 4.2. tétel szerint a
sajatértékek nem valtozhatnak nagyobbat, mint a perturbalé matrix 2-es norméja, ami
V/3/10 ~ 0.1732. (Valéban igy van, hiszen a matrix sajatértékei -2.109772228646443,
2.000000000000000, 7.109772228646442, mig a perturbéalt matrixé -2.108311239790695,
2.018761474726724, 7.189549765063973.)

A B matrix nem szimmetrikus, igy el6szor meg kell hataroznunk a diagonalizalé mat-
rixat. A matrix sajatértékei 1, 2 és 3, a hozzajuk tartozo sajatvektorok rendre [1, —4,1]7,
[—1,1,0]% és [1,0,0]T, igy a

V=| -4 1
1 0

matrix diagonalizdlni fogja a B matrixot. Szdmoljunk most maximumnormaban, mert
azt egyszerd meghatarozni. || V||« = 5,

vV!i=

_ o O
i ]
W =~ =

s [V oo = 5, azaz koo(V) = 25. Mivel a perturbalé matrix maximumnorméaja 0.1,
ezért a sajatértékek maximalis valtozasa 25-0.1 = 2.5. Természetesen mas normaban vagy
mas sajatvektorokat megadva ennél jobb felsG becslés is adhaté a maximalis valtozésra.
(A perturbalt matrix sajatértékei 1.5752, 1.1462, 3.3786).

4.6. A keresett szorz6 az A maéatrix X vektorhoz tartozé Rayleigh-hanyadosa:

x'AX 20
a = = —.
xI'x 6

4.7. Sajatvektorbol a Rayleigh-hdnyadossal tudunk jo sajatértékkozelitést mondani:

A= 6.7113.

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatér tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

180 MEGOLDASOK - SAJATERTEKFELADATOK NUMERIKUS MEGOLDASA

Hatvanymodszer és valtozatai

4.8. El6szor szamitsuk ki az A*x© vektort:

103
42(0) _
A™X { 102 ] .

Ez lesz a sajatvektor egy kozelitése, vagy pl. 2-es normaban normélva [0.7105,0.7036]7 .
A sajatérték kozelitését a Rayleigh-hanyadossal szamitjuk: 3.995.

4.9. A sajatértékek valosak, Gersgorin tétele miatt van egy -1, 5 és 10 kozelében (1, 1 ill.
2 sugari kornyezetekben). A C— 10E métrixszal a hatvanymodszer az abszolut értékben
dominéns sajatértéket és a hozza tartozo sajatvektort hatarozza meg. A C — 10E matrix
sajatértékei C sajatértékeinél 10-zel kisebbek, igy lesz egy -11, egy -5 és egy 0 kozelében.
Igy a -11 koriili sajatérték lesz dominans abszolut értéki, az ehhez tartozo sajatvektor a
C matrix \; sajatértékéhez tartozo sajatvektor.

Egy 1épést végrehajtva az

_20
3

vektorhoz jutunk. Ezzel a Rayleigh-hdnyados -10.9641, azaz -10.9641+10—=-0.9641 egy
becslést ad a A\, sajatértékre.

1 2 6 20
xW=10|,x=|-2],x®=| =8|, x%=| -28
1 2 6 20

Az xW vektorral kiszamolva a Rayleigh-hanyadost a sajatérték becslése 3.4141. (A pontos
érték 2+ /2.)

4.11. A Gersgorin-tétel miatt az A matrix sajatértékei a [0, 4] intervallumbol keriilhetnek
csak ki. Az A — 4E sajatértékei A sajatértékeinél 4-gyel kisebbek, igy ezek a [—4, 0]
intervallumban vannak. Tehat A — 4E legnagyobb abszolut értékd sajatértéke 4-gyel
kisebb, mint A\.;,. Ezzel az allitast igazoltuk.

Az (XO)T =[1,1,1,1]" vektort haromszor kell a hatvanymodszer szerint A-val szo-
roznunk. (X¥-at az A(A(AX®)) modon és nem az (A*)X®) médon érdemes szamitani,
tovabba az iteracios vektorok elsd és masodik eleme a szimmetria miatt ugyanaz lesz,
mint az utolsé és az utolso elstti elem.) Innét kapjuk, hogy XV = [—3, —4, —4, —3]7,
x?) =10, 15,15,10]7, x® = [-35, =55, =55, —35]”. Ebbél a Rayleigh-hanyadossal kap-
hatunk becslést a dominéns sajatértékre. Erre —3.6176 adodik, azaz A\, ~ —3.6176+4 =
0.3824.
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4.12. Az « értéket ugy kell meghatérozni, hogy a 20 — « koriili érték legyen az A — aE
matrix dominéns sajatértéke. Az kell tehat, hogy |20 —al ne legyen kisebb [10—a/, |5—«/|
és |1 — af egyikénél sem. Ezen fiiggvények (« valtozoji) egyszert abrazolasabol latszik,
hogy ez o > 10.5 esetén mar teljesiil. A konvergencia akkor a leggyorsabb, ha a masodik
és els6 dominans sajatértékek ardnya a legkisebb. Ez akkor teljesiil, ha o = 12.5.

4.13. Hasznaljuk a powmeth.m programot a feladat megoldasara! A legkisebb sajatérté-
ket ugy kaphatjuk meg, ha a matrix inverzére alkalmazzuk a hatvanymodszert (a méatrix
szimmetrikus, pozitiv definit, igy minden sajatértéke pozitiv), majd a kapott sajatérték-
nek vessziik a reciprokat!

% A sajatvektora és a legnagyobb sajatérték.
>> [v,s,iter]=powmeth(toeplitz([2,-1,0]),100,10"-6)

v =
0.499671783135477
-0.707106705035206
0.500328109176836
g =
3.414213257777039
iter =

16
% A sajatvektora és a legkisebb sajatérték.
>>[v,s]=powmeth(inv(toeplitz([2,-1,0])),100,10"-6)

v =
0.499817259171219
0.707103662253327
0.500187083262356

g =
1.707106698611546
iter =
6
>> s=1/s
g =

0.585786465962167

4.14. Az inverz iteraci6 megvalosithato pl. az alabbi médon. Az est bemend paraméter
a keresett sajatértékre vonatkoz6 becslés.

function [y,nu,iter]=invpowmeth(A,est,nmax,toll);
[n,n]=size(A);
y=rand(n,1);
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y=y/norm(y) ;
[L,U]=1u(A-est*eye(n));
nuold=y’*A*y;
y=L\y;
y=U\y;
y=y/norm(y) ;
nu=y’*Axy;
err=abs (nu-nuold) ;
iter=1;
while err>toll && iter<mmax
iter=iter+1;
y=L\y;
y=U\y;
y=y/norm(y) ;
nuold=nu;
nu=y’ *Axy;
err=abs (nu-nuold) ;
end;

4.15. A 4.14. feladatban megkonstrualt programot hasznaljuk.

% A keresett sajatvektor és sajatérték!
>> [v,s,iter]=invpowmeth(hilb(6),1/4,100,10~-6)

0.614533738941380
-0.2110562124913086
-0.365884211463252
-0.394690747896188
-0.388215561286880
-0.370731600452637

0.242360869819382

4.16. A legnagyobb abszolut értéki sajatérték a hatvanymodszerrel a masik kettd az
inverz iteracidoval hatdrozhatd meg tgy, hogy a sajatértékbecsléseket rendre 0-nak ill.
15-nek valasztjuk. Az eredményeknél csak a sajatértékeket adjuk meg az alabbiakban.

% Legnagyobb abszolit érték:
>> A=toeplitz([10:-1:1])-5*eye(10);
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>> [v,s,iter]=powmeth(4,100,10°-6)
g =
62.840398619704381
% Legkisebb abszoldt érték:
>> [v,s,iter]=invpowmeth(A,0,100,10"-6)
g =
-0.544007837288017
% A 15 kozeli:
>> [v,s,iter]=invpowmeth(A,15,100,10°-6)
g =
15.431729094507599

4.17. A matrix pozitiv definit, igy minden sajatérték pozitiv. ElGszor meghatarozzuk a
legnagyobb sajatértéket (s) és a hozza tartozod sajatvektort (v), majd megkonstrualjuk
az A; = A — svv! matrixot, amire szintén alkalmazzuk a hatvanymodszert. Ennek
dominans sajatértéke mar a kivant sajatértéket adja.

>> A=hilb(5);
>> [v1l,s1,iter]=powmeth(A,100,10"°-6)
vl = 7 sajatvektor
.767827161255247
.445803700165107
.321597758639363
.253459279120881
.209842290359855
% a legnagyobb sajatérték
1.567050688247044
>> Al=A-sl1*vixvl’;
>> [v2,s2,iter]=powmeth(A1,100,10~-6)
v2 =
-0.602118950814364
0.275703037787104
0.424756424821781
0.443840086261477
0
0

N o o o o O Il

2]
IS

.428985502581610

% a misodik legnagyobb sajatérték
.208534238819530
4.18. Az alabbi m6don szdmolhatunk a MATLAB-ban:

>> [v1,s1,iter]=powmeth(A,100,10~-6)
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vl = % sajatvektor
.767827161255247
.445803700165107
.321597758639363
.253459279120881
.209842290359855
% legnagyobb sajatérték
1.567050688247044
>> y=vl+norm(v1)*[1;0;0;0;0]; % tiikkrozési vektor
>> H=eye(5)-2x(v*v?)/(v’*v); % Householder-tiikrozés
>> Al1=H=*A%*H;
>> A2=A1(2:5,2:5);
>> [v2temp,s2,iter]=powmeth(A2,100,10"-6)
v2temp =
0.427631921230542
0.534349185556795
0.530205824197741
0.500483438113850
s =
0.208534220726836
>> [v,s,iter]=invpowmeth(A,s,100,10"-6)
v = % ez a sajatvektor
-0.601871478353973
0.275913417432098
0.424876622351521
0.443903038699774
0.429013353681693
s = % ez pedig a masodik legnagyobb sajatérték
0.208534218611013

N o o O O O Il

s1

Jacobi- és QR-iteraciok

4.19. Ha a = d, akkor a cos’f = ¢ — s> = 0 egyenléségbdl és a Pitagorasz-tételbsl
(s + ¢® = 1) kapjuk, hogy az s? = ¢? = 1/2 valasztas megfeleld.

Ha a # d, akkor az s = 0 (ekkor ¢ = +1) vagy a ¢ = 0 (ekkor s = £1) értékek
nyilvanvaloan nem adnak megfelel§ forgatéast, igy feltehetjiik, hogy sem s, sem ¢ nem
nulla. Ekkor

tg29+20tg(29)-tg9—128—2—|—2
c
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Ezek alapjan tehat s/c hanyadosra kaptunk egy masodfoku egyenletet:

d—a

2
+
v b

r—1=0,

majd a Pitagorasz-tételbél az kapjuk, hogy az egyenlet x megoldasaival az s* = 22 /(2% +
1) és ¢ = 1/(2* + 1) értékek megfelelsk lesznek a transzforméciohoz.

4.20. A 4.19. feladat eredményét hasznaljuk fel. Mivel az A matrix esetén a = d, igy az
s=c=1/ V2 valasztas megfelels lesz. Valoban

e e L[ e ]

Tehat A sajatértékei -2 és 6. A B matrix esetén a = 1,b = —2,d = 4, azaz a # d. Igy
eloszor megoldjuk az 22 + (4 — 1)z/(—2) — 1 = 2% — 1.5z — 1 = 0 egyenletet: z1 5 = 2 és
—1/2. Valasszuk mondjuk az = = 2 értéket, és ezzel hatarozzuk meg az s és ¢ értékeket.
Az

2 1
:—7C:—
V5 V5

valasztédsok megfelelGek lesznek. Valoéban, hiszen ezekkel az értékekkel:

U S 8 0]

Ez mutatja, hogy a B matrix sajatértékei 0 és 5.

S

4.21. A Jacobi-moédszert a 4.5. tétel alapjan hajtjuk végre. Az elsé sor harmadik eleméhez
tartozé Si3 Jacobi-transzformaécios métrix

1/vV2 0 1/V2
Siz = o 1 0 1,

~1/vV2 0 1/V2

amivel
1 0 0

AW =8STAS;=]0 3 22
0 2v2 5

Ezek utan a masodik sor harmadik eleméhez készitjiik el a transzformécios matrixot. Az
So3 matrix

1 0 0
Ses= |0 V6/3 1/V3 |,
0 —1/v3 V6/3
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amivel
100
AP =SLAWS,, =10 1 0
007

Itt azt vessziik észre, hogy a létrejott iteracios matrix mar egy diagonalis matrix, aminek
a hasonlosagi transzformaciok miatt ugyanazok a sajatértékei, mint az eredeti métrixnak.

Igy — most kivételesen — a Jacobi-modszer az A matrix pontos sajatértékeit adja: 1,1 és
7.

4.22. A Jacobi-modszert a 4.5. tétel alapjan hajtjuk végre. Az elsd sor negyedik eleméhez
tartozo Sy4 Jacobi-transzformaciés matrix

1/v2 00 1/V/2
g _ 0 10 0
1= 0 01 0 ’
~1/v/2 0 0 1/V2
amivel
1 0 0 0
0 3 2 22
(1) ._ QT _

0 22 2v2 5

Ezek utan a méasodik sor negyedik eleméhez készitjiik el a transzformacios métrixot. Az
824 matrix
1 0 0 0

0 v2/vV3 0 1/V3

Su=1 0 1 0 )
0 -1/v3 0 Vv2/V3
amivel

10 0 0
01 0 0

2 ._ ol A(Dq. _
A — 824A 824— 0 0 3 2\/5
00 23 7

Ezek utan a Gersgorin-tételt alkalmazva kapjuk, hogy az 1 kétszeres sajatértéke a mat-
rixnak, tovabba van két sajatérték a [3—24/3, 3+2+/3] és [7T—2v/3, 74+2+/3] intervallumok
uniéjaban, azaz a [3 —2v/3, 7+ 2v/3] ~= [0.4641, 10.4641] intervallumban. (Ez valoban
igy van, mert a matrix pontos sajatértékei: 1,1,1,9.)

4.23. A feladat megoldasahoz hasznéalhatjuk pl. a [10] konyvbeli algoritmust, ahol bemend

paraméterként csak a kiindulé méatrixot ill. a toleranciaszintet kell megadnunk, ami a
jelen esetben 1/1000.
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A 33. lépés utéani iteracios matrix mar megfelel a feltételnek (négy tizedes jegyre
kerekitve):

3.7321 —0.0000 —0.0001 —0.0000  0.0000

—0.0000  0.2679  0.0000 —0.0000 —0.0000

AGY = 10,0001 0.0000 1.0000 0.0000 —0.0000
—0.0000 —0.0000  0.0000  3.0000 —0.0000

0.0000 —0.0000 —0.0000  0.0000  2.0000

A Gersgorin-tétel szerint a sajatértékek kb. a f6atlobeli értékek, és az értékek hibaja a sor
tObbi elemének abszolut értékben vett 0sszege, azaz a sajatértékek: 3.73214+1.6627e—004,
0.2679 £+ 6.0414e — 005, 1 £ 1.7468e — 004, 3 £+ 1.5299¢ — 006, 2 + 1.2959¢ — 007.

4.24. A matrix sajatértékei és a hozzajuk tartozé hibaértékek a Gersgorin-tétel alapjan.

sajatertekek =
3.000000000000000
12.999999999999996
.999999999999999
.999999999999998
.000000000000000
.000000000000000
.999999999999998
.999999999999998
.000000000000000
3.000000000000001
hibaertekek =
1.0e-014 *

WNNWWNDN

0
.351331785544957
.073729316405455
.086224455293544
.198982285567787
.043644558500404
.086775314369678
.169353318490030
.164133436184475
.188356161912350

O O O O O O O O O

4.25. Egy Givens-forgatas az A méatrixot mar fels¢ haromszogmatrixba transzformalja,
igy maga a G matrix lesz a QR-felbontds Q matrixanak transzponaltja. Igy az els§
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transzformacioé alakja AY = GAGT lesz, ahol G az els6 oszlopbdl szamitott Givens-

forgatasi matrix
1 1 2
AR

1719 -3
o_1
A 5[—8 —4}'

Azaz

A kovetkez6 1épés ugyanilyen, csak most az AW matrixszal hajtjuk végre A helyett. Igy
kapjuk, hogy (tizedestortekkel kiirva)

A _ [ 38941 13765
~ | 0.3765 —0.8941 |

A Gersgorin-tételt alkalmazva lehet becslést mondani a sajatértékekre: 3.8941 £ 0.3765
és —0.894 + 0.3765.

4.26. Alkalmazzunk Givens-forgatast! Az elsé oszlop elemeibdl meghatarozhatok a forga-
tasi szog szinusza és koszinusza: ¢ = 1/v/2, ¢ = 1/4/2. Igy a forgatasi métrix és az azzal
vald szorzas:

ox- (128 ][4 3)-[ 6 )

1/vV2 1/v2 -1 0 0 V2

Ez a matrix lesz az R matrix, G transzponaltja pedig Q.
A sajatértékek meghatarozasara valdo QR-iteracid elsd lépéséhez az

0 2
Ra-| ) 7]
szorzatot kell kiszamolni.

4.27. Egy lehetséges megvalositas a kovetkezo:

function [s,h]l=qriter(A,nmax,toll)
Ak=A; Dnorm=norm(Ak,’fro’); epsi=toll*Dnorm; iter=1;
while Dnorm > epsi && iter<mmax
[Q,R]=qr(Ak);
Ak=Rx*(Q;
Dnorm=norm(Ak-diag(diag(Ak)),’fro’);
iter=iter+i1;
end;
if iter<nmax
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s=diag(Ak)’;

h=sum((abs (Ak-diag(diag(Ak))))’);
else

error (’Nem értiik el az adott iterdciészémmal a kivant pontossagot.’)
end;

4.28. Az X = A(2: 3,1) vektorhoz keresiink Householder-tiikrozést: v = [9, 3]7, ahonnét

- 1[4 -3
H_S[—?) 41’

és a megfelel6 Householder-tiikrozési matrix

1 0 0
H=|0 —4/5 —3/5
0 —3/5 4/5

Ezzel a méatrixszal a
4 —13/5 9/5
HAH=| -5 32/5 -11/5
0 4/5 8/5

matrix mar fels6 Hessenberg-alaki lesz, és a hasonlosagi transzformécié miatt a sajatér-
tékei megegyeznek A sajatértékeivel.

4.29. A Householder-tiikrézési matrix ugyanaz lesz, mint a 4.28. feladatban:

1 0 0
H=|0 —4/5 -3/5
0 —-3/5 4/5
Ezzel a métrixszal a
4 -5 0
HAH= | -5 196/25 —28/25

0 —28/25 4/25

matrix mar fels6 Hessenberg-alaki lesz, és a hasonlosagi transzformécié miatt a sajatér-
tékei megegyeznek A sajatértékeivel. Mivel A szimmetrikus matrix, igy a transzformaltja
is szimmetrikus, azaz tridiagonalis matrix lesz.

4.30. Az alabbi parancsokkal szamolhatunk. Két Householder-transzforméaciora van sziik-
ség. Az A2 matrix méar a kivant tulajdonsagi matrix lesz.

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatér tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

190 MEGOLDASOK - SAJATERTEKFELADATOK NUMERIKUS MEGOLDASA

>> A=toeplitz([4,3,2,1])

A =
4 3 2 1
3 4 3 2
2 3 4 3
1 2 3 4

>> x=A(2:4,1)

3
2
1
>> y=x+norm(x)*[1,0,0]°
v =
6.7417
2.0000
1.0000
>> H=eye (3)-2%(vv’)/(v’*v)
H =
-0.8018 -0.5345 -0.2673
-0.5345 0.8414 -0.0793
-0.2673 -0.0793 0.9604
>> Hi=blkdiag(1,H)
H1 =
1.0000 0 0 0
0 -0.8018 -0.5345 -0.2673
0 -0.5345 0.8414 -0.0793
0 -0.2673 -0.0793 0.9604
>> A1=H1xA*H1
Al =
4.0000 -3.7417 -0.0000 -0.0000
-3.7417 8.2857 -1.3014 -2.2543
-0.0000 -1.3014 1.0707 0.9113
-0.0000 -2.2543 0.9113 2.6436
>> x=A1(3:4,2)
x =
-1.3014
-2.2543
>> v=x+norm(x)*[1,0]’
v =
1.3016
-2.2543
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>> H=eye (2)-2%(vxv’)/ (v’ *v)
H =
0.5000 0.8660
0.8660 -0.5000
>> H2=blkdiag(1l,1,H)

H2 =
1.0000 0 0 0
0 1.0000 0 0
0 0 0.5000 0.8660
0 0 0.8660 -0.5000
>> A2=H2xA1xH2
A2 =

4.0000 -3.7417 -0.0000 -0.0000
-3.7417 8.2857 -2.6030 -0.0000
-0.0000 -2.6030 3.0396 -0.2254
-0.0000 -0.0000 -0.2254 0.6747

4.31. Csupan a program masodik soranak elsé két parancsat kell modositanunk, hiszen
a hess parancs elvégzi a Hessenberg-alakra hozast:
Dnorm=norm(A,’fro’); Ak=hess(A); epsi=toll*Dnorm; iter=1;

4.32. Az alabbi modon lehet pl. a programot futtatni:

>>[s,h]l=qriter(toeplitz([4,3,2,1]),200,10"-6)
s:
11.0990 3.4142 0.9010 0.5858
h =
1.0e-005 *
0.0000 0.0000 0.5698 0.5698

4.33. Az alabbi modon lehet pl. a programot futtatni:

>> [s,h]=qriter(toeplitz([2,-1,zeros(1,18)]),1000,10"-8)
s =
Columns 1 through 7
3.9777 3.9111 3.8019 3.6525 3.4661 3.2470 3.0000
Columns 8 through 14
2.7307 2.4450 2.1495 1.8505 1.5550 1.2693 1.0000
Columns 15 through 20
0.7530 0.5339 0.3475 0.1981 0.0889 0.0223
h =
1.0e-007 *
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Columns 1 through 7

0.7571 0.7572 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Columns 8 through 14

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Columns 15 through 20

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0
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Nemlinearis egyenletek és
egyenletrendszerek megoldasa

Sorozatok konvergenciija, hibabecslése

5.1. Mindkét sorozat a nulldhoz tart és nemnegativ elemt. Ezért ahhoz, hogy belassuk,
hogy pl. az e, sorozat rendje (legalabb) r (> 1), azt kell igazolni, hogy van egy olyan K
k-tol fiiggetlen konstans, mellyel e, < Kej, azaz egy1/el, < K. Természetesen a cél a
lehet6 legnagyobb megfelel6 r megkeresése.

Az els6 sorozatra tehat

wpr  1(k+1) K

a, — 1/km k+ 1

amely csak 7 < 1 esetén marad korlatos. Igy a sorozat konvergenciarendje 1.
A maésik sorozatra
D41 2= (k1)
b 2Tk

amely csak r < 1 esetén marad korlatos. Igy a sorozat konvergenciarendje 1.

_ 2—1—k(1—7‘)

5.2. Mindkét sorozat a nulldhoz tart és nemnegativ elemi. Ezért ahhoz, hogy belassuk,
hogy pl. az e, sorozat rendje (legalabb) r (> 1), azt kell igazolni, hogy van egy olyan K
k-tol fiiggetlen konstans, mellyel e, < Kej, azaz egy1/el, < K. Természetesen a cél a
lehet6 legnagyobb megfelel6 r megkeresése.

Az els6 sorozatra tehat

 ok+1
Cr+1 . 10 2

— — 10216(7‘72)
ey, 10-2* ’

amely csak 7 < 2 esetén marad korlatos. Igy a sorozat konvergenciarendje 2.
A miésik sorozatra
Jra1 10~ (k+1)?

fT = 10_7%2 — 10—k2_2k—1+rk2 _ 10(T—1)k2—2k—17
k

amely csak r < 1 esetén marad korlatos. Igy a sorozat konvergenciarendje 1.

193
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5.3. Azt kell megnézniink, hogy az e, = |z, —2| jeloléssel melyik az a legnagyobb r pozitiv
egész szam (feltételezziik, hogy egész lesz a legnagyobb ilyen szam), melyre teljesiil, hogy
ex+1/ e}, korlatos marad & — oo esetén. MATLAB-ban az alabbi médon kisérletezhetiink.
Latszik, hogy a sorozat negyedrendben konvergens

x=[2.100000000000000 2.040000000000000 2.001024000000000 2.000000000439805]
x =
2.1000 2.0400 2.0010 2.0000
>> e=abs(x-2)
e =
0.1000 0.0400 0.0010 0.0000
>> e(2:4)./e(1:3) .1
ans =
0.4000 0.0256 0.0000 % korlatos marad, nulldhoz tart
>> e(2:4)./e(1:3) .72
ans =
4.0000 0.6400 0.0004 % korlatos marad, nulldhoz tart
>> e(2:4)./e(1:3) .73
ans =
40.0000 16.0000 0.4096 % korlatos marad, nulldhoz tart
>> e(2:4)./e(1:3) .74
ans =
400.0000 400.0000 400.0004 % korlatos marad kb. 400-hoz tart
>> e(2:4)./e(1:3) .75
ans =
1.0e+005 *
0.0400 0.1000 3.9063 % nem marad korlatos

5.4. Azt kell megnézniink, hogy az e, = |z — 5| jeloléssel igaz-e, hogy epy1/ei korlatos
marad. MATLAB-ban szamolva konnyen latszik, hogy ez tényleg igy van.

>> x=[5.200000000000000
.080000000000000
.012800000000000
.000327680000000
.000000214748365
.000000000000092] °

o o1 o1 o o1

X:

5.2000 5.0800 5.0128 5.0003 5.0000 5.0000
>> e=abs(x-5)
e:
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0.2000 0.0800 0.0128 0.0003 0.0000 0.0000
>> e(2:6)./e(1:5) .72
ans =

2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0030
% lathatd, hogy ez a sorozat korlatos

5.5. Induljunk ki a Lagrange-féle kbzépértéktételbsl, melynek feltételei nyilvan teljesiilnek
az f fiiggvényre: létezik olyan ¢ szam az x és x* értékek kozott, mellyel
flx) = f@@*) _ flx)
f'e) = =

xr — x* x —x*

amibal

mar kovetkezik.

Zérushelyek lokalizacidja

5.6. Mivel f(1) = —1, f(e) = e—1> 0 és f folytonos fiiggvény, igy az 5.1. tétel miatt
az adott intervallumban valoban van zérushely. Mivel f'(z) = Inz > 0, ha > 1, ezért
a fiiggvény szigorian monoton névé az adott intervallumon, ami mutatja, hogy csak egy
zérushely van az adott intervallumban.

5.7. Mivel p/(z) = 32® — 4 * x + 4 és ennek a polinomnak a diszkriminansa negativ, igy a
polinom szigorian monoton névé. Az is nyilvanvalo, hogy —oo-ben —oo-hez tart, co-ben
pedig oo-hez. Ebbél kovetkezik, hogy a polinomnak egyetlen zérushelye van csak. Mivel
p(0) = —4, igy olyan x > 0 értéket kell keresniink, melyre p(z) > 0. Az z = 2 vélasztas
megfeleld, hiszen p(2) = 4. Tehat a [0,2] intervallum tartalmazza az egyetlen zérushelyet.

5.8. Az nyilvanval6, hogy a polinom —oo-ben —oo-hez tart, oo-ben pedig co-hez. Mivel
p'(z) = 32? — 4x + 1, aminek zérushelyei 1/3 és 1, ezért 1/3-ig névs, majd 1-ig csokkend,
majd 1-t6l djra névé a fiiggvény. Tovabba mivel p(1/3) = 13/270, igy 1/3-t6l balra
pontosan egy zérushely lehet csak. Mivel p(0) = —1/10, igy ez a zérushely a [0, 1/3]
intervallumba kell hogy essen. Mivel p(1) = —1/10, igy 1-t6l jobbra is van egy zérushely.
Mivel p(2) = 19/10, igy az [1,2] intervallum is tartalmaz egy zérushelyet. Tovabba a
korabbiak alapjan az [1/3, 1] intervallumban is kell lennie zérushelynek.

5.9. Legyen f(z) = z%e® és g(z) = sinx. Azt kell megmondanunk, hogy a két fiiggvény

grafikonja hanyszor metszi egymast és hol. Az f(z) fiiggvény —oo-ben 0+-hoz tart, oo-
ben oo-hez. Tovabba —2-ig (itt az értéke 0.54136) novs, majd 0-ig (értéke 0) csokkend,
és ezutan Gjra szigorian monoton nové a fiiggvény. Ha ezt a grafikont Gsszevetjiik a g(x)
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fliggvény grafikonjaval, akkor lathatjuk, hogy végtelen sok megoldasa lesz az egyenletnek.
Pozitiv megoldas egyetlen egy lesz csak a [0, 7| intervallumon beliil. A legnagyobb negativ
megoldas pedig a [—37/2, —7| intervallumba esik.

5.10. Hasznaljuk az 5.2. tételt! A =a =05, igy 1/(1+5/4) =4/9 <|z] <1+5/1=6.

Intervallumfelezési moédszer

5.11. Az adott intervallumban val6ban van zérushely, hiszen a fiiggvény folytonos és az
intervallum végpontjaiban kiilonb6z6 az elGjele: a = 0-ban f(a) = —4 és b = 4-ben
f(b) = 64. Mivel b — a = 4, igy |zo — 2*| < 2 és az |z — 2*| < 217% < 1072 becslésbol
kovetkezik, hogy & = 8 mar megfelel§ lesz az adott hiba eléréséhez (5.3.). Az alabbi
modon szamolhatunk:

L1 R b | flew) |

010 2 4 6

100 1 2 -2

2|1 1.5 2 0.875
301 1.25 1.5 -0.7989
41 1.25 | 1.375 1.5 -0.0254
5 || 1.375 | 1.4375 1.5 0.4080

6 || 1.375 | 1.40625 1.4375 0.1872

7| 1.375 | 1.390625 | 1.40625 | 0.0799

8 || 1.375 | 1.3828125 | 1.390625 | 0.0270

Azaz xg = 1.3828125 egy megfelel§ kozelitése a zérushelynek.

5.12. A keresett érték megoldasa pl. az 23 — 25 = 0 egyenletnek. Ez a megoldés a [2,3]
intervallumban van. Igy az 5.3. tétel miatt az elsére adott hibahoz az 1/2F! < 1/10
feltételnek kell teljesiilni, azaz elegend6 harom iteracios lépést elvégezni.

(ko  [a  [0] () |
02 |26 [3]930%
1125 |27 |3 42031
2275 | 287 |3 12363
3 2.875 | 2.9375 | 3 | 0.3474

Igy 2.9375 megfelels kozelitése v/25-nek.
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5.13. Az alabbi program az intervallumfelezési eljarast hajtja végre. A miikddéséhez meg
kell adni rendre azt a fiiggvényt, melynek a zérushelyét keressiik, azt az [a,b]| intervallu-
mot, amelyben a zérushelyet kell keresni, ill. az elérni kivant hibat. Ha ez utébbit nem
adjuk meg, akkor azt a program 10~ %-ra 4llitja be. A program az elérni kivant hibaérték-
bél kiszamitja a sziikséges iteracidszamot és annyi iteracios lépést hajt végre. Eredménytiil
a kapott kozelitést, a tényleges iteracidoszamot, és a szamitott sziikséges iteracidoszamot
adja vissza. (Lehet, hogy hamarabb leall a program, mint a sziikséges iteracioszam, ha
az egyik felez6pont méar a zérushelyet adja.)

function [megold,iter,maxiter]=interfel(fv,a,b,hiba)

f=inline(fv,’x’); megold=a+(b-a)/2;

if £f(a)*f(b)>0 error(’Nem garantalt, hogy van zérushely..
az intervallumban.’);

else

if nargin==3, hiba=10"-6; end;

maxiter=ceil (log((b-a)/hiba)/log(2)-1);

iter=0;

while iter<maxiter && abs(f(megold))>10"-60

if f(megold)x*f(a)>0 a=megold; else b=megold; end

megold=a+(b-a)/2; iter=iter+l;

end

end

format long

5.14. Alkalmazzuk az 5.13. feladatban szereplé programot 1075-0s pontossaggal! Az f(x)
fiiggvény zérushelyére 1.341851234436035, mig a g(x)-ére -2.191308021545410 adodik.
Minkét esetben 19 iteracios 1épés elegendé az adott pontossag eléréséhez.

Newton-modszer

5.15. A [1] jegyzet (5.1.4) egyenlGsége szerint

o - 1)
k+1 2,]”(13]@)

lex|?

(ennek gyengitett valtozatat becslésként tartalmazza az 5.6. tétel), ahol & xy, és x* kozé
esik. Itt a szokdsos e = x, — x* jelolést hasznaljuk az iteracids lépés hibajara. Ha
feltessziik, hogy x, kozel van a zérushelyhez, akkor hasznalhatjuk az

"
x
Crr1 A (21) lex|? ~ 0.57¢;

2f"(x1)
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kozelitést. Ezzel
erp1 ~ 0.57e; ~ 0.57(0.57¢;_)* = 0.57%; | ~ ...~ 057l

ahol M =1+4+2+...42F = 2k1 1 Ez a becslés csak akkor mutat konvergenciat, ha e
elegend@en kicsi. Mivel oy —xg = 11 —2* — (19 —2*) = ¢; —eg = —0.1 és e; =~ 0.57¢3, igy
eo — 0.1 ~ 0.57¢2, ahonnét azt kapjuk, hogy ey &~ 0.11. (A masik gydk nem johet szoba,
mert akkor m-nél nagyobb zérushelyet kapnank.)
Igy az
epr1 ~ 0.5770.11M = 0.11-0.0627 < 5-107°

feltételt kell garantalnunk az 5 tizedesjegyes pontossaghoz. Innét M értékére M = 3.61
adodik, ami azt jelenti, hogy kb. két 1épést kell elvégezni az adott pontossag eléréséhez
(k = 2). (Valojaban 3 iteracios lépés kell az adott pontossig eléréséhez.)

5.16. Az e7® = 10 — 22 egyenlGség két oldalan 4llo fiiggvényeket abrazolva kénnyen
lathato, hogy két megoldas lesz. A pozitiv zérushely valahol /10 kozelébe esik, konnyen
lathato az is, hogy innét indithato is az iteracio. (A fliggvény és masodik derivaltja is
pozitiv a zérushelyig terjedd intervallumban.) Elsg lépésben 3.155539727, a masodikban
3.155532331 és a harmadikban ugyanaz adodik, igy 3.155532331 mar megfelel§ kozelitést
ad.

5.17. Az e=® — sinz fiiggvény legkisebb pozitiv zérushelye 0 és m/2 k6z6tt van. Ezen az
intervallumon a fiiggvény méasodik derivaltja pozitiv és pl. az x = 0 pontban a fiiggvény-
érték is. Az 2(© = 0 pontbol tehat indithatjuk az iteraciot!

M =0.5, 2® = 0.585644, ) = 0.588529, =) = (.588533.
Ez az eredmény mar elfogadhato.

5.18. Mivel paratlan fokszami a polinom, ezért legaldbb egy zérushelye van. A derivalt
zérushelyei 41/4/3, és ezekben a pontokban negativ értéket vesz fel a polinom. Igy egyet-
len zérushely van az (1/+/3,00) intervallumban. Kénnyen lathato, hogy 1-ben negativ,
2-ben meg pozitiv a polinom értéke, igy a zérushely 1 és 2 kézott van valahol. Mivel a
méasodik derivalt 6z > 0, ha = > 0, igy a Newton-modszer pl. az xqg = 2 ponttol indit-
haté. Valoban: 4 tizedesjegyre szdmolva a 3. 1épésben mar megfelel§ eredményt kapunk:
1.7963.

5.19. Az 2 és x + 10 fiiggvényeket abrazolva lathato, hogy az [1,2| intervallumban van
a keresett megoldés. Dolgozzunk a Newton-modszerrel! (Ez a modszer masodrendd, igy
talan nem kell sokat szamolni az adott pontossag eléréséhez.) Az f(x) = z* —z — 10
jeloléssel, f”(x) = 1222, igy porzitiv fiiggvényértéket ado helyrdl kell inditani az iteraciot.
Legyen ez xg = 2. Az a1 = xp — f(x)/f'(xg) iteracioval szamolva a harmadik és
a negyedik lépések kozott mar nincs valtozas a negyedik tizedesjegyben, azaz az x4 =
1.855585 érték mar biztosan pontos lesz harom tizedesjegyre. (Kisebb lesz a hiba, mint
5-1071)
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5.20. Inditsuk az iteraciot az xo = 2 pontbol! Ekkor a sorozat monoton csokkené moédon
fog konvergalni az egyenlet megoldasahoz. Igy |f(z)] < x7 — 2 és |f'(z)] > 2 az x* és 2y,
kozotti intervallumon. Tehét érvényes a

|2k — 2|

|z, — 2% < 5

becslés. Leallasi feltételt gy kaphatunk, hogy a fenti egyenlGtlenség jobb oldalat minden
iteracios lépésben kiszamitjuk, és ha az egy adott toleranciaszint al& keriil, akkor bizto-
sak lehetiink benne, hogy x; a toleranciaszintnél kozelebb van a megoldashoz. Pl. ha a
toleranciaszint 10719, akkor a negyedik 1épés utan mar leallithatjuk az iteraciot:

1.500000000000000
hibabecsles =
0.125000000000000
k =
2
x_k =
1.416666666666667
hibabecsles =
0.003472222222222
k =
3
x_k =
1.414215686274510
hibabecsles =
3.003652441435634e-006
k =
4
x_k =
1.414213562374690
hibabecsles =
2.255307052223543e-012

5.21. A zérushely a [0,7/2] intervallumba esik. Mivel f'(z) = —sinz — 1 és f"(x) =
—cosz, ezért pl. xp = 1.5-16l indithato az iteraci6. Mivel a masodik derivalt negativ, igy
monoton csokkend lesz az iteracios sorozat. Az xj és x* pontok kozott tehat érvényes,

hogy
|f(z)] = |cosz —z| < |cosay —xyl, |f'(x)] =]—sinx—1| > 1,
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igy tehat

| cos zy, — x|
1

10~ -es toleranciaszinttel szamolva azt kapjuk a becslésbél, hogy a negyedik lépés utén

mar ledllithatjuk az iteraciot.

|z, — 2*] < = |cosz — x|

0.785314737732760
hibabecsles =
0.078148968153730
k =
2
x_k =
0.739534550025702
hibabecsles =
7.522240085812149e-004

0.739085177791409
hibabecsles =

7.460334550124514e-008
k =

4
x_k =

0.739085133215161
hibabecsles =

7.771561172376096e-016

5.22. A modszer azért nem lesz masodrendii, mert a zérushelynél a derivalt értéke nulla
(312 -3 =0), igy az 5.6. tétel feltételei nem teljesiilnek. Ha a Newton-modszert agy
modositjuk, hogy

f(zx)

f'()”
akkor az iterdci6 mar mésodrendben fog konvergalni. Ezt az alabbi médon igazolhatjuk.

Mivel z* kétszeres zérushely, igy f(x*) = f'(2*) = 0. Vonjunk ki az iteracios formula
minkét oldalabol x*-ot, majd szorozzunk f'(zy)-val.

(g1 — %) f'(xg) = (w2, — %) f(2g) — 2f (21)- (10.2)

Lht1 :l’k—2
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Taylor-sorfejtést hasznalva az x* pont koriil, azt kapjuk, hogy

Flae) = f/(@%) + () xn — 2%) = f(§) (2 — 27),

valamint a sorfejtést a jobb oldalon all6 G(x) = (x — 2*) f'(z) — 2f(x) fiiggvényre hasz-
nalva, mivel

G(*) =0, &%) = f'(zp) + (@ = 2") ["(2") = 2"(2") = 0,
G//(l’*) — (I* . $*>f///(23*) — 0,

igy G///( )
Glar) = W (g — 2*)3.
A fenti kifejezéseket visszahelyettesitve a 10.2 egyenlGséghbe azt kapjuk, hogy
. . G/// .
(1 =) O~ #) = T a0y

Ezt atrendezve, majd abszolit értéket véve kapjuk az alabbi becslést, ami mar mutatja,
hogy a konvergencia masodrendt.

< max

- 6f1/r/1in
"

egy fels6 becslés G harmadik derivaltjanak abszolut értékére és f!'. egy alsd
becslés f els6 derivaltjanak abszolut értékére az x* zérushely egy kornyezetében.

A maéasodrend konvergencia az 5.8. tételre tdmaszkodva is igazolhat6. Ehhez a mod-
szert, olyan fixpont iteracionak tekintjiik, amelynek iteracios fiiggvénye

f(z)
f'(x)
Az f fiiggvényre érvényes, hogy f(a*) = f'(z*) =0 és f"(2*) # 0, tovabba

/ 2 _ "
r—T* T—x* (f’({]j))2
!/
1
— _1 2 " * 1 & — _1 2 " * — 0
A M ~ T T g

Ez mutatja, hogy a konvergencia legalabb méasodrendd lesz. Az, hogy nem lesz ma-
gasabbrend(, az onnét latszik, hogy F”(x)-nek mar nem nulla a hatarértéke z*-ban.

Altalanosan belattuk tehat azt a tételt, hogy ha f kétszer folytonosan derivalhato és
r*-ban kétszeres zérushelye van, akkor a Newton-moddszer fenti modositasa mar masod-
rendben konvergens zérushelyhez tart6 sorozatot ad.

|[Tpq1 — 27| |z — 2|,

ahol G

max

Flz)=x-2
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5.23. Mivel 2* m-szeres zérushely, igy f(2*) = ... = f(™Y(2*) = 0. Induljunk ki az
(k)

T T T )

iteraciobol és vonjunk ki mindegyik oldalabol x*-ot:

f(z)
f'(xr)’

Tpo1 — T =x — 2" —m

majd szorozzunk f'(xy)-val:

(o1 — 27) f () = (= 27) f(wx) — mf (wn). (10.3)

Most a bal oldalon allo f'(xy) értéket és a jobb oldalon all6 (xy — z*)f'(zx) — mf(xy)
értéket is a fiiggvények x* pont koriili sorfejtésébdl szamoljuk ki. Egyrészt
fm () f™ () oyt S " (n)

F1@) = P et R e

(m—2)! CEN L

(x—x ,

masrészt a
G(z) = (x — ") f'(z) — mf(x)

fiiggvényre ' ' ' '

G (a) i= jf (@) + (0 = ) I (a) = m O a),
ami azt mutatja, hogy '

G(J)(x*) =0,

ha j =0,1,...,m. Igy tehat G 2* koriili sorfejtése
(ZL’ _ :E*)m-l—l

Gl =)

G (€).

A fenti f(z) és G(x) fiiggvényeket az z* helyen kiszamolva és a (10.3) képletbe helyette-
sitve kapjuk, hogy

* f(m) 77) x\ym—1 __ (mk — x*)m+1 (m+1)
(Thy1 — @ )(m_ )!(xk—l’ ) —WG (),
azZaz Gfg;il)

i1 — 27| < ol — P

m<m + 1)fmin
ahol G 4 G fiiggvény m + 1-edik derivalt abszolut értékének maximumat, mig fr(nTn)
az f fiiggvény abszolit értékének minimumat adja meg az z* pont egy kdrnyezetében.
Ilyen értékek nyilvanvaldéan léteznek és az utobbi nem nulla. Ez a képlet nyilvanvaléan
azt mutatja, hogy a konvergencia masodrendd.

Természetesen sokszor nem tudhato elére, hogy az f fiiggvénynek a keresett zérushe-
lye hanyszoros zérushely. Ezzel kapcsolatban lasd az 5.24. feladatot.

)
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5.24. Ha f-nek x* m-szeres zérushelye, akkor felirhato f(z) = (x—a*)™h(z) alakban, ahol
mar h(z*) # 0, hasonléan f'(z)-nek z* m — 1-szeres zérushelye, igy hasonléan f(z)-hez
f'(z) az f'(x) = (x — 2*)™ 'j(z) alakban irhaté. Igy

flz) _ (z—a")h(x)

Al 7o B (7S B

igy x* valoban egyszeres zérushely, mert h és j olyan fiiggvények, melyek z*-ban nem
nullat vesznek fel.

Ezek alapjan azt mondhatjuk, hogy a klasszikus Newton-modszer mindig mésodrend-
ben fog konvergalni, ha a g(z) = f(x)/f'(x) fiiggvényre alkalmazzuk, azaz ha az f(z) =0
egyenlet megoldasat az

L+1 = Tk — g(zy)
9'(x)
iteracioval keressiik.
5.25. Az iteracio sajnos ciklikusan ismétléds 1épéseket allit el6: xo = 0, 1 = —1, 9 = 0,
r3 = —1, ..., igy az nem fog konvergalni a megoldashoz.

Az xy kezdGérték nincs elegend&en kozel a megoldashoz ahhoz, hogy az 5.6. tétel
biztositsa a konvergencidt. Mivel a megoldéas -0.4 kérnyékén van, m; = 1 és My = 10
megfelel§ valasztasok, igy az |zo — x*| < 0.2 feltétel mér biztositand a konvergenciat.
Valoban, a [-0.6,-0.2] intervallumbol inditva az iterdciot az konvergens lesz és az z* =
—0.3977508105 értéket adja eredményiil.

Huar- és szeldmodszerek

5.26. Mivel f(—1) < 0és f(1) > 0, igy valoban van megoldas az adott intervallum belsejé-
ben. A szamitasokat az alabbi tablazatban foglaltuk 6ssze. A szamitéasok leellenérizhetSk
pl. a chord.m program segitségével.

(kla [0 [z [ |
1 1 0.2939 | 0.9162
5 0.2939 | -0.3280 | -0.0852

-0.3280 | 0.2939 | -0.2751 | 0.0205
-0.3280 | -0.2751 | -0.2854 | -1.8886e-005

= W N ]

5.27. A szel6modszerrel az alabbi médon szamolhatunk a [-1,1] intervallumrol inditva az
eljarast. A szamitasok leellenérizhetSk pl. a secant.m program segitségével.
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L

1

-1
0.293858536281304
-0.328029789700643
-0.275142163493936
-0.285407606179304
-0.285398162735863
-0.285398163397448

| O O | W N | O

5.28. A Newton-moédszer esetén minden 1épésben egy 1j fliggvényértéket és egy 1j deri-
valt értéket kell kiszamolnunk, mig a szel6modszer esetén elegendé minden lépésben egy
tjabb fiiggvényérték szamolasa. Igy fordulhat els, hogy egy alacsonyabb rendd modszer
id6ben gyorsabban megtalalja a zérushelyet egy adott pontossdggal, mint a masodrendii
Newton-modszer. Ha pl. addig végezziik az iteraciot, amig két egymas utani kozelités mar
10~ 15-nél kisebb lesz, akkor a Newton-modszernek 6 iteraciora, mig a szel6modszernek 7
iteracidra van sziiksége. Viszont a Newton-modszer 6 iteracidja 0.005944 masodpercet,
mig a szelémodszer 7 iteracioja 0.003552 méasodpercet vesz igénybe. (Természetesen a
futasi id6 fiigg a hasznalt szamitogéptdl, de a futasi idsk aranya hasonlé lesz.) A pontos
megoldés 0.685504401504941.

Fixpont iteraciok

5.29. A fixpont iteracio grafikusan gy szemléltethetd, hogy az (xq,0) ponton keresztiil
huzunk egy olyan fiiggGleges szakaszt, ami metszi az F'(x) fiiggvény grafikonjat. A met-
széspontot vizszintes szakasszal 0sszekotjiik az y = = egyenes grafikonjaval. Ahol ez a
szakasz metszi az egyenest, azt a pontot Osszekotjiik ismét egy fliggbleges szakasszal az
F(z) fiiggvény grafikonjaval, majd azt ismét egy vizszintes szakasszal az y = x egye-
nessel, sth. A fiigg6legesen huzott szakaszok meghosszabitasainak x-tengellyel alkotott
metszéspontjai adjak rendre az zq, xo, . . . iteracios lépéseket. A 10.5 dbran egy konvergens
és egy divergens esetet szemléltettiink. Az elsg esetben |F(x)| < ¢ < 1, a masodikban
pedig |F(x)| > 1.

5.30. Az iterécios fliggvény

melynek derivaltja

F'(z)

B
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A A
y=x y=x
F(x)
Fix)
s
|| |
NI 1
‘ | 1y ‘ > | A >
X, X, x, x* x; X, Xy XXy Xp X3

10.5. dbra. Egy konvergens és egy nem konvergens fixpont iteracios eljaras szemléltetése.

ami z = 0 esetén nulla és folytonos, igy az origd egy megfelel§ kornyezetében biztosan
kisebb abszolut értéki lesz, mint ¢ < 1. Tekintsiik pl. a [—0.5,0.5] intervallumot. Ebben

LU2

1+z

_1 1

azaz ebbdl az intervallumbol inditva az iteraciot az a fixponthoz fog konvergélni.
Mivel F'(0) = F"(0) = 0, de F""(0) # 0, igy a konvergencia harmadrend lesz.

5.31. Legyen az iteracios fiiggvény

Pmﬁ_x+A(ﬁ;2>+B(ﬁ;2>.

Ennek nyilvan fixpontja az 2* = £1/2 pont. A konvergenciarend annal nagyobb, minél
magasabb rendd derivaltja tinik el F-nek a fixpontban. Az els6 és a masodik derivalt is
eltiinik, ha teljesiilnek az 1 +2A + B = 0 és —A — 5B/2 = 0 feltételek. Ezen egyenlet-

rendszer megoldasa A = 1/4, B = —5/8. Az iteracié ezek alapjan harmadrendben lesz
konvergens.
5.32. Most a Newton-modszer, vagy az xp 1 = 2/xj iteracido nem johet szoba, mert

az xg = 0 pontban az iteracios fiiggvények nincsenek értelmezve. A megfelels iteracios
fliggvény megkonstrudlasara egy lehetdség pl. az alabbi.
Probalkozzunk iteraciot konstrudlni az

r=1x+g(2—2%

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatér tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

206 MEGOLDASOK - NEMLINEARIS EGYENLETEK MEGOLASA

ekvivalens egyenlettel, ahol g megfelel§ pozitiv konstans. A konvergencidhoz biztositani
kell, hogy pl. az [1,2] intervallumon (ebben van a zérushely) az F(z) = z + g(2 — 2?)
fiiggvény kontrakcio legyen. F'(z) = 1 — 2gx. Garantaljuk pl., hogy |1 — 2¢gz| < 1/2.
Ehhez elég pl. g értékét 1/4-nek valasztani.

Ezzel az iteracionk lehet az xp, 1 = xp + (2 — (x5)?)/4 alaku, és eddig azt tudjuk,
hogy az [1,2] intervallumbol inditva az iteracié az egyenlet megoldasahoz konvergal.

Mar csak azt kellene megmutatni, hogy xy = 0-r6l is konvergalni fog, amihez elegendd
megmutatni, hogy az iteracié valamelyik lépésben belekeriil az [1,2| intervallumba. Az
zo = 0 pontbdl inditva az iteraciot x; = 1/2, xo = 15/16 és x3 = 1247/1024, ami méar
beleesik az [1,2] intervallumba. (Ez az x + (2 — 2?)/4 iteracios fiiggvény grafikonjabol is
latszik.) Ezt akartuk megmutatni.

A hibabecslést csak az [1, 2] intervallumban 1év6 sorozatrészre lehet a tanult képlettel

csinalni (k € N):

(1/2)* 1 6
(ahol egyszertien 1-gyel becsiiljiik feliilr6l az |zy — x3] értéket), ahonnét k& = 21 adodik.
Azaz az eredeti sorozattal legalabb 24 lépés sziikséges az adott pontossaghoz.

’9133+k - l’*| <

5.33. Ha a fixpont iteracié a k-adik 1épésben az x; pontbdl az z,,1 pontba lép, akkor a
Banach-féle fixponttételnél tanult becslés alapjan

S

’xk’-i-l - l‘k‘,

|Tpgs — 7] < 1 a

ahol most x* az F'(z) = 0.5+sin x iteracios fiiggvény fixpontja és ¢ a kontrakcios tényezd.
Az iteracios fiiggvény derivaltja cos z, igy az [1, 1.5] intervallumon (1-r8l indulunk (k =0
a fenti becslésben) és 1.5 koriili eredményt varunk fixpontnak) F'(z) kontrakcios tényezdje
cos 1 =~ 0.55, amivel csak a

10

’1’10 — SL’*’ < 1 ’1’1 — Io‘ = 0.001922
—q
becslést nyerjiik, ami még nem megfelel§ szamunkra. Lathatjuk, hogy z; = 1.34147,

igy most vizsgaljuk meg, hogy az [z1, 1.5] intervallumon mekkora a kontrakcios tényezd:
cos Ty ~ 0.227. Ezzel

q9

1—gq

‘ZL’H_g — I*| S |.I'2 - 1’1| =2.7391 - ].0_7,

ami mutatja, hogy x1o mar legalabb 6 tizedesjegyre pontos lesz.

5.34. A Banach-féle fixponttétel biztositja a konvergenciat, ha igazoljuk, hogy az
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fiiggvény kontrakcio az [1,2] intervallumon, és hogy az intervallumot énmagaba képezi.
A kontrakciohoz elég belatni, hogy |F'(x)| < 1 az [1,2| intervallumon, hiszen F’(x)
folytonos.

1 -1

Fllz)=~-+ —

igy ) .
< F .

3 ( ) 3

Igy a leképezés valoban kontrakcio, a kontrakcios tényezd 2/3.

F(x) v/3-tol balra csokkend, jobbra névé az [1,2] intervallumon. Ez latszik a derivalt-
bol. Igy maximuma max{4/3,7/6} = 4/3 = 1.3333, minimuma 2//3 ~ 1.1547. Azaz az
intervallumot 6nmagéba képezi.

A Banach-féle fixponttétel miatt tehat az iteracio az [1,2| intervallumbeli egyetlen
fixponthoz tart, ami /3/2.

Hibabecslés szintén a Banach-féle fixponttétellel adhat6. Ha xg = 2, akkor z; = 7/6,

azaz /
(2/3) 7

—/3/ 2——-|<107®

VRS 2BJ J— |

ahonnét kapjuk, hogy a 20. tagtél mar beleesik a kivant kornyezetbe a sorozat.

5.35. Egyszerti szamitéssal lathato, ahogy v/21 mindegyik iteracionak fixpontja. Mivel
V/21 értéke a [2,3] intervallumban van, igy a konvergenciahoz elég megvizsgalni pl., hogy
a Banach-féle fixponttétel feltételei teljesiilnek-e.

Az elsg iteracio a [2, 3] intervallumot énmagaba képezi, és az iteracios fiiggvény deri-
valtjanak abszolit értékének maximuma 166/189. Igy teljesiilnek a Banach-féle fixpont-
tétel feltételei. Mivel az iteracios fiiggvény derivéltja a fixpontban 6/7, azaz nem nulla,
igy az iteracio elsérendben tart a fixponthoz.

A masodik iteracios fiiggvény a [2.1,3] intervallumot 6nmagéba képezi, és az itera-
cios fiiggvény derivaltjanak abszolit értékének maximuma 1118/1323. Igy teljesiilnek a
Banach-féle fixponttétel feltételei. Mivel az iteracios fliggvény derivaltja a fixpontban
0, a masodik derivaltja nem 0 ((2/21)212/3), igy az iteracié masodrendben konvergal a
fixponthoz.

A harmadik iteracids fliggvény derivaltja a fixpontban 5.7057, azaz az iteracié nem
konvergél a fixponthoz.

Osszefoglalva tehat a harmadik iteracié nem konvergens, az els6 elsérendben, a mé-
sodik pedig masodrendben konvergens.

5.36. Az iteracid /
2f"(wp) f (1)

TR T S (a2 — o) f7 ()
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alakjat fogjuk hasznalni a bizonyitasban.
Fejtsiik sorba az f(z) fiiggvényt a harmadik ill. masodik tagig is az x; pont koriil, és
alkalmazzuk a sorfejtést az x* pontban!

0= 1) = f(a) + St — ) + T o O ey

0= 7(e) = ) + F)(a* — )+ 1D 0 -y

ahol £ és n megfelels z* és . kozé esé szamok. Szorozzuk be az elss egyenletet 2 f/(zy,)-val,
a masodikat f”(x)(z* — xx)-val, majd vonjuk ki az els6bdl a mésodikat, és rendezziik.

0 = 2f () f'(zx) + 2(f (x))* = f" () f (xn)) (2" — x)+

N (f’m)gf'"(&) . f”(a:%f”(ﬂ)) @ o
Osszuk el mindkét oldalt a 2(f"(zx))? — f"(xk) f(xr) kifejezéssel.

@I ) @) 3w
(7)) = ) f ) 620 ()2 = ") f (1) |

A jobb oldalon allo els6 tag az iteracio képlete miatt éppen x;, — xpy1, igy xy kiesik, és
a képletet atrendezve az alabbi egyenl@séget kapjuk.

tonr — o+ = — 2L @R ) = 3" () 01
k+1 6(2(f/($k))2 _ f”(xk)f(l'k))

ami mar mutatja a modszer harmadrendd konvergenciajat.

0=3

(x* — xk)3,

Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa

5.37. Fejezziik ki az x1, zo, x5 ismeretleneket rendre az egyes egyenletekbdl:

1
x1 = - cos(zax3) +1/6 =: Fi(x),

3

1 /o
Ty = o x] +sinzg 4+ 1.06 — 0.1 =: Fy(x),.
T3 = ;—Oe’“” — (10m — 3)/60 =: F3(x).

El6szor valasszuk Fy(x)-ben a gyokjel el6tti pozitiv elGjelet. Megmutatjuk, hogy a fenti
iteracio kielégiti az 5.9. tétel feltételeit a —1 < x1, x5, 3 < 1 kockan. Elgszor azt mutatjuk
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meg, hogy a leképezés a kockdba képez:

1
|Fy(z)| = gCOS(sz[L’g) + 1/6‘ <1/2,

1 1
|Fy(z)| = 5\/33% +sinxs + 1.06 — 0.1' < §\/12 +sinl+ 1.06 — 0.1 <0.09,

——eT _ (107 — 3)/60‘ < 2—60 + (107 — 3)/60 < 0.61.

Fa(o)l = | 35

Most megmutatjuk, hogy |0F;(x)/0zk| < 0.8430/3 = 0.281 (azaz az 5.9. tételben ¢ =
0.8430) tetszdleges i,k = 1,2, 3 esetén.

OR | _ |9R| _, |95s] _,

Ory| | 0xy| 7 |Oxs|
OF| 1 1
0_55; = §|$3|| sin(zoz3)| < gsinl < 0.281,
OF| 1 1
Eé = g loa[sin(zzzs)| < S sinl < 0.281,
3F2 |ZI}1|

= < < 0.238,

Or1|  9y/2? +sinzy +1.06  9v0.218
0Fy ) _ | cos(s)| < <0.119,
Oxs|  18y/a? +sinaz +1.06  18/0.218
6F3 |l’2| —z1x0 ]_
| =2eme < — 0 <014
9| 20° = 20° !
6F3 |ZL‘1| —z1x0 1
= Tleme < e < (.14,
drs| 200 = 20°

A tétel szerint tehat az iteracionak egyetlen fixpontja van az adott kockén belil. Ha
Fy(z)-ben a negativ elgjelet valasztjuk a gyokjel el6tt, akkor a fentiekhez hasonldéan
megmutathato, hogy annak az iteracionak is egyetlen fixpontja van. Igy igazoltuk, hogy
két fixpont van, mivel a kapott két fixpont nem esik egybe (5.38. feladat).

5.38. Az 5.37. feladat eredményét és az 5.9. tételt (¢ = 0.8430) felhasznalva dolgozunk.
Inditsuk az els6 iteraciot az Xy = [0.6,0, —0.6]” pontbol! Ekkor

X1 = [0.5000, —0.0041, —0.5237]7,
és az alabbi hibabecslést kapjuk
q~ 0.8430*

1 — Rolloo = ——o——0.1 < 107,

1—g¢ 1-08430 =

1% = X" loo <
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Azaz legfeljebb 73 iteracios 1épés elegend6 az adott pontossig eléréséhez.
X73 = [0.500000000000000, —1.387778780781446¢ — 017, —0.523598775598299]"
(x* =[1/2,0,—7/6]7). A masik iteracioval hasonléan szdmolhatunk.
X1 = [0.5000, —0.1959, —0.5287]7,

és
qk 0.8430%

[l < 08130
g%~ ol < 753530

azaz legfeljebb 83 iteracios lépésre van sziikség.

1Xe — X* |0 < 02<1075,

X73 = [0.498144684589491, —0.199605895543780, —0.528825977573387 .

5.39. Abrazoljuk MATLAB-ban az egyenletrendszer egyenleteit implicit fiiggvényként az
adott tartomanyon. Innét leolvashato, hogy az egyenletrendszernek Osszesen két megol-

-10 - - -
10 -5 0 5 10
X

10.6. abra. Az 5.39. feladatban szerepld implicit fiiggvények grafikonja.

désa van Osszesen az adott tartoméanyon. (Lasd még az 5.40. és 5.41. feladatokat. )

5.40. Atirjuk az egyenletrendszert alkalmas modon fixpont iteracios alakba

2+ 23+ 8

T, = % =: Fl(l'l,fo),
TT2+ 1+ 8

To = % = FQ(IE1,$2)7
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majd megmutatjuk, hogy a D = [0,1.5] x [0,1.5] halmazon teljesiilnek az 5.9. tétel
feltételei.

Az kénnyen ellendrizhetd, hogy az F(x1,x5) = (Fy(x1, 22), Fy(21,72)) leképezés a D
halmazbol a D halmazba képez. Tovabba

8F1 I 1

ORI _ |z <L

81’1 5175

OR ) o2 o1

8:1:2 5175

aFQ I% 1

— ==+ —]<0.325
0xy 10 * 10| — ’
Of| 2122 45
8x2

ami miatt az 5.9. tétel feltételei érvényben vannak a ¢ = 0.9 valasztassal, azaz valéban
egy fixpont van csak az adott tartoményon beliil. A fixpont megkereséséhet inditsuk
az iteraciot az X = [1/2,1/2]7 pontbol! Ekkor X; = [0.85,0.90625]7, és a hibabecsls
formulabdl azt nyerjiik, hogy legfeljebb 145 iteraciora van sziikségiink az adott pontossag
eléréséhez X145 = [1,1]7, ami a tényleges pontos megoldast adja az adott D tartomanybol.

5.41. Irjuk fel a Newton-iteraciot az adott egyenletrendszerre! Az egyszertiség kedvéert
az r és y valtozokat hasznaljuk, és nem irjuk ki az iteracios lépések szamaét.

v | x| [22-10 2y 22— 107 + 4% + 8
y | |y v’ +1 2zy—10 P+ —10y+8 |-

Most a tétel nem ad dtmutatast a kezdSpont megvalasztasara. Azt tudjuk tenni, hogy
a 10.6 abra alapjan elinditjuk az iteraciot valahonnét a megoldas kozelébdl. Pl. az Xy =
[0.5,0.5]" pontbol inditva az az x* = [1,1]7 ponthoz tart, mig az X, = [3, 3|7 pontbdl
kezdve az iteraciot az

X* = [2.193439415415308, 3.020466468123034]"
megoldast kapjuk.

5.42. X* = [0.121241911480502, 0.271105155792415]~.
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Interpolaci6 és approximacio

Polinominterpolaci6

Interpolacié Lagrange és Newton modszerével altalanos alappon-
tokon

6.1. Legyen xg = —1, 21 =2, 19 =3, 23 =4 és fo =2, f1 =4, fo, =0, f3 = 2. Az z¢-hoz
tartozo Lagrange-féle alappolinom
(x —2)(x —3)(x —4) 1 13 2

lo(z) = = ——x?’—i—ixQ——x—k—,
(—-1-2)(-1-3)(-1—-4) 60 20 30 5

az x1-hez tartozo

ST
e re- sy 6 T e

(D)) -2)@=3) 1 5 2, 1
l3(z) = - () —2a_3) =% "7 +1—0$+3/5.

Ezek alapjan a Lagrange-féle interpolacios polinom az

) 9 8

polinom lesz. Vegyiik észre, hogy az interpolacios polinom meghatarozaséhoz az ly(x)
polinomra nincs is sziikség, hiszen f; = 0.

213
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6.2. A 6.3. tételt hasznaljuk. ElGszor elkészitjiik az osztott differencia tablazatot.

—1 =
oy =2/3=a

2 4 U8 — 7/6 = ¢y

0—4 4 =1 3—(=7/6) __ 5/6

52 =03
3 0 =0 =3

3 =2
4 2

A tablazatban bejeloltiik a Newton-alakban felirt polinom egyiitthatoit. Igy a keresett
polinom

Li(z) =co+ci(x — (=1)) + co(x — (—1))(x — 2) + c3(x — (=1))(x — 2)(x — 3)
=2+ (2/3)(z = (1)) + (=7/6)(z — (1)) (z — 2) + (5/6)(z — (=1))(z — 2)(z = 3)
_ 09 + S + 10.
6 2 3
(10.4)

Az interpoléciés polinom Horner-alakja a Newton-alak alabbi atrendezésével nyerhetd:
Ly(z) =2+ (x +1) ((2/3) + (= 2) ((=7/6) + (5/6)(x = 3) ) ).
A helyettesitési értékek szamolasahoz ezt az alakot érdemes hasznalni.

6.3. Természetesen mindkét modszerrel az

5) 29
LQ((L’) = 6[['2 — E[L’ -+ 9

polinomot kapjuk. A Lagrange-alakban megadott elGallitas

(x —3)(z —4) T —
(-3)1-1 ‘C-ne-1  “@-nE-3)

Ly(z) =5

mig a Newton-féle elgallitas Horner-alakban
-3 5
Ly(x) =54 (x —1) (7—%5@—3)) .

6.4. A Lagrange-féle elGallitas esetén minden egyes Lagrange-féle alappolinom helyette-
sitési értékének kiszamitasa 4n — 1 flopba keriil. Ezeket kell szorozni az alappontokbeli
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fiiggvényértékekkel, majd dssze kell adni 6ket. Ez 6sszesen (n+1)(4n—1+1)+n = 4n+5n
flop.

A Newton-féle elgallitasnél minden osztott differencia 3 flop, valamint 1 + 2 4 ... +
n = n(n + 1)/2 osztott differenciat kell kiszamolnunk. Tehat az osztott differenciak
kiszdmitasa Osszesen 3n?/2 flopba keriil. Ezek utan a polinom helyettesitési értékét a
Horner-séméval érdemes szamolni. Ennek koltsége 3n.

Lathato tehat, hogy a Newton-féle elGallitas kevésbé koltséges. Mar egy helyettesitési
érték kiszamitasa is kevesebb mivelet, de ha eltaroljuk az osztott differencidkat, akkor
egy-egy Ujabb helyen a polinom helyettesitési értékének kiszamitasa mar csak egyenként
3n flop lesz.

6.5. Vezessiik be a

1

Ty — o) - (T — Tp—1) (T — Thyr) - (T — Tn)

Qk::<

jelolést. Ezek az értékek csak az alappontoktol fiiggnek, és fiiggetlenek az alappontokbeli
fiiggvényértékektdl is és z-t6l is. Ezek kiszamitasa egyenként 2n flop, azaz Gsszesen 2n(n+
1) = 2n? + 2n flop. Ezek utan az interpolacios polinom az

k
r — Tk

L) = wppa (1) Y 2

alakban irhat6 (w,.1(z) az alappontpolinom szokasos jelolése). Az alappontpolinomtol
megszabadulhatunk, ha észrevessziik, hogy a konstans 1 fliggvény felirhato

n

1 = wpya () Z g

T—x
k=0 k

alakban, igy

n o qif n o qif
Lo (2) = L, () _ Wh 41 () zkzo xi;k B Zkzo xf;k .

1 Wp41(7) ZZ:O zz’;k B ZZ:O zik

Ezt az alakot baricentrikus interpolaciés formulanak hivjuk. Ha a ¢ stlyokat mar meg-
hataroztuk, akkor egy helyettesitési érték szamitédsa a fenti formulaval 5n + 4 flopba
keriil.
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6.6. Szamitsuk ki elGszor a baricentrikus silyokat!

1 1
qo(z) = (=1 —2)(—1—3)(—1—4) T 60
(1) = 5= (_1))(21—3><2—4> ) %
X . (10.5)
ga(z) = (3—(-1)(3-2)(3—4) - g
1 1

s = o Eya-2E=3 10
Ezek segitségével az interpolacios polinom az
2 (=1/60)  4-(1/6)  0-(=1/4)  2-(1/10)
x—(—1) r—2 x—3 x—4
~1/60  1/6 —1/4 1/10
x—(—1) +$—2+x—3+x—4

alakban adhat6 meg, ami természetesen egyszertisités utan a

) 9 8
Ls(z) = Ex?’ - §x2 + 37 + 10

alakot Olti.

6.7. Természetesen ugyanazt a polinomot kapjuk mindegyik modszerrel. Mivel az egyes
részfeladatok kozott csak egy-egy pont eltérés van, ezért célszeri a Newton-modszert
hasznalni.

1 1 4
a) x + 3, b) §$2—§$+4, c) —§x3—11x2—§x+20.

6.8. Ha s < n, akkor az (zy,x}) (k = 0,...,n) pontokra illesztett polinom éppen az
L,(x) = z® polinom lesz. Ez pont a keresett

x¥ = Z ol ()
k=0

egyenlgséget jelenti. Specialis esetként (s = 0) azt kapjuk, hogy az alappolinomok sszege
a konstans 1 fiiggvényt adja.

6.9. Elsallitjuk az interpolaciés polinomot

1 3 1
Ly(z) = —ﬂﬁ T3
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amibe 3-at helyettesitiink. Erre 37/24 = 1.5416 ado6dik. Az x = 3 pontbeli hiba
M.
[logy 3 — La(3)] < 731”3(3)7

ahol ws3(3) az alappontpolinom értéke 3-nal, azaz 5, M3 pedig egy felsé becslés log, x
harmadik derivaltjara a [2, 8] intervallumon, azaz pl. 0.37. Ebbdl a 0.3083-as felsd becslés
adodik a hibara.

6.10. Az interpolacidés polinom elgallithaté pl. Newton- vagy Lagrange modszerével:

Ennek a polinomnak az x = 5 pontbeli helyettesitési értéke 2. Fz lesz tehat a keresett
kozelités.

6.11. Az osztointervallumok hossza h = 1/20, n = 10 és az interpolaland¢6 fliggvény 11.
derivaltjara (—11!z712?) a 1112'% becslést adhatjuk. Innét a hibara 7.258 x 1075 adodik
(6.4. tétel).

6.12. Legyen az alappontok kozti tavolsag h. A Newton-féle osztott differencia tablazat
néhany elemét meghatarozva a

) fi = O fior + G fiat o F Do _ 2 (DD i

ck = [To, 1, ..., xp)f = TRk = AT

sejtésiink lehet.
Nyilvanvaloéan k£ = 0 és k = 1 esetében igaz az allitas. Lassuk be, hogy ha [-re igaz,
akkor [ + 1 esetén is igaz!

Cl+1 = [x07 L1y ... 7xl+1]f

B [1‘1, e ,$l+1]f — [l’o,fﬂla .- >$l]f

Tiy1 — Xo
_ [$1, cee ,fl’l+1]f - [%7 L1y >$l]f
h(l+1)
L )Y i = (O (=D i
B RAHL(]+ 1)
(o) fir1 + im0 ((i42) + () (D™ i = () (=D So
hI+L(1 4+ 1)!
(0) frer + X0 (ED (=D i = () (=D o
R+ 4+ 1)!
B Zii(l) (ltl)(—l)iﬁH—i
B AL+ 1)! ‘

Ezzel igazoltuk a sejtésiinket.
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6.13. Mivel az alappontok egyforma tavol vannak egymastol, igy felhasznalhatjuk a 6.12.
feladat eredményeét. Igy tehat

f:f0:17
— 3—1
[xo,xl]f:flhf(]: 2 :1’
(20, x]f:f2—2f1+f0:8—2-3+1:§
0, L1, T2 o)2 3 3
fs—3f+3fi—fo _20-3-8+3-3—-1 1

[x07‘1’17x27x3]f: 6h3 = 48 E)

és a keresett interpolacios polinom
3 1
Ly(x) =1+ (x —4)+ g(x —4)(z —6) + ﬁ(x —4)(x —6)(xz — 8).
6.14. Az osztointervallumok hossza h = 1/20, n = 20 és a fiiggvény 21. derivaltjara
(20!2720) a 20! becslést adhatjuk. Innét a hibara 1.3811 x 107! adodik. (6.4. tétel).

6.15. A feladatot a 6.4. tétel segitségével oldjuk meg. Az interpolaciés hiba

|E (I)| < Mn-i—l hn+1 — Mn+1 l e
" ~4(n+1) 4n+1) \ n

becslését hasznaljuk, ahol M, egy becslés f n + 1. derivaltjanak abszolut értékére.

Mivel
(=1)"n!

xn—‘rl

friw) =

ezért M, 1 = n! megfelels valasztas. Igy tehat

Y

n! 1
E,(z)] £ —— ;
[En(2)] < 4(n+ 1) nrtt

ami z-t6l fiiggetleniil nulldhoz tart, ha n tart a végtelenbe. Azaz az interpolécios polino-
mok sorozata egyenletesen tart az Inz fliggvényhez.
6.16. Nyilvanvaloan [zo|f = 1/x¢ és

Lol

z1 zo

[xo, 1] f = = .
1 — X Tolq

Igy az lehet a sejtésiink, hogy

(="

[zo, 1, ..., Tp|f = ————.
Toxly1...Tp
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Ezt teljes indukciéval igazolhatjuk. Az n = 0 és n = 1 valasztas esetén igaz az allitas.
Tegyiik fel, hogy n — 1-re is igaz, azaz

(-1

[To, T1,. .., Tpq]f = ———.
Tol1...Tp—1
Igy tehat
(=nm! (="t
. [xla cee 7In]f - [x07 cee 7In71]f _ T1..Tn T To.Tn—1 - (_1>n
[l’o,l’l,...,wn]f_ Ty — T o T, — Xo _$o$1---$n'

Ezt akartuk megmutatni.

6.17. A 6.4. tételben szerepls hibabecsls formulat alkalmazzuk az f(x) = x™*! fiiggvény-
re. Mivel f("*V(z) = (n + 1)!, ezért a hiba

2" — L (7) = wyp (2).

A keresett [z, . .., x,|f osztott differencia az L, (x) interpolacios polinom féegyiitthatoja.
Ez a fenti egyenlGségbdl meghatarozhato:

[0, .., xn)f =20+ 21+ ... + XY
6.18. A program egy megvalositdsa az alabbi linken talalhato.

6.19. A MATLAB programmal szamolva a 0.310268301038230 értéket kapjuk az integral
kozelitésére. A ,pontos” érték kb. 0.310268301723381.

6.20. A MATLAB programmal szamolva 92.5 Hgmm-t kapunk 50°C-nal a géznyomasra.

6.21. A MATLAB programmal szamolva rendre az alabbi kozelitéseket kapjuk: 1.61, 1.72,
1.85, 2.08, 2.51.

Interpolacié Csebisev-alappontokon

6.22. Az alappontok a il/\/§ pontok. Igy az interpolaciés polinom a linearis
V2 sin(n/(2v/2))
polinom lesz. A hibabecsléshez a 6.6. tételt hasznalhatjuk. Ezzel a hibara a

M2 . 7T2/4

|Ex(2)

becslést nyerhetjiik.
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6.23. A 6.6. tételt hasznéaljuk. Mivel M, ., = 1 megfelel§ valasztas, igy az

1
E.(2) < — <107
[En(@)] < (n+1)i2n =

egyenlGtlenséget kell megoldanunk, pontosabban olyan n-t kellene mondani, amire telje-
siil az egyenlGtlenség. Ehhez pl. az
1 1

< <10
(n+ 1)l2n = 220 =

| En(2)] <

becslést hasznalhatjuk. Logaritmus segitségével innét azt kapjuk, hogy a feltétel n = 10-
t6l mar teljesiilni fog, azaz 10 Csebisev-alappont esetén méar megfelelGen kicsi lesz a
hiba.

6.24. Az alappontok a [0, 1] intervallumra transzformalva: 1/2, 1/24+/3/4. MATLAB-bal
szamolva az integral kozelitésére 0.308368138117735 adodik.

6.25. A 6.6. tételt hasznélhatjuk. A feladat allitasa kovetkezik abbol, ha megmutatjuk,
hogy f Lipschitz-folytonos [-5,5]-6n, amihez elegend6 megmutatni, hogy a derivaltja kor-
latos.

—2x
(1 + x2)?

10

< = 10.
= 1+ 02)

el =

Ezt akartuk megmutatni.

Hermite-interpolacio

6.26. A megfelel polinom az Hermite-Fejér-féle interpoléciés polinom lesz. Ezt megha-
tarozhatjuk pl. az osztott differencidk modszerével. A keresett polinom

o) = (= 1) 2o~ 17— 4z~ 1@ =D+ (2 =1 =27+ (e~ 1~ 2z —3),

melyre p(4) = 39.

6.27. f(0) =0, f'(0) =1, f(r/2) =1, f'(r/2) = 0. Ebbdl felirva az osztott differencidkat
(6.8. tétel) a

(=2 + 7) z? L4 (—4+m)z*(x —1/2m)

H3(z) =x —2

polinomot nyerjiik. Ebbe 7/4-et helyettesitve 0.6963 adodik. A 6.9. tétel alapjan ezen
érték hibaja kisebb, mint

T\ 4
— ] ~0.01585.
(3)
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Szakaszonkénti polinomialis interpolaci6

6.28. Szakaszonként linedris interpolaciordl van sz, igy a 6.10. tételt hasznalhatjuk. Mivel
f"(x) = 2cos(2z), igy ennek egy felss becslése 2. A hibara tehat a feladat feltétele szerint
érvényes a

p(z) — f(z)] < g <ni+1> - m <1076

becslés, amely n > 1569.79 esetén teljesiil. Azaz n legalabb 1570 legyen.

6.29. Az (xp_1, f(xr-1)), (@e—1/2, f(®k—1/2)), (@K, f(zr)) pontokra illesztett polinom in-
terpolacios hibajat kell elészor kiszamolnunk (z4_1/2 jeldli a k-adik intervallum felezd-
pontjat). A 6.4. tétel miatt egy tetszGleges T € [ry_1, 2x] pontban az interpolacios hiba
becslése

P
31

B B B 2/ 1\? 1 s
(T — 2p—1)(T — Tp—1/2) (T — 21) | < 361 <%> = T3 <107°,

ahol felhasznaltuk, hogy f”(x) = 327°/2/8, melynek maximuma az [1,2] intervallumon
3/8. A becslésbdl azt kapjuk, hogy ha n legalabb 74, akkor teljesiil a becslés.

6.30. Nyilvanvaloan elegendé a —h,0, h alappontokra vizsgalni az allitast. A 6.4. tétel
miatt az interpolacios hiba alakja

FO)
3!

Ey(z) = — (x 4+ h)x(z — h),

ahol &, megfelel§ szam a (—h, h) intervallumbol. Lathato, hogy tulajdonképpen az (x +
h)x(x — h) = x(x? — h?) alappontpolinom értékére kell fels6 becslést adnunk. Egyszert
fiiggvényvizsgalatot végrehajtva azt kapjuk, hogy az alappontpolinom az x = #h/v/3
pontban veszi fel a legnagyobb abszolut értéki értékét, nevezetesen +2h3 /(3v/3)-at. Igy
tehat az

3)
()] = L8 o (e — 1) <

max, {|f"(@)}2h° _ B
= gl (@)

becslés adhato. Ezt kellett igazolni.

6.31. A splinefiiggvény derivaltjait a

210 d_y 3 Jfo—f=
1 4 1 do = fi—fa
01 2 dy fi—fo
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egyenletrendszerbdl kaphatjuk meg, ahonnét most csak a dy értéket kell meghataroznunk,
hiszen ez adja meg az xo-beli derivaltat. Az els6 sor és az utolso sor (1/2)-szeresét kivonva
a masodik sorbol, azt kapjuk, hogy

3dy = % (fl —fa- %(fo —fa+fi— f0)> ;

melybdl egyszertisités utan kapjuk, hogy
Si— [

dy = 22— /=L
0 2h

Ezt kellett megmutatni.

6.32. Az alappontokbeli derivaltak értékére felirjuk az

21 07 [ do 9
1 a1 | =] <1
01 2 do 1
linearis egyenletrendszert. Ennek megoldasa dy = —11/12, dy = —1/6 és dy = 7/12.

Ebbdl Hermite-Fejér-interpolacioval kapjuk a [-1,0] intervallum polinomjéat:

35 19 1
s1(x) = Ex?’ + sz — 5%

és a [0, 1] intervallum polinomjat

Trigonometrikus interpolaci6

6.33. Egy els6fokt trigonometrikus polinom lesz megfelels. Az egyiitthatokra tanult kép-
letek alapjan
2 .
t(r) =1+ —=sinz.

V3

6.34. Mivel n+1 = 4 pontunk van, igy m = 2 fokszamu kiegyenstulyozott trigonometrikus
polinomot keresiink. Az egyiitthatok képleteit felhasznélva kapjuk, hogy

3 1
Tr(x) = 1 5CosT +sinz — 1008(235).
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6.35. Legyenek az alappontok x, = 2kw/(n+1), (k =0,1,...,n), ahol n+1 = 2m péaros
pozitiv egész. Ekkor a komplex diszkrét Fourier-transzforméciohoz a

1 < :
= kaw_kj, (j=—=(m—=1),...,m)
k=0

egylitthatokat kell kiszamolni, ahol w (n—+1)-edik komplex egységgyok és fi az interpola-
lando f fiiggvény x;, pontbeli értéke. Ez a feladat lényegében a p(z) = >, fx2" polinom
helyettesitési értékeinek kiszamitasat koveteli meg a w7 (j = —(m—1),...,m) szamok-
ra. Ez a szamolds, ha mar elére kiszamoltuk w hatvinyait (n + 1) komplex szorzast
igényel.

Vezessiik be a pys(2) = fo+ faz + ..o+ fu12™ bs pu(z) = fi+ faz + ...+
fn2™! polinomokat. Ezekkel p(z) a p(z) = pps(2%) + 2ppu(2?). Ha ennek a polinomnak
kiszamitottuk a helyettesitési értékét egy w7 helyen (j = —(m —1),...,0)

plw™?) = pps(w™) + wpyu(w™),
akkor a w~Ut™_nél vett helyettesitési érték mar szorzas nélkiil szamolhatd, ugyanis

2j f2m)

P T+™) = (w0 w0 (P ) = () — w (),

ami miatt a két szerepls tagot Osszeadas helyett csak ki kell vonni egymasbol. (Kihasz-
naltuk, hogy w™ = —1 és w™*' = 1.) Igy 6sszesen a két (m — 1)-ed fokt polinom
helyettesitési értékét kell kiszamolni, ami 2(n + 1)%/4 szorzas, ill. az egyik polinomérté-
ket szorozni kell még a megfelels egységgyok hatvanyéaval. Ez tovabbi (n + 1)/2 szorzas.
Azaz a fent ismertetett technikaval (n + 1)? szorzas helyett csak (n +1)%/2 + (n +1)/2

szorzast jelent.

6.36. A 6.35. feladat eredményét felhasznalva a diszkrét Fourier-transzformacio a p(z) =
> h_o fxz" polinom helyettesitési értékeinek kiszamitasat koveteli meg a w7 (j = —(m—
1),...,m) szamokra.

Vezessiik be a

pO(Z) = f() + ftlz + ...+ f(t2—1)t12t2_1,
pl(Z) = fl + ft1+1z + ...+ f(t2_1)t1+12t2717

pt1—1<z) - ftl—l + f2t1—lz + ... + ft1t2—1zt2_1

polinomokat, melyekkel p(z) az alabbi alakban irhato

p(z) =po(z") + 2p1(2") + 2°pa(2") + .. 4+ 2" T Tpy (7).
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Ha kiszamoltuk ennek a polinomnak az értékeit a w7 (j = —(m—1),..., —(m—1)+ty—1)
értékekre (ez to(tits +t1) szorzas), akkor a tobbi polinomérték (¢;t, — ty darab) mar poli-
nom helyettesitési érték szamolas nélkiil szamolhato6 t; szorzas segitségével darabonként,
ugyanis

p(w—(j-l-stz)) — pg(w_jtlw_t1t2s> + w—jw—stgpl (w—jtlw—tltgs)
+w*2jw728t2p2<w7jt1w7t1t28) 4+ w*jtlwftlstgptlil(wfjtlw7t1t28>
= po(w ™) + w w2 p (W) 4w w2 py (w I L w T w2, (),

ha s = 1,...,t; — 1 valamilyen egész szam. Igy a komplex szorzasok szdma ezzel a
modszerrel (t1t5)? helyett csak to(tits + t1) + t1(tite — to) = tita(ty + to) lesz. A két
szorzésszam aranya (t; + to)/(t1ts).

Approximacié polinomokkal és trigonometrikus polino-
mokkal

6.37. A
aq o
ag -

talhatarozott linearis egyenletrendszer legkisebb négyzetek értelemben legjobban kozelitd
megoldasat kell meghatarozni. Ez a

10 4 ar | |2

4 4 a | |5
normalegyenlet megoldasat koveteli meg. Ennek megoldasa a; = —0.5, ag = 1.75. Igy
tehat a legjobban kozelité egyenes az y = —0.5z + 1.75 lesz.

w— o o
— = = =
S O N

6.38. A megoldandé normalegyenlet

82 28 107 [ as 0
28 10 4 a | =01,
10 4 4 ag 3

aminek megoldasa as = —1/2, a; = 1, ag = 3/2, azaz a legjobban kozelits legfeljebb
masodfoki polinom —z%/2 + z + 3/2.
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6.39. El6szor meghatarozunk olyan polinomokat, melyek a —1,0, 1,3 alappontrendsze-

ren ortogondlisak. Ehhez ortonormalnunk kell az X, = [1,1,1,1]7 és x;, = [-1,0,1,3]"
vektorokat:

1/2 7

1/2 | V35| =3

/2 " 70 | 1

1/2 9

« .0,

q1 = (2/35)V/35x — (3/70)v/35. Igy a keresett legjobban kozelits elséfoku polinom
p(x) =F qo®)qo(x) + T u(X)qu(z) = —0.4z + 1.8,
ahol f = [2,1,3,0] az adott pontok masodik koordinatainak vektora.

6.40. A 6.39. feladat eredményét hasznalhatjuk az eggyel magasabb foku kozelité polinom
meghatéarozasahoz. Ehhez a go(z) ortonormélt polinomot kell mar csak meghatarozni.

Most az Xg = [1,1,1,1]T, x; = [~1,0,1,3]7 és Xy = [(—1)2,0%, 12, 3%]T vektorokat kell
ortonormalni (az els6 kettd mar a hivatkozott feladatban ortonormaélva lett) vektorokat:
1/2 7 (1/22)v/154

1/2 | V35| =3 (—2/77)\/154
/21”70 | 1 || (~4/77)V/154
1/2 9 (5/154)v/154

Igy ¢s(z) = (1/44)\/1542% — (15/308)v/ 154z — (2/77)\/154, és a legjobban kdzelits poli-
nom

p(x) =T o®qo(x) + F (@i () + F 2(X) o) =

< -7 31 119
=—04z+ 1.8+ fTCJQ(X)QQ((L') = ExQ 0% + -

6.41. Az interpolacios polinom legfeljebb els6fokl részletdsszege lesz a legjobban kozelité
polinom. Erre T}(z) = 5/2 — cosx — v/3sinz adédik.
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Numerikus derivalas és numerikus
integralas

Numerikus derivalas

7.1. Az approximalo kifejezést jeloljiik A f(h)-val. Alkalmazzunk Taylor-sofejtést az egyes

tagokra!
2

Pl + 1) = £(a0) + Af (o) + o P/(ao) + 0 7o) + O

2!
o+ 20) = flan) + hF (o) + o (o) + CE () + O
Ekkor
2y an) — B ) + O " (zo)

Af(h)

o = f'(x0) = Tk 4 O(?),

Azaz Af(h) az els6 derivaltat masodrendben kozeliti, melynek hibéja:

B f//l (ZE())

2 3
5 o).

7.4. Az approximal6 kifejezést jeloljik A f(h)-val. Tovabba vezessiik be az alabbi jelolé-
seket:

a = f(l‘o - 2h)7
b= —4f(xy—h),
Cc= 6f(l’()),

d= —4f(370 + h);
e = f(xg+ 2h).

227



228

MEGOLDASOK - NUMERIKUS DERIVALAS ES NUMERIKUS INTEGRALAS

Alkalmazzunk Taylor-sorfejtést az a — e tagokra. Ekkor eredményeinket az alabbi tabla-

zatban foglalhatjuk Ossze:

f(llfo) f’(iﬂo) f"(ﬂfo) f’”(l’o) f(4) (5U0) f(5) (ZUO) f(ﬁ) (»’Uo) f(7) (950)
a 1 —2h 2h? —§h3 2/3h4 —4/15h5 4/45h6 —8/315h7
b —4 4h —2h? 2/3h3 —1/6h4 1/30h5 —1/18Oh6 1/1260h7
[ 6 0 0 0 0 0 0 0
d —4 —4h —2h? —2/3h3 —1/6h4 —1/3Oh5 —1/18Oh6 —1/1260]17
e 1 2h 2h? 4/3h3 2/3h4 4/15h5 4/45h6 8/315h7

10.9. tablazat. A Taylor-sorfejtés soran szamolt egyes egyiitthatok.

A fenti tablazat megfelel6 oszlapainak Gsszegzésével az approximalo kifejezés az alabbi
alakot olti:

_ h4f(4) (IE()) + %hﬁf(ﬁ)(ivo) + O(hg)

1
= W (z0) + 6h2 FO(z0) + O(RY).
Azaz Af(h) a negyedik derivaltat masodrendben kozeliti, melynek hibaja:
L5 6) 4

7.5. Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

f(xo) = fo, f(wo+h)=fi, f(zo—h)=f1.

Tegyiik fel, hogy az f_1, fo, fi1 értékeket megvaltoztatjuk e-nél kisebb értékekkel. Azaz
legyen

f—1 = fo1+e, fo = fo + €o, fl = fi+ e,

ahol |e_1], |eo], |e_1] < e. Ekkor

fl_]gfl . Ji— [ €1 — €1 h? m €1 — €1
o ot O
Azaz 3 3
fi—f= y h? 2¢
JA=J-1 < Ma.a 22
o @o)| = g M+ o

ahol M3 = sup |f"”(x)|. A fels6 becslést ado fliggvény nem méas, mint

h2
I VA

g(h) = 5 .
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Ez azt mutatja, hogy akkor lesz kicsi a hiba, ha h se nem til nagy, se nem tul kicsi. Egy
kozelité optimalis értéket tgy nyerhetiink, hogy a fels§ becslést minimalizaljuk h-ban.
Azaz

h € 3e
‘M) =0 -My— — =0 hd=—.
g(h) 3770 R M,
Ekkor az e-hibaval terhelt kozépponti szabaly optimalis lépéshossza:
3e
Popt = 4 0

7.8. Fejtsiik Taylor-sorba az egyes tagokat!

Afa — ) = Af(x0) — ARF(z0) + 2 ' (2) + O(B).

CF(wa-+h) = Afan) + AR (an) + "> "(a0) + O(h).

Ekkor

(A4 B+ C)f(a0) +(C = A)f o) + (A% + 02 7w + 0007,

Azaz ezen tagokkal a masodik derivalt approximalasanak feltételei az egyes egyiitthatokra
nézve az alabbi:

A+B+C=0,
1 2 1
2

7.9. A feladat altal megadott lépéskozok mellett a megirt program (lasd forraskodjat a
feladat végén) eredményeit az aldbbi tablazat szemlélteti:

h hiba

1072 | 3.9951996795 - 10~©
1073 | 3.9970202259 - 10~8
107* | 4.4626258244 - 1010
1075 | 4.0478514135- 1077
10-% | 3.1236571060 - 10~°

10.10. tablazat. Adott h lépéskoz melletti hibaérték.

A tablazat jol mutatja, hogy a hiba értéke kiilonb6z86 h mellett ingadozik. Mi lehet ennek
az oka?
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Ennek a kérdésnek a megvalaszolasahoz a 7.7. feladat eredményét kell felhasznalni. Neve-
zetesen azt, hogy a méasodik derivaltat masodrendben kozelits centrélis differencia séma
optimélis 1épéshossza € pontossagtu adatok esetén:

e o
opt —

My’
ahol My = sup | f®(z)].

A MATLAB program ¢ = 107'¢ pontossaggal kozelit tetszoleges értéket. Tovabba a
feladatunkban M, = sup |sin® (z)| = 1. Ekkor a fenti eredményben ezeket az értékeket
helyettesitve kapjuk az optimalis paraméter értéket, mely:

hopt = 2.6321480259 - 10~

Azaz h = 2.63215 - 10~%-es érték mellett lesz a két érték kiilonbsége a lehetd legkisebb.
Igy nem meglepé médon a kisebb lépéskozii értéktsl haladva a hiba hep értékig csokken,
mig onnantol kezdve folyamatosan né a hiba.

A sziikséges kozelité masodrendii centralis differencia programja, mely adott 1épéskoz
mellett a pontos és kozelité érték abszolut hibajat mutatja.

function [hibal=szinusznumder (h)

f_pontos=-sin(0.5);
f_centralis_differencia=(sin(0.5+h)-2*sin(0.5)+sin(0.5-h))/(h"2);
hiba=abs (f_pontos-f_centralis_differencia);

Numerikus integralas

7.11. A feladatban szerepls formulak a Newton—Cotes tipust kvadratiarak specidlis esetei:

[ r@ar=0-ar(“50) + 25 o,

I ETf )

ahol n € [a,b] s Ig(f) az érint6formula.

/ab oy = - o (LOH10) =

-~

ITr(f)

(),
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ahol n € [a,b] és I1(f) a trapézformula.

[ rwar=50 (a4 zﬁ<a+b>+f®0jfb£gfﬂ®m%

ISlmp (f)

ahol 1 € [a, b] és Igimp(f) a Simpson-formula. Ezeket a formulakat alkalmazva az alabbi
kozelitéséket nyerjiik:
Ip(f) = (1= 0)f(1/2) = 1/4.

f(0) + (1)
2

In(f) = (1—0)- =1/2.

(1-0)
6

(1) = o (0 447 (T5) 4 7)) =13

Jeloljiik a feladatban szerepld integralt I(f)-ként. Ekkor az adott formulara vonatkozd
hiba nem lesz més, mint

1-03® 1 _ 1
1)~ Is(pl < 5 M = o= o
1-0® 1 _ 1
10 - (i < o= Lol
—_N)°
1)~ Ty < 2P0 =0,

ahol My = sup |f"(z)| = sup [2| =2és My = sup |f ¥ (z)| = sup [2| =0.

z€(0,1] z€[0,1] z€[0,1] 0€[0,1]

Azaz az érint6-, trapéz- és Simpson-forumla az integral pontokos értékét rendre 1/12, 1/6
és 0 hibaval kozeliti.

7.12. A feladat megoldasahoz sziikséges képlet, ahol az [a,b] intervallumot n egyenls
részre osztottuk:

b _a n—1 — )3
[ s = E B (5@ + 50 +2 3 sw) s o)

-~

In,Tr(f)
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ahol 1 € [a,b] és I, r.(f) az Osszetett trapézformula. A feladat kiirdsa alapjan a harom
részre osztott [0,1] intervallum a 0, 1/3, 2/3, 1 osztopontokat jeloli ki. Ekkor az dsszetett
trapézformula az alabbi kozelit6é integralértéket adja:

faar = g3 [0+ 10 +2(1(5) 7 ()] = 51+ 355) = 3o

A hiba meghatarozashoz meg kell adnunk a masodik derivalt szuprémumat a [0, 1] inter-
vallumon.

M, = sup |f"(x)] = sup | —2(1 +2%)72 +82(1 4 2?) 7| = 5.
z€[0,1] z€[0,1]

Ekkor (102 .
— )
I(f)— Iy | < —My=—-5=—.
H(F) = Inel < 53 M2 = 15 108
Azaz a harom részre tOrténd osztas esetén az Osszetett trapézformula az integral pontos
értékét 1/108 hibaval kozeliti.

7.13. A 7.12. feladat megoldasa soran meghataroztuk a hibaképletben szereplé My = 5
értéket. Ekkor a feladatunk az intervallumszamot megado n paraméter kiszamitasa lesz,
feltéve ha az Osszetett trapézformula eredménye 107° pontossaggal kozeliti az integral
pontos értékét.

I(f) = Torn(f)] < s -5 < 1075,

— 12n2
Ebb6l az n ~ 204.124 értéket nyerjiik, azaz a sziikséges intervallumok szama legaldbb
125.

7.16. A feladatra megirt ossztrapez.m fajl forraskodja az alabbi:

function ossztrapez(a,b,n,fv)

format long
h=(b-a)/n;

fprintf(’\n’);
disp(’A feladat megoldisa Osszetett trapézformulaval.’)

x=[a:h:b];
y=eval(fv);
((b-a)/(2#n) ) *(y (1) +2xsum(y(2:1:n)) +y(n+1))

Tesztelve a programot a 7.15. feladatra a MATLAB &ltal beépitett trapz fliggvény altal
kiszamitott 4 értéket adja vissza. Ennek befrasa a MATLAB-ban és eredménye:
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>> ossztrapez(-2,2,23,°x.75-3%x."3+2xx+1’)
A feladat megoldésa Osszetett trapézformuldaval.

ans =

4

7.18. A feladat eredményét realizalo osszformulak.m MATLAB fajl forraskodja az alabbi:

function osszformulak(a,b,n,fv,method)

format long
h=(b-a)/n;

switch method
case {’Erinto’}
fprintf(°\n’);
disp(’A feladat megoldasa Osszetett érintdformuléaval.’)
x=[a:h/2:b];
y=eval(fv);
((b-a)/n)*sum(y(2:2:2+%n))

case {’Trapez’}
fprintf(’\n’);
disp(’A feladat megoldisa Osszetett trapézformulaval.’)
x=[a:h:b];
y=eval(fv);
((b-a)/(2#n)) *(y (1) +2xsum(y(2:1:n)) +y(n+1))

case {’Simpson’}
fprintf(°\n’);
disp(’A feladat megoldasa Osszetett Simpson-formulaval.’)
x=[a:h:b];
y=eval (fv);
((b-a)/(3*n)) *(y (1) +4*sum(y(2:2:n))+2*sum(y(3:2:n-1) ) +y(n+1))

otherwise

fprintf(’\n’);

disp(’Nem megfeleld moédszer.’)
end
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A program futtatésa példaul az
1
/ e“dr = e' — 1 ~ 1.718281828459046
0

integral esetén az alabbi értékeket adja vissza 100 intervallumra térténd osztas esetén:
>> osszformulak(0,1,100,’exp(x)’,’Erinto’)

A feladat megoldasa Osszetett érintdéformuldval.

ans =

1.718274668972308
>> osszformulak(0,1,100,’exp(x)’, Trapez’)

A feladat megoldadsa Osszetett trapézformuléval.
ans =

1.718296147450418
>> osszformulak(0,1,100,’exp(x)’,’Simpson’)

A feladat megolddsa Osszetett Simpson-formulaval.
ans =

1.718281828554504
>> osszformulak(0,1,100,’exp(x)’, ’Butasag’)

Nem megfeleld mbédszer.

7.20. A 7.19. feladat megoldasa alapjan az Gn. Boole-formul4t alkalmazzuk a konkrét
feladatra:

[ = O (20) + 92500 + 10510 + 3270 + 750)
’ T)dr ~ 00 a T T3 T3 )

ahol x; =a+i(b—a)/n, i=1,...,3. Azaz

(2-0)
90

/2 2 + cos(2v/7) da & <7f(0) +32(0.5) + 12f(1) + 32f(1.5) + 7f(2)> =
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% (21+32(2+cos(\/§))+12(2+cos(\/5))+32(2+cos(\/6))+7(2+cos(2\/§))) ~ 3.459998.

Azaz a zart N** Newton-Cotes-formula segitségével meghatarozott integralkozelits ér-
téke 3.459998.

7.21. A harmadfoki Legendre-polinom zérushelyei:

3 3
/2.0 s

melyek az alappontok lesznek. A Legendre-polinom stulyfiiggvénye a konstans 1 fliggvény.
A kvadratara elGallitdsahoz sziikséges egyiitthatokat a megfelel6 Lagrange-polinomok
integraljaként nyerjiik. Tekintsiik az els§ alappontot:

[ Dl

L

Ekkor a Gauss—Legendre kvadratira képlete nem més, mint

! 5 8 5
/_1 f@de = 21 (= V375) + 5 £(0) + 2 £(V37B),
amely pontos lesz minden legalabb 6todfokt polinomra.

7.23. Ismeretes, hogy n + 1 alappont esetén a kvadratira 2n + 1-edfokd polinomokra
pontos, ezért elegendd a feladat megoldasdhoz n = 2 értéket megvalasztani. Ekkor a
Ty(x) = 42® — 3z Csebisev-polinom gydkei:

VBV
27 772

A formula 6todfokd polinomokra pontos, igy

b fla) T
/1ﬁd$~g(f(—\/§/2>+f(0)+f(\/§/2)>;
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azaz

/_11 \/1“’—%32 dz = g((—ﬁm)‘* + (\/5/2)4> — gw.

. 3T
Azaz az integral pontos értéke <

7.24. Ahhoz, hogy a formula legfeljebb masodfokd polinomokra legyen pontos teljesiilnie
kell, hogy f(x) = 1, x és 2 polinomokra pontos. Ezeket a feltételeket behelyettesitve
nyerjiik, hogy:

4
/ 1d$261+62+03:4,
0
4
/ rdr = + 2c9 + 4c3 = 8,
0

4
/ 2 dr = ¢; + 4cy + 16c3 = 64/3.
0

A linearis algebrai egyenletrendszert megoldva megkapjuk a kérdéses egyiitthatokat. Ne-

vezetesen,

6 48
G = 9702_37 C3_9-

Ekkor a 6 A .
SO +3F@) + @)

kozelits integralas minden legfeljebb méasodfoku polinomra pontos.

7.25. A hibaszamitashoz sziikséges a pontos integral értéke: 1.640533. A feladatban
megadott intervallumszam esetén MATLAB-ban a Crank—-Nicolson modszer értékeit a
trapz parancs segitségével szamolhatjuk ki. Ezek eredményeit az alabbi tablazatban
foglalhatjuk Ossze:

intervallum szdma | h | trapz értéke | hiba (%-ban)
1 0.8 0.1728 89.5
2 0.4 1.0688 34.9
4 0.2 1.4848 9.5

10.11. tablazat. A Crank—Nicolson moédszer értékei, hibaja adott 1épéskoz mellett.
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A Richardson-extrapolacié két kevésbé pontos megoldasbol egy pontosabbat allit Gssze.
Nevezetesen, ha egy modszer méasodrendi (példaul a Crank—Nicolson modszer), akkor
hy és hy lépéskozii racshalon valo R(hy) és R(hy) numerikus értékeket az

1
h 2
(1) -1

modon kombinalva O(h*) nagysigrendt modszert kapunk. A formula intervallumfelezés
esetén (hy = 0.5h1) az alabbi modon egyszertisodik:

R = R(hy) + [R(hg) — R(hy)

4 1
R = ZR(hy) = R(l).

Ekkor a Richardson-extrapolacio értékeit az alabbi modon szamithatjuk:

R= %1.0688 — %0.1728 = 1.36747.
Ekkor a hiba 16.6%-os.
4 1
R = 51.4848 — 51.0688 = 1.62347.

Ekkor a hiba 1%-os.

A hibaeredményekbdl jol 1athato, hogy a Richardson-extrapolécio a masodrendd Crank—
Nicolson moédszer megfelels stlyozasaval negyedrend modszert allit eld.

7.26. A Romberg-modszer nem jelent mést, mint Richardson-extrapolaciok végrehajtasat
az alsobb szinteken. Azaz a 7.25. feladat gondolatmenetéhez hasonléan szamithatjuk ki
a negyedrendben kozelité numerikus értékéket.

Ha az adott modszer negyedrendii és felezziik az intervallumot (hy = 0.5h;), akkor a
Romberg-modszer az aldbbi alakot 6lti:

16 1
R = ﬁR(hg) - 1—5R(h1).
Hatodrendd modszer esetén:
64 1
= —R(hy) — —R(hy).

Ekkor a Romberg-modszerrel szamitott kozelits integral értékei az aldbbiak:
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O(h?) | oY) | o) | O
0.172800
1.367467
1.068800 1.640533
1.623467 1.640533
1.484800 1.640533
1.639467
1.600800

10.12. tablazat. A Romberg-modszer értékei adott rend mellett.
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A kozonséges differencidlegyenletek
kezdetiérték-feladatainak numerikus
modszerel

Egylépéses modszerek

8.1. A konzisztencia definiciojat és Taylor-sorfejtést alkalmazva az alabbi eredményeket
kapjuk (a tobbi eredmény az Utmutatasok, végeredmeények fejezetben megtalalhatoak):

() ¥n = (Y(tn-1) = y(tn))/h = f(tn, y(tn)) = (y(tn) + hy/ (tn) + h?/2" () + O(h°) —
y(t,))/h—y' (t,) = 1/2hy" (t,) + O(h?), azaz az explicit Euler modszer elsé rendben

konzisztens.
(b) Un = (Y(tn—1) — y(tn))/h = f(tur1,y(tnsr)) = W(tas1) = Y(tns1) + By (tns1) —
h%/2y" (tni1) + O(R®))/h — y (tus1) = —1/2hy" (tni1) + O(h?), azaz az implicit

Euler mo6dszer elsé rendben konzisztens.

8.2. Alkalmazzuk a feladatban szereplé modszereket h = 1/2-es lépéskoz esetéen! Az [1, 2]
intervallumon igy minden egyes modszer esetén 2 racspont értékét kell kiszamitanunk.
(A kezdeti feltétel miatt a kiindul6 zq érték adott.)

(a) Az ypi1 = yn + hf(tn, yn) képletet alkalmazva az alabbi értékeket kapjuk:
Yo = 17
p= 1412 f(L 1) =1+1/2-2=2,
ya =2+ 1/2- f(3/2,2) =2+1/2-4-2/3 = 10/3 ~ 3, 33333333.

Azaz a feladat kozelit6 megoldasanak értéke a ¢ = 2 pontban 3, 33333333.

(b) Az Y11 = Yn + hf(tni1, Yns1) képletet alkalmazva az alabbi értékeket kapjuk:

Yo = 17
y1 =1+1/2- f(3/2,21), melybdl y;-et kifejezve kapjuk:
1
W= TmE =
3/2

239
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yo =3+ 1/2- f(2,y2), melybdl ys-et kifejezve kapjuk:
3

Y2 = 21/2
T T2

= 6.

Azaz a feladat kozelité megoldésanak értéke a ¢ = 2 pontban 6.

Az Y1 = Yn+h/2(f (tn, Yn)+ f (tas1, Yna1)) képletet alkalmazva az alabbi értékeket
kapjuk:
Yo =1
p=1+1/4-(f(1,1) + f(3/2,y1)), melybdl y;-et kifejezve kapjuk:
1+ g
w=T1r Ty
3/2

Yo =9/4+1/4-(f(3/2,9/4) + f(2,y2)), melybdl ys-et kifejezve kapjuk:

1/2:9/4
94+ 5 A
Y2 = _ ﬁ - .

2

Azaz a feladat kozelité megoldasanak értéke a ¢t = 2 pontban 4.

AZ Yyt = Yn + hf(tn + %, Y + 2 f(t0, yn)) képletet alkalmazva az aldbbi értékeket
kapjuk:

Yo = 1,

y=14+1/2- f14+1/4,1+1/4- f(1,1)) = 11/5,

yo =11/541/2- f(3/2+ 1/4,11/5+ 1/4 - £(3/2,11/5)) = 407/105 ~ 3.87619047.
Azaz a feladat kozelité megoldasanak értéke a ¢ = 2 pontban 3,87619047.

A% Yurr = Yo+ (U/2F (b ) + 1/2f (b + by + BF (£, 30))) Képletet, alkalmazya
az alabbi értékeket kapjuk:

Yo = 1,

g =14 1/2(1/2f(1,1) + 1/2£(3/2,1+ 1/2f(1,1))) = 13/6,

yo = 13/6 4+ 1/2(1/2£(3/2,13/6) + 1/2f(2,13/6 + 1/2f(3/2,13/6))) = 91/24.
Azaz a feladat kozelité megoldésanak értéke a ¢t = 2 pontban 3, 79166666.

A t6bbi 1épéskoz esetén a modszerek hasonloan alkalmazhatéak. Ezek eredményei
az Utmutatasok, végeredmények fejezetben megtalalhatoak.

8.8. A hiba méréséhez a numerikus és pontos megoldas értékeit kell meghataroznunk.
Az el6bbi meghatarozasara futtassuk a 8.6. feladatban megirt programjainkat a 8.3.
feladatra a h = 1/2,1/4,1/8 és h = 1/16 lépéskozokkel. A kezdetiérték-feladat pontos
megoldasanak értéke a ¢ = 2 pontban 4. Ekkor a hiba a két érték kiilonbségének abszolut
értékeként szamithato ki. Az alabbi tablazatban ezek eredményét lathatjuk:
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hiba EE IE CN JE EH
h=1/2 | 0.66666666 | 2.00000000 | 0.00000000 | 0.12380952 | 0.20833333
h=1/4 |0.39999999 | 0.66666666 | 0.00000000 | 0.03820081 | 0.06957695
h=1/8 | 0.22222222 | 0.28571428 | 0.00000000 | 0.01059999 | 0.02020452
h=1/16 | 0.11764705 | 0.13333333 | 0.00000000 | 0.00278829 | 0.00544302

10.13. tablazat. Hibaértékek adott lépéskoz és modszer mellett.

A tablazatbol jol lathato, hogy az explicit és implicit Euler médszerek esetében a hiba
a lépéskoz felezésével felezddik, mig a javitott Euler és Fuler-Heun-moédszerek eseté-
ben negyedel6dik. Ennek magyarazata abban all, hogy elébbi ketts elsé rendben, mig
utobbi ketté modszer masodrendben konzisztens. A Crank—Nicolson séma (mésodrendii
modszer) a legelsd lépésben a feladat pontos értékét adja.

8.10. A 8.2. feladat mddszerei az implicit Euler és Crank—Nicolson-moédszerek kivételé-
vel explicitek. Azaz az explicit Euler, javitott Euler és Euler—-Heun-moédszerek Butcher-
tablazatat kell meghataroznunk. Az explicit Runge—Kutta altalanos s-1épcsés modszerek
altalanos alakjanak birtokdban meghatarozzuk a sziikséges paramétereket.

(a) Tekintsiik az explicit Euler-modszer képletét. A modszer egylépesds, igy a ¢; para-
méter értékét kell meghataroznunk.

+1 < (k )
1

Azaz a médszert felirhatjuk y,.1 = y,+h-1-k; alakban. Ekkor a Butcher-tdblazat:

(b) Tekintsiik a javitott Euler-modszer képletét. Meghatéarozzuk a sziikséges paramé-

tereket. . )
ca <~ -~ T
\ az ba1 |
Y

Azaz a kétlépcesGs modszert felithatjuk y,.1 = vy, + h - 1 - ky alakban. Ekkor a
Butcher-tablazat:
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0] 0 0
1/21/2 0
0 1

(c) Tekintsiik az Euler-Heun-modszer képletét. Meghatarozzuk a sziikséges paraméte-

reket.
+ h( L f(t )+ ! fltn+ 1 hyy,+_1 hf(t )
Yn+1 = Yn = ny Yn = n sy Yn ny Yn
D K 2 ~~~ ~~
~~ Ky ~~ az ba1 ks
C1 c2 (. S/

Azaz a kétlépesds modszert felirhatjuk v, 1 = yn+h(1/2k; +1/2ks) alakban. Ekkor
a Butcher-tablazat:

0 0 0
11 0
[1/2 1/2

8.11. Tekintsiik a klasszikus negyedrendd Runge-Kuta-moédszer Butcher-tablazatat.

o]lo o0 o0
1/201/2 0 0
/21 0 1/2 0

0

0

0

110 0 1 0
1/6 1/3 1/3 1/6

A Butcher-tablazatboél konnyen leolvashato, hogy a modszer négylépcsds, tovabba a sziik-
séges egyiitthatokat is konnyen felirhatjuk. Nevezetesen:

ki = f(tnvyn)

ko = f(t, + %7yn + %kl)
ks = f(tn+ 5, yn + 5k2)
k’4 = f(tn + h,yn + k,‘g)

Azaz a megadott modszer alakja: y,11 = yn + h(1/6k) + 1/3ks + 1/3ks 4+ 1/6ky).

8.14. A Butcher-tablaju explicit Runge-Kutta tipust modszerek konzisztencia feltételeit
fogjuk ellenérizni.
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(a) Az explicit Euler-modszer Butcher-tablaja megtalalhato a Megoldasok fejezet a 8.10.
feladat (a) részénél. A konzisztenciarend szamitasahoz ellendrizziik a feltételeket!

cl-e=1-1=1
cla=1-0+#£1/2
Azaz az explicit Euler-moédszer elsérendben konzisztens.

(¢) Az Euler-Heun-modszer Butcher-tablaja megtalalhato a Megoldasok fejezet a 8.10.
feladat (c) részénél. A konzisztenciarend szamitasahoz ellendrizziik a feltételeket!

cre=1-1=1
ca=1/2-0+1/2-1=1/2
c-a’=1/2-0+1/2-14#1/3
Azaz az Euler—Heun-modszer masodrendben konzisztens.

A tovabbi eredmények az Utmutatasok, végeredmények fejezetben megtalalhatoak.

8.15. Két feladatrésszel foglalkozunk részletesen: (tovabbi eredmények az Utmutatasok,
végeredmények fejezetben)

(b) Tekintsiik a b feladatrész képletét. Meghatarozzuk a sziikséges paramétereket.

1 1
Ynt+1 = Yn + h[<1 - _) f(tmyn) + 5 f(tn +. o h,y, + _« hf(tmyn))]
— 2 —_—

200" e —r 2 ~~~ ~~
ky ~— a ba1 k1
C1 Cc2 ~ —~ J/
ko

Azaz a moédszert felirhatjuk y,11 = y, + h((1 — 1/(2a))k1 + (1/2c)k2) alakban.
Ekkor a Butcher-tablazat:

(d) Tekintsiik az d feladatrész képletét. Meghatarozzuk a sziikséges paramétereket.

1 3 2 2
Yn+1 = Yn + h 4_1 f(tna yn) + 4_1 f Zfn + g h, Un + 5 f(tm yn))
c1 2 az 21

Azaz a kétlépesGs modszert felirhatjuk y, 1 = y,+h(1/4k1+3/4ks) alakban. Ekkor
a Butcher-tablazat:
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010 0
2/312/3 0
| 1/4 3/4

8.16. Az egylépéses modszerek tesztfeladatra torténs alkalmazasa adott yy kezdeti érték
mellett az y,.1 = R(2)y, iteraciot jelenti.

(a) Az explicit Euler-modszert a tesztfeladatra alkalmazva nyerjiik, hogy

Ynt1 = Yn + hf(tna yn) =Yn + h)\yn = (1 + Z)yn,
azaz R(z) =1+ z.
(b) Az implicit Euler-modszert a tesztfeladatra alkalmazva nyerjiik, hogy

Un+1 = Yn + Af (b1, Uns1) = Yn + Ayni1 = (1 + 2)yn.

1 1 1
n — T _Yn, R - .
Ty = T araz B(z) =

Ezt rendezve kapjuk, hogy y,.1 =

(¢) A Crank—Nicolson-modszert a tesztfeladatra alkalmazva nyerjiik, hogy

h
Yn+1 = YUn + 5 <f(tn7 yn) + .f(tn-i-lv yn-l—l))

h z

Ezt rendezve kapjuk, hogy

142/2
Yn+1 — 1 — Z/2yn7

_2—1—2
2z

azaz R(z)

(e) A javitott Euler-modszert a tesztfeladatra alkalmazva nyerjiik, hogy

h h h 22
yn+1:yn+hf tn+§ayn+§f(tn7yn) :yn+h/\ yn+§/\yn = 1+Z+? Yn-
2

Azaz R(z) =1+ 2z + %
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A tovabbi feladatrészek eredményei az Utmutatasok, végeredmények fejezetben megta-
lalhatoak.

8.17. Az adott numerikus modszer pontosan akkor teljesiti az abszolit stabil tulajdonsa-
got, ha |R(z2)| < 1. Tovabba a modszert A-stabilnak nevezziik, ha az abszolit stabilitasi
tartoméanya tartalmazza a C~! C C félsikot, azaz a Re(z) < 0 komplex szamokat.

(a) Az explicit Euler-modszer stabilitasi fiiggvénye: R(z) = 1 4 2. Ekkor a stabilitéasi
tartoméanyt az alabbi médon hatarozhatjuk meg:

R(z) = [142] €1, ¥z € C & |1+a+iy| < 1,Vz,y € R & (1+2)*+y* < 1Vz,y € R.

Azaz az explicit Euler-modszer abszolut stabilitasi tartomanya a komplex sikon a
(—1,0) kdzépponti 1 sugart korlapot jeldli ki, mely nem tartalmazza a C™' C C
félsikot, igy a modszer nem A-stabil.

1

. Ekkor a stabilitasi
—z

(b) Az implicit Euler-modszer stabilitasi fiiggvénye: R(z) = 1
tartomanyt az alabbi médon hatarozhatjuk meg:

‘ 1

1—

R(z) = ‘ <L, VzeCo|l-z>1,VzeCo (1—a)?—y®>1Vr,y R
z

Azaz az implicit Euler-moddszer abszolut stabilitasi tartoménya a komplex sikon

az (1,0) kozéppontu 1 sugara korlap komplementerét jeloli ki, mely tartalmazza a

C~! c C félsikot, igy a modszer A-stabil.

2+ 2z

(¢) A Crank—Nicolson-modszer stabilitasi fiiggvénye: R(z) = 5 Ekkor a stabilitasi

— Z ’
tartomanyt az aldbbi médon hatarozhatjuk meg:

R(z) =

‘2—1—2

- ‘ <1,VzeC & 242 <2427 V2 € C & [24a] < [2—2| Yz € R.
—Z

Azaz a Crank—Nicolson-modszer abszolut stabilitasi tartoménya a komplex sikon
a Re(z) < 0 komplex szamokat jeléli, mely tartalmazza a C~! C C félsikot, igy a
modszer A-stabil.
2
z
(e) A javitott Euler-modszer stabilitasi fiiggvénye: R(z) =1+ z + 5 Ekkor a stabi-
litasi tartomany meghatarozasahoz az |R(z)| < 1 Gsszefiiggésnek kell teljesiilnie a
komplex sikon. Azaz a javitott Euler-modszer nem tartalmazza a C~* C C félsikot,
igy a modszer nem A-stabil.

8.19. A feladatot az Astabilitas2.m fajl oldja meg. A futtatas eredményeképpen kapjuk
az alabbi dbrat, mely az egyes modszerek abszolit stabilitasi tartomanyainak kérvonalait
jeleniti meg. A futtatas eredménye és az Astabilitas2.m fajl forraskodja:
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Abszolit stabilitési tartomanyok
T

RK1 (Explicit Euler)

ar —RK3
——FRKke

10.7. abra. A megadott mddszerek abszolit stabilitasi tartoményainak kdrvonalai.

[X,Y]=meshgrid(-5:0.1:5,-5:0.1:5);

Z=X +Y*i;

%Explicit Euler

M=abs (1+Z) ;

[c,h]l=contour(X,Y,M, [1,1]);
set(h,’linewidth’,2,’edgecolor’,’g’)

hold on

%Euler-Heun-médszer

M=abs (1+Z/2.%(2+Z)) ;
[c,h]l=contour(X,Y,M, [1,1]);
set(h,’linewidth’,2,’edgecolor’,’r’)

%RK3

M=abs (1+Z/6.*(6+Z/3.%x(9+3*Z)));
[c,h]l=contour(X,Y,M,[1,1]);
set(h,’linewidth’,2,’edgecolor’,’m’)

JRK4

M=abs (1+Z/24.%(24+Z/12. % (144+Z/48 . % (2304+576%Z))) ) ;
[c,hl=contour(X,Y,M,[1,1]);
set(h,’linewidth’,2,’edgecolor’,’b’)

axis equal

y=-5:0.1:5;

x=0%y;

plot(x,y,’k--)

title(’Abszolit stabilitasi tartomanyok’)
legend (’RK1 (Explicit Euler)’, ’RK2 (Euler-Heun)’, ’RK3’, ’RK4’)
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8.20. A stabilitasi tartoményt a stabilitasi fiiggvények segitségével hatarozhatjuk meg.
Mivel mindkét modszer stabilitasi fiiggvényét mar a 8.16. feladat (b) és (c) része soran
meghataroztuk, igy ezeket kell a MATLAB-ban beprogramoznunk. Ezt az Astabilitas.m
fajl realizalja. A forraskod idevagé részlete az alabbi:

%Implicit Euler

clf;
[X,Y] = meshgrid(linspace(-5,5), linspace(-5,5));
Z = X+Y*1i;

phi = 1./(1-2);

contourf(X,Y,1-abs(phi), [0 0], ’LineWidth’, 1);
set(gca,’FontSize’, 20, ’CLim’, [0 1]);
colormap([.1 .5 .3; 0 0 0; 1 1 1]);

hold on;

plot([-5 5], [0 0], ’--k’, ’LineWidth’, 1);

plot ([0 0], [-5 5], ’--k’, ’LineWidth’, 1);
title(’Abszolat stabilitasi tartomany’)

%Crank-Nicolson

clf;
[X,Y] = meshgrid(linspace(-5,5), linspace(-5,5));
Z = X+Y*1i;

phi = (2+2)./(2-2);

contourf(X,Y,1-abs(phi), [0 0], ’LineWidth’, 1);
set(gca,’FontSize’, 20, ’CLim’, [0 1]);
colormap([.1 .5 .3; 0 0 0; 1 1 11);

hold on;

plot([-5 5], [0 0], ’--k’, ’LineWidth’, 1);

plot ([0 0], [-5 5], ’--k’, ’LineWidth’, 1);
title(’Abszolit stabilitasi tartomany’)

A kod az implicit Euler és Crank—Nicolson-médszerek abszolut stabilitasi tartoméanyait
abrazolja a [—5, 5] x [—5, 5] négyzeten.

A futtatas eredményeként visszakoszon az elméletbdl ismert tény, miszerint mindkét
modszer A-stabil. A MATLAB-ban val6 futtatashoz a megfelel6 részek kommentelése
utan alabbi parancsot irjuk be:

>> Astabilitas.m

Ekkor a kovetkezs két abrat adja vissza az Astabilitas.m fajl:
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Abszollt stabilitasi tartomany
5

10.8. abra. Az implicit Euler-médszer stabilitési tartoménya.

Abszolut stabilitasi tartomany
5

10.9. abra. A Crank—Nicolson-moédszer stabilitasi tartomanya.

8.21. A tesztfeladatra tetszdleges A < 0 esetén a megoldas korlatos és monoton csok-
kend (y(t) = e). Igy csak azok a numerikus megold4sok tudjak a pontos megoldast
jol approximalni, amelyekre az elGallitott numerikus megoldés is rendelkezik ezekkel a
tulajdonsagokkal, nevezetesen amikor teljesiil az

IR(AAN)| <1, h>0, \eR

feltétel. Az explicit Euler-modszer esetében ez ekvivalens a h < 2/(—\) feltétellel, mig
implicit Euler-moédszer esetén tudjuk, hogy a modszer feltétel nélkiil stabil. Azaz utébbi
esetében a tablazatban szerepld \ értékek tetszdleges h 1épéskoz mellett jol viselkednek.
Ezzel szemben az explicit modszer numerikus értékei akkor approximéljak jol a feladat
pontos megoldésanak értékeit, ha teljesiil a mar fent emlitett feltétel, azaz h < hg, ha

8.22. A 8.16. feladat eredménye szerint

2+ hA
2 —h\

R(h)) =

Koénnyen lathatoan tetszéleges h > 0 esetén minden valés A < 0 esetén |R(hA)| < 1.
Ugyanakkor a tesztfeladaton tetszéleges h > 0 mellett mégsem viselkedik jol a modszer.
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Ugyanis h > 2(—\) esetén R(hA\) € (—1,0), ezért az ilyen racshalokon a numerikus
értékek lépésenként elGjelet valtanak, azaz bar abszolat értékben csokkenek, de emellett
oszcillalnak is, ami ellentmond a pontos megoldas szigort monoton csokkenésének.

8.23. Alkalmazzuk a feladatra az explicit Euler-modszer. Ekkor kapjuk, hogy

Ynt1 = Yn + hf(tm yn) = Yn + h(l - 1Oyn) - (1 - 10h)2yn—1 - 10h2 +2h =
= ... = (1—10R)"" "y + K(h),
ahol K(h) a h-tol fliggs maradéktagot jeloli. A feladat pontos megoldasanak kovetéséhez

a |1 —10h| < 1 feltételnek kell teljesiilnie. Azaz kénnyen lathaté moédon h > 1/5 esetén
a modszer numerikus értékei oszcillalnak és a végtelenhez tartanak.

Tobblépéses mobdszerek
8.25. Alkalmazzuk a Taylor-sorfejtést.

(a) Szorozzuk végig a tobblépéses modszert harommal. Ekkor nyerjiik, hogy

3y(tn) — 4y(tn-1) + Yn—a = 20 f (tn, y(tn)).

Fejtsiink sorba a t,_ és t,,_o tagokat a t,, pont koriil.

2 3

Ytn—1) = y(tn) = hy'(ta) + " (ta) + %y’"(tn) +O(h")

3

h
Ty”’(tn) + O(h*)

Ezeket az eredeti egyenletbe helyettesitve, valamint v/(t,,) = f(tn, y(t,) Osszefiig-
gést hasznalva kapjuk, hogy a modszer hibatagja —§h3y”’(tn). Azaz a modszer
masodrendd.

Y(tn—2) = y(ta) — 2hy/ (t,) + 2%y (t,) —

A tovabbi feladatrészek eredményei az Utmutatasok, végeredmények fejezetben megta-
lalhatoak.

8.26. A linearis tobblépéses modszer p-ed rendd, ha a modszert definidlé paraméterekre
teljesiilnek az alabbi feltételek:

iak:(), likjak+ikjlbk:0 jzl,...,p.
k=0 ']Ic:O k=0
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(a) Hatarozzuk meg a tobblépéses modszer egyiitthatoit!
a =1, a1 =—4/3, as=1/3, by=2/3, by =0, by =0
Ellenérizziik, hogy mely feltételek teljesiilnek.
g 1-4/3+1/3=0

j=1:  1-(=4/3)+2-(4/3)+2/3=0
1

j=2: 5(12-(—4/3)+22-1/3)+2/3:0
=3 (0 (4/3)+ 2 1/3) 4040

Azaz az vy, — %yn,l + %yn,Q = %hfn modszer masodrendben konzisztens.
(b) Hatarozzuk meg a tébblépéses modszer egyiitthatoit!
ap=1, a1 =-1, a3 =0, by =0, by =3/2, by =—1/2
Ellenérizziik, hogy mely feltételek teljesiilnek.

Zak: 1-1+0=0

j=1: 1-(-1)+2-0+3/2-1/2=0

ey %(12 (1) 220 + (11 (3/2) + 2" - (=1/2)) = 0
j=3: %(13 (1) +2%-0) + (1% (3/2) + 2% - (=1/2)) # 0

Azaz az vy, — Yp_1 = h(%fn_l — %fn_2> modszer masodrendben konzisztens.

A tovabbi feladatrészek eredményei az Utmutatasok, végeredmények fejezetben megta-
lalhatoak.

8.27. A médszer alakjabol leolvashato, hogy masod rendi és az alabbi egyiitthatok adot-
tak:

ag = 1, bo =0.
Az utébbi érték azt jelenti, hogy a moédszer explicit. Ugyanakkor egy m-lépéses explicit
modszer linearis tobblépéses modszer maximélis rendje 2m-1. Azaz a modszer legfeljebb

harmadrendben lehet konzisztens. Irjuk fel a harmadrendi konzisztencia meghataroza-
sdnak feltételeit.

Zak: 1+a1+a2:()

Jj=1: ay +2as + by + by =0
j:2 1/2(a1+4a2)+b1+b220
j: : 1/3(@1+8G2)+b1+4b220
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Ekkor az egyiitthatokra az alabbi egyenletrendszert irhatjuk fel:

110 0 a ~1
121 1 as | [ 0
1 4 2 4 2 e
1 8 3 12 b 0

Az egyenletrendszert megoldva az alabbi egyiitthatokat kapjuk:
a1 =4, as = =5, by =4, by = 2.

A kétlépéses modszer ismeretlen paramétereit meghatarozva az

Yn +4Yn—1 — 5Yp—2 = h(4fn1 + 2fn-2)
maximalis, harmadrendben konzisztens modszert nyerjiik.
8.29. Az differencidlegyenletet felhasznalva kapjuk az

fltn-2,y(tn2)) =y (tn-2) = —y(tn—2)
Osszefiiggést. Ezt az eredményt az eredeti modszerbe helyettesitve nyerjiik, hogy:

Yn = Wn-1 + 3Yn—2 = 2hyp—2 = Yp — 4Yn—1 + (3 — 2h)y,—2 = 0.

A t&bblépéses modszer elinditasahoz az yo = 1 és y; = e~ kezdeti értékeket hasznaljuk.
Ekkor h = 1/10 lépéskozokkel a modszerre megirt program az alabbi eredményeket adja
vissza:

t [0 1/10 | 2/10 | 3/10 | 4/10 |...| 9/10 1

y | 1[0.9048 [ 0.8193 | 0.7439 | 0.6812 | ... | 3.7702 | 10.7856
e |1]0.9048 | 0.8187 | 0.7408 | 0.6703 | ... | 0.4066 | 0.3679
hiba [0 0 | 0.0006 | 0.0031 | 0.0109 | ... | 3.3636 | 10.4177

10.14. tablazat. Hibaértékek az aktualis racspont esetén.
Koénnyen lathato modon a feladatra alkalmazott médszer nem konvergens. Mégis mivel
magyarazhato a fenti tdblazat eredménye? A valaszhoz irjuk fel a tobblépéses modszer
karakterisztikus egyenletét.

0(§) =& —46+3—-2h =0.
Az egyenlet gytkei & o = 2 £ V1 + 2h. Ekkor a numerikus megoldas vy, = c1&] + c2&}
alaki. A €] = (2—+/1+42h)" — 0, ha n — oco. Ezzel szemben a &5 = (2++v/14+2h)" — 00,
ha n — o0o0. Azaz a mésodik gy6k dominal (koriilbeliil 3 értékét hatvanyozzuk) és a
numerikus megoldas nem koveti a pontos megoldas lecsengését.

Farago, Fekete, Horvath - Numerikus modszerek példatér tankonyvtar.ttk.bme.hu


http://tankonyvtar.ttk.bme.hu

252 MEGOLDASOK - A KEZDETIERTEK-FELADATOK NUMERIKUS MODSZEREI

8.30. A linearis tébblépéses modszer kielégiti a gyokkritériumot, ha a
o) =) a&mr =0
k=0

karakterisztikus egyenlet & € C gyokeire || < minden k& = 1,... ,m-re és [§| = 1
tulajdonsagi gyokok egyszeresek. Az egyes feladatrészeknél a karakterisztikus egyenlet
felirasa utan célunk a gyokok tulajdonsagainak ellendrzése a fenti definicio értelmében.

(a) A modszer karakterisztikus egyenlete:

0(€) = € =66 +5=0.

A két gyok: & =1 és & = 5. Igy a modszer nem teljesiti a gyokkritériumot, 1évén
van egynél nagyobb abszolut értéki gyoke.

(b) A modszer karakterisztikus egyenlete:

o(§) =&~ 1=0.

A két gyok: & = 1 és & = —1. Igy a modszer teljesiti a gyokkritériumot, 1évén az
egy abszolut értéki gyokok egyszeresek.

A tovabbi feladatrészek eredményei az Utmutatésok, végeredmények fejezetben megta-
lalhatoak.

8.31. Egy linearis tobblépéses modszer erésen stabilitasanak ellenérzéséhez sziikséges a
gyokkritérium teljesiilése és az, hogy csak a £ = 1 az egyetlen abszolit értékd gyoke. Az
egyes feladatrészeknél a karakterisztikus egyenlet felirdsa utan célunk a gyokok tulajdon-
sdgainak ellenérzése a fenti definicio értelmében.

Tekintsiik a 8.25. feladatot.
(a) A modszer karakterisztikus egyenlete:
0(§) =& —4/3¢ +1/3=0.

A két gyok: & = 1 és & = 1/3. A modszer teljesiti a gyokkritériumot és csak a
&1 =1 az egyetlen abszolut értéki gyoke. Azaz a modszer erésen stabil.

(b) A modszer karakterisztikus egyenlete:
o(§) =& —4£+3=0.

A két gyok: & = 1 és & = 1/3. A modszer teljesiti a gyokkritériumot és csak a
&1 =1 az egyetlen abszolut értéki gyoke. Azaz a modszer erGsen stabil.
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(c¢) A modszer karakterisztikus egyenlete:

0o(§) =& +4£—5=0.

A két gyok: & = =241 és & = —2—1. A modszer teljesiti a gyokkritériumot, lévén
a gydkei abszolit értékben nagyobbak egynél (|&| = |&| = V/5). Azaz a modszer
nem erdsen stabil.

A tovabbi feladatrészek eredményei az Utmutatasok, végeredmények fejezetben megta-
lalhatoak.

8.32. Akar az explicit (Adams-Bashforth), akar az implicit (Adams-Moulton) Adams-
modszerek karakterisztikus egyenletét irjuk fel, az aldbbihoz jutunk:

&) = apgm Tt =gm — gt =gl e 1) = 0,
k=0

Azaz a gyokok: & =1 és &, = 0. A modszerek teljesitik a gyokkritériumot és csak
a & = 1 az egyetlen abszolut értéki gyoke. Azaz az Adams-tipusi modszerek erdsen
stabilak.
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A kozonséges differencidlegyenletek
peremérték-feladatainak numerikus
modszerel

Peremérték-feladatok megoldhatbésaga

9.1. A mésodrendi, allandé egyiitthatos differencidlegyenletek megoldéasat szokasos mo-
don u(x) = e* alakban keressiik. Ekkor az eredeti egyenletre az alabbi karakterisztikus
egyenletet nyerjiik:

E(A) =X —1=0.

Ennek gyokei a Ay = 1 és Ay = —1. Ekkor a peremérték figyelembevétele nélkiil a
megoldas u(x) = cie” + coe™™, ¢1,c0 € R alakban all el6. Fejezziik ki a peremértékek
segitségével a ¢y és ¢y konstansokat.

uw0)=c+c=2/3=c=2/3—c

u(l) = (2/3 —ca)e + c2(1/e) = 3/8

Ezekbdl az egyenletekbdl kifejezve a konstansokat a feladat megoldasa:

> Ge-gey L de-iey
v = (5~ o)+ (mer )

9.3. A méasodrendd, allando egyiitthatos differencidlegyenletek megoldéasat szokasos mo-
don u(z) = ™ alakban keressiik. Ekkor az eredeti egyenletre az aldbbi karakterisztikus

egyenletet nyerjiik:
E(A) =\ +4X =0,

Ennek gyokei a \; = 2¢ és Ay = —2¢. Ekkor a peremérték figyelembevétele nélkiil a meg-
oldéas u(z) = ¢ sin(2z)+cq cos(2z), ¢, co € R alakban all el6. Fejezziik ki a peremértékek
segitségével a c; és ¢y konstansokat.

u(0) =cy =1
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u(r/2)=-1=-1
Ezekbdl az egyenletekbdl kifejezve a konstansokat a feladat megoldasa:
u(z) = cos(2x) — ¢;sin(2x), ¢; € R.

Azaz a feladatnak van megoldasa, az nem egyértelmd és nem elemi fliggvények koérében
talalhato.

9.7. Alkalmazzuk a jegyzet 10.3.2 tétel kovetkezmeényét (linearis esetre) a feladatok egy-
értelmd megoldasanak létezésére. A tétel elégséges feltételt ad.

(a) A tételt alkalmazva nyerjiik, hogy p(z) =0, g(z) = 1, r(z) = sin(x). Ellendrizziik
a tételben szerepld feltételeket:

— f(z,u,) € C[T),
— q(z),r(x) € C[T] és g(x) > 0 minden t — re,
— létezik M >0 : |p(z)| < M, példaul M = 1.

Azaz a tétel feltételei teljesiilnek, igy a peremérték-feladatnak létezik egyértelmii
megoldasa.

A tovabbi feladatrészek eredményei az Utmutatasok, végeredmeények fejezetben megta-
lalhatoak.

9.8. Tekintsiik a linearis peremérték-feladatot:
u’ = flz,u,u) = p(@)u’ + q(z)u + r(z), 2 € [a, ]

u(a) = a, u(b) =B,

ahol p, q,r € Cla, b] adott folytonos fiiggvények. A fenti linearis peremérték-feladat elss-
rendid rendszer alakjaban az alabbi médon irhato fel:

u' = A(x)u +r(z),

Alw) = ( @) o) ) - r@) = ( @ ) '

A peremfeltételek felirasahoz vezessiik be a

()= (00) = (9)
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jeloléseket. Ekkor a fenti feladat peremfeltétele
B,u(a) + Byu(b) = v
alakban irhato fel.

(b) Alkalmazzuk ezen ismereteket a konkrét feladatra:

u”(x) = M/ (z) + Nu(x), z €[0,1], A €[0.5,1]
u(0) =5, u(l) =8.

El6szor irjuk at a peremérték-feladat differencidlegyenletet tartalmazo sorat a ki-
vant alakba. Ehhez a szokésos helyettesitést hajtjuk végre:

Uy = u = uj] = us,
uy = v = uh = u’ = Auy + Nuy.

Azaz az els6rendd rendszer:

a-m- (3 2) (2)

A bevezetett jelolésekkel a peremfeltételek: u;(0) =5 és uy (1) = 8. Ekkor a feladat
peremfeltétele

(10 [ w(0) 00\ /w@®Y (5
BaU(O)+BbU<1)—(O O) (u2(0)>+(1 O) (u2(1> =g )=V
(c¢) Alkalmazzuk ezen ismereteket a konkrét feladatra:

u"(x) = =2X3u(x) + N2/ (x) + 2 " (x), x € (0,1)
u(0) = B, u(l) = Ba, v/(1) = B3

El6szor irjuk at a peremérték-feladat differencidlegyenletet tartalmazo sorat a ki-
vant alakba. Ehhez a szokésos helyettesitést hajtjuk végre:

Uy = u = u) = Uy,
uy = u' = uhy = ug,

uz = v’ = ufy = —2X3u; + Nuy + 2\ug.

Azaz az els6rend rendszer:
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0 1 0 uy(x)
u'(z) = Au(z) = 0 0 1 ug ()
—2X3 2% 2) uz()

A bevezetett jelolésekkel a peremfeltételek: ui(0) = By, ui(1) = Bo és ua(l) = fs.
Ekkor a feladat Bou(0) + Byu(1l) = v peremfeltétele:

100 u;(0) 000 u; (1) B
000 u,(0) |+ 1 0 0 w(l) | =1 B
000 u3(0) 010 us(1) Bs

Az (a) feladatrész eredménye az Utmutatisok, végeredmények fejezetben megtalalhato.
9.9. A linearis peremérték-feladat elsérendii rendszerének u’ = A(z)u + r(z) megoldésa

felirhato a kovetkezd modon. Legyen Y(z) € R™*™ az egyenlet alapmegoldésa. Ekkor az
eredeti egyenlet altalanos megoldasa

u(z) = Y(z) (c+ / Y—l(s)r(s)ds),
ahol ¢ € R" egy tetszéleges vektor. Célunk olyan ¢ megvalasztasa, amely mellett a fenti

u(z) fliggvény kielégiti a B,u(a) + Byu(b) = v peremfeltételt. Ez pontosan az alabbi
esetben teljesiil:

A linearis peremérték-feladatnak pontosan akkor létezik egyértelmi megoldasa, amikor
a Q) = B, + B,Y(b) matrix regularis. Emellett a keresendd ¢ vektor az alabbi:

c=Q" <v — ByY (b) /ab Yfl(s)r(s)ds)

(a) Alkalmazzuk a fenti modszert a konkrat feladatra!

{u”(m) = —u(z), te(0,b)
u(0) =, u(b) =p

A 9.8. feladatban ismertett modszer segitségével felirt A(z) matrix:

A(x)EA:<_01 é)

A feladat peremfeltételének peremmatrixai:
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10 0 0
me(o0) m=(V0)

A @ matrix felirasahoz sziikséges az Y (z) alapmegoldas meghatarozéasa is. Ennek
meghatarozasa 2 x 2 matrixok esetében a Hermite-féle interpoléciés polinom se-

gitségével szamithato. Az A matrix sajatértékei: A\ = i és Ay = —i. Mivel a két
sajatérték kiilonbozs, igy az interpolacios polinomot az alabbi médon hatérozzuk
meg:

p(\1) = a1 ()i + ag(x) = € = cos(x) + isin(x)
p(A2) = —ay(x)i + ap(x) = e = cos(x) — isin(z)
Ekkor az ag(z) és a;(z) polinomokra az alabbi adodik:
ap(x) = cos(z), ay(x) =sin(x), z € (0,b)

Ekkor az Y (x) alapmegoldas:

Y@pwm@m+am@f:(C“@)Sm@))

—sin(z) cos(x)

Ennek segitségével mér meghatarozhato a () méatrix is. Nevezetesen:

Q:%+&W®:Q£@S&®>

A peremérték-feladat megoldasanak egyértelmidségéhez a () matrix regularitisa
sziikséges. Ez pontosan akkor teljesiil, ha det@ # 0 < sin(b) # 0 < b # kr, k € Z.
Azaz a feladatnak tetszGleges b # k7w, k € 7Z esetén létezik egyértelmi megoldasa.

A (b) feladatrész eredménye az Utmutatasok, végeredmények fejezetben megtalalhato.

Véges differenciak moédszere és a belovéses modszer

9.10. A numerikus modszer megadésahoz definialunk egy racshélot. Legyen w, C [0.]] a
h 1épéskozii ekvidisztans racshélo:

wp=Az;=1ih, i=1,2,..., N—1, h=1/N}.
Az intervallum két végpontjat hozzavéve:

wp = {z;=ih, i=0,1,...,N, h=1/N}.
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Tekintsiik az eredeti feladatot az wy, racshalo pontjaiban. Ekkor
—u"(z;) = f(x3), x; € wy

u(we) = i, ulen) = o

Jelolje F(wy,) az wy-n értelmezett fliggvények vektorterét és legyen y, egy adott racsfiigg-
vény. A masodik derivaltat a standard masodrendii differenciahanyadossal helyettesitve
az eredeti feladat az alabbi alakba irhaté at:

yn(@i+h) = 2un(zi) + yn(zi — h)

12 = f(zi), zi € wy

yh(l"o) = W1, yh(l”N) = H2.

Mivel az vy, racsfiiggvény és a jobboldali vektor is azonosithato egy RN 1-beli vektorral,
nevezetesen:

th € RNJrl . (gh)z = yh<xi)7 illetve (f_.};)l = f(.IQ), x; € wh.

Igy az eredeti feladat egy Api = f; linearis algebrai egyenletrendszerként irhato fel,
ahol 4j, € RWTUX(N+1) Ennek alakja:

1 0 0 0 ... 00 (@)o "
o o2 000 0 (Yn )1 f(z1)
0 22 & 72 0 0 (Yh)2 f(2)
0 Ce 0 ;—21 % ;—21 0 (_’h>N—1 f(IN_1>
o 0 0 ... 0 0 1 (Yn) N H2

9.11. Legyen L egy fiiggvényekhez fiiggvényt rendel§ operator. Pontosabban [0,[] in-
tervallumon értelmezett fiiggvényhez [0.(] intervallumon értelmezett fiiggvényt rendeljen
hozza. Ekkor

L:C?0,1] — C(0,1) N C[{0.1}]

Azaz az L operator egy tetszéleges w € C?[0,1] fiiggvény esetén az alabbi modon hat:

—w"(z) + c(z)w(x), =z € (0,1)

(Lw)(e) = {w(:c), € {0,1}.

Ha feltessziik, hogy f € C]0,l], akkor a jobboldal és peremértékek az alabbi alakban
irhatoak:
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i f(z), x€(0,])
f@)=qm, =0
Mo, x=1.

Azaz az eredeti feladat Lu = f operatoregyenletes alakban frhato.

9.13. A 9.12. feladat diszkretizaciojabol szarmazo A, egyiitthatomatrix az alabbi:

1 0 0 0 0 0
=2 % % 0 0 ...0
0 7% % 72 0 ... 0
Ah: . . .
0 ... 0 3 % 72 0
0 0 0 0 0 1

Ismeretes, hogy egy B € R**® matrix M-méatrix, ha
o b;; < tetszGleges i # j-re,
e létezik olyan pozitiv g € R® vektor, amelyre Bg is pozitiv vektor.

Ellendérizziik ezen feltételek teljesiilését az A, matrix esetében! A méatrix elGjelstruktiréaja
megfelels. Célunk egy olyan pozitiv g, € RV*! vektor megadasa, amelyre Aygy, is pozitiv
vektor lesz.

Ha c(x) > ¢ > 0, akkor A, egy szigortan diagonélisan dominans matrix lesz. Ezért
ebben az esetben a g, = [1,...,1]T vektor egy jo valasztas.
Tegyiik fel, hogy c¢(x) > 0. Legyen (gs); = 1 +ih(l —ih), i =0,...,N, h =1/N. Ekkor
igaz, hogy i =1,...,N — 1-re (gn); > 1 és (gn)o = (gn)n = 1. Tovabba koénnyen lathato,
hogy

—(gn)ir1 +2(gn)i — (gn)ic1 = 20%, i=1,... N — 1.

A fenti Osszefiiggés felhasznalasaval kapjuk, hogy

9 i=1..N-1
A Z > M M )
<h%>—{L i=0,N.

Azaz az (Apgr); > 1 minden ¢ = 0,..., N-re. Ez pontosan azt jelenti, hogy a bevezetett
gn, majoralo vektorral A;, egy M-matrix.
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9.15. A numerikus modszer megadéasahoz definidlunk egy racshalot. Legyen w, C [0.]] a
h lépéskozii ekvidisztans racshalo:

wp=Ax;=1ih, 1=1,2,...,N—1, h=1/N}.
Az intervallum két végpontjit hozzavéve:
wp ={z; =ih, i=0,1,...,N, h=1/N}.
Tekintsiik az eredeti feladatot az wy, racshald pontjaiban. Ekkor
u () + alz)u'(x;) + b(z)u(x;) = fx), z; € wy

u(zo) = p1, u(@n) = pa.
Jelolje F(wy,) az wp-n értelmezett fliggvények vektorterét és legyen y;, egy adott racs-
fiiggvény. Az elsG és a masodik derivaltat a standard masodrend differenciahdnyadossal
helyettesitve az eredeti feladat az alabbi alakba irhato at:

yn(x; + h) = 2yp(x;) + yn(z; — h) yn(x; +h) —yp(x; — h)
h? 2h

+ a(z;) + b(@i)u(z;) = f(s),

ha z; € wy, és
Yn(wo) = p1, Yn(Tn) = po.

Mivel az 1, racsfiiggvény és a jobboldali vektor is azonosithaté egy RV *1-beli vektorral,
nevezetesen:

Jn € RNHYL () = yn(m:), ai = a(xy), by = b(w), illetve (fr); = f(x;), xi € wp.

Igy az eredeti feladat egy Api = fh linearis algebrai egyenletrendszerként irhaté fel,
ahol az A, € RINTDX(N+1) eoviitthatomatrix az alabbi:

1 0 0 0 0 0
1 ai 2 1 al
"2 T 2h _lﬁ"i‘abl ﬁg—f_ﬁ X Oa 0 0
0 9 —mtb gt 0 .0
0 0  H-5F —Ftbva E+SE 0
0 0 0 0 0 1

9.16. A [0, 1] intervallum esetén h = 1/5 1épéskoz mellett az alabbi racshalot definialjuk:
@ = {a; =ih, i=0,1,....5, h=1/5} = {0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1}.

Azaz a lineéris algebrai egyenletrendszer matrixanak mérete 6 x 6. Hatarozzuk meg az
egylitthatomatrixot! A feladat kittizése alapjan a(x) = z, b(x) = x?. Felhasznélva a 9.15.
feladatban leirt véges differencids kozelitéseket, valamint az a; és b; értékek meghataro-
zasahoz sziikséges ismereteket a keresends A egyiitthatomatrix aldbbi:
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1 0 0 0 0 0
245 —49.96 25.5 0 0 0
0 24 —49.84 26 0 0
0 0 235 —49.64 265 0
0 0 0 23 —49.36 27
0 0 0 0 0 1

A feladat szerint f(x) = —10z. Ekkor a neki megfelel§ jobboldali vektor a peremértékkel
egyiitt f = (12468 2]T. Ekkor a numerikus megoldést 7, = Aglf; alakban kapjuk.
Ennek értéke:

v, = [0.9999 0.9280 0.9358 1.0910 1.44032.0000]".

Azaz a kozelité megoldés értéke az x = 0.8 pontban 1.4403.

A kézzel kiszamitott A, egyiitthatématrixot és ﬁ jobboldali vektort, valamint a bel6liik
szarmaztathato y, megoldasvektort a MATLAB-ban az alabbi modon irhatjuk be, illetve
szamithatjuk ki:

>> A_h=[1 0000 0; 24.5 -49.96 25.5 0 0 0;
024 -49.84 26 0 0; 0 0 23.5 -49.64 26.5 0;
000 23 -49.36 27; 0000 0 1];

>> f_h=[12 46 8 2]’;

>> y_h=A_h\f_h

y-h =

.999999999999997
.927977802490991
.935755725978431
.091023004730047
.440306505445524
.000000000000000

N = = O O O

9.17. A 9.15. feladatban ismertetett eljarast kellene beprogramozni és a konkrét feladatra
alkalmazni. A megirt kpep2.m fajl forraskodja az alabbi:

function [y_h]l=kpep2(a,b,alpha,beta,N)

%% Kétpontos peremérték-feladat megoldisa

YA

h w’’ (B)+c(t)ult)+d(t)u’ (t)=f(t) c\in\mathbb{R}, f£(t)\inC[a,b]
h u(a)=\alpha u(b)=\beta

YA
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%% Bemend paramatérek listaja:

yA a intervallum kezdete
h b intervallum vége
% N intervallumok szama

%% Eldkésziiletek

% Lépéskoz

h=(b-a)/N;

% A diszkretizild matrix Osszerakisa

for i=1:N-1
c(i)=c1l(a+ixh);
end

for i=1:N-1
d(i)=d1(a+i%h);

end

e=ones (N-1,1);

A_h=(1/h"~2)*spdiags([e-0.5%h*d’> -2%e+h~2*c’ e+0.5xhxd’],-1:1,N-1,N-1);

%% A numerikus megoldds meghatarozasa és plottoldsa

b_h=zeros(N-1,1);

b_h(1)=f (a+h)-alpha*(1/h~2-d(1)/(2*h));
b_h(N-1)=f (a+(N-1)*h) -beta*(1/h~2+d(1)/(2%h)) ;

for i=2:N-2

b_h(i)=f(a+i*h);
end
y=A_h\b_h;
y_i=linspace(alpha,beta,N+1);
y_i(2:N)=y;
y_h=y_1i’;

x_i=a:h:b;
plot(x_i,y_i,’r+’)
hold on;
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%% Az eredeti feladat jobboldala

function ered=f(t)

ered=0;

%% Az eredeti feladat baloldalénak c(t) fiiggvénye
function ered2=c1(t)

ered2=t*cos(t);

h% Az eredeti feladat baloldalanak d(t) fiiggvénye
function ered2=d1(t)

ered2=0;

A programot a feladat adait, kérését figyelembe véve az alabbi paraméterekkel futtatjuk
le, igy, hogy a forraskodban egy y h(98) sort pluszban beirtunk:

>> [y_h]=kpep2(0,1,0,1,100)

A feladat véges differencias kozelitG értéke az x = 0.98 pontban 0.983433. Més feladat
esetén a paramétereket magatol értet6dé modon lehet valtoztatni.

9.21. A feladatban szerepld két pontos peremérték-feladat konnyen integralhato, ezért a
feladat megoldasa kozvetleniil kiszamithato:

Y(z) = 22 (L - 2).

2
Ezért a kilovés a szogét a
_ 9L
T 22
Osszefiiggésbol hatarozhatjuk meg. A beldvéses modszer programjanak megirdsihoz ta-
nulmanyozzuk a jegyzet 10.4.1.-es fejezetét.

tana = Y'(0)

A feladatra megirt programok az agyu.m és a belovesesmodszer.m fajlok. A modszer be-
mend paramétere a kezdetiérték-feladatot explicit Eulerrel megoldé modszer h 1épéskoze
lesz. A programban megadhatjuk tovabbé az L intervallum végpontjanak értékét, az yL
végpontban felvett értéket és a v konstans sebességi értéket is.

A feladatban megadott h 1épéskozok mellett valasszuk meg a fenti paramétereket példaul
az alabbi modon: L = 10, yL = 0 és v = 1. Ezek az értékek a 10 méterre becsap6do
egységnyi sebességgel halado agytugolyo kilovésének szogét adja vissza. A fenti 6sszefiiggés
alapjan a pontos értéke (a gravitacios allando legyen 9.8m/s%):

9.87 . 10m
tana = Y'(0) = —5—— = 49.

(2
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Beltvéses modszer

400
300
40)=70
200+
100+

(0)=44.1

-100+

'(0)=30
-200 1 \\

'(0)=20
-300|- \

400 1 L 1 1 ]

magassag

0 2 4 6 8 10 12
méter
Beltvéses modszer
400
300F

eso0y'(0)=70

eey'(0)=48.51

magassag

Mety0)=30

by 0y=20

400 L L I I ]
0 2 4 6 g 10 12

méter

Belsvéses médszer

300+

¥ ¥(0)=70

P v'(0)=48.951

magassag

400 1 L 1 1 ]

10.10. dbra. A belovéses modszer eredménye h =1, h = 0.1 és h = 0.01 esetekben.
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Adott h 1épéskozok mellett a program eredményét a pontos megoldassal Osszevetve az
alabbi hibaértékeket kapjuk:

b [1Y(0) — Yoweses ()] |

1m 4.900 - 10°
0.1m 4.900 - 101
0.01m 4.900 - 1072
0.00Im 4.900 - 1072

10.15. tablazat. Hibaértékek adott lépéskoz mellett.

A program eredményei az elsé harom h lépéskozre vonatkozoan az Y'(0) = 20, 30, 70
szemléltetd probalkozasok mellett a 10.10 d4bran lathato.

Az abrakon a piros értékek rendre azt mondjak meg, hogy az Y (40) = 0 mésodik pe-
remfeltételt a belovéses modszer mely kezdeti értékre cseréli le az agytgolyo feladat
megoldasahoz. Az adott h értékekre ez az alabbi lesz:

L h | YO ]
Tm || 4.900 10°
0.1m | 4.900-10""
0.0Lm | 4.900- 102
0.001m || 4900102

10.16. tablazat. A belovéses modszer Y/ (0) kezdeti érték javaslatai az Y (40) = 0 masodik
peremfeltétel helyett adott h 1épéskoz mellett.

Megjegyzends, hogy a belovéses modszer h(c) = 0 (lasd jegyzet 10.4.1.-es fejezet) egyenle-
tének megoldasara a megirt program a szelémodszert alkalmazza. A belovesesmodszer.m
fajl idevago részlete:

%l Szeldmdédszer a gydkkereséshez
function x = szelomodszer(xl,x2,tol,yL)
yl = agyu(x1)-yL;
y2 = agyu(x2)-yL;
while abs(x2-x1)>tol
fprintf (’ (%g,%g) Chg,%g)’, x1, yi, x2, y2);
x3 = x2-y2*(x2-x1)/(y2-y1);
y3 = agyu(x3)-yL;
x1 x2;
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yl = y2;
x2 = x3;
y2 = y3;
end
X = xX2;
return;
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Parcialis differencialegyenletek

Elméleti feladatok

10.1. Tekintsiik a kétvaltozos, mésodrendd, lineéaris parcialis differencidlegyenlet f6részé-
nek alakjat Q C R? tartoményon:

0*u(z,y)

(L)) = oo, ) ") Tulz.y)

0y

*u(z,y)

+ 2b(z, y) R

+c(z,y)

ahol a, b, c egylitthatofiiggvények. Azt mondjuk, hogy az L operator
o clliptikus tipusi az (x,y) € Q pontban, ha a(z,y)c(z,y) — b*(z,y) > 0,
o parabolikus tipusi az (z,y) €  pontban, ha a(z,y)c(x,y) — b*(x,y) = 0,
e hiperbolikus tipusi az (z,y) €  pontban, ha a(z,y)c(x,y) — v*(x,y) < 0.

Azt mondjuk, hogy elliptikus (parabolikus, hiperbolikus) tipusti az €; C Q) tartoményon,
ha elliptikus (parabolikus, hiperbolikus) tipusi az ; tartomany mindegyik pontjaban.

Ezen definiciok mellett vizsgaljuk meg a konkrét feladat R? egyes részein milyen tipusi.
Esetiinkben a(z,y) = x, b(z,y) = 0 és ¢(z,y) = y. A definicié értelmében az operéator
tipusat xy elGjele hatarozza meg.

Nevezetesen, ha
(a) (z,y) € RT x RT, akkor L elliptikus ezen a tartoményon,
(b) (x,y) € RT xR~ vagy (z,y) € R™ xRT, akkor L hiperbolikus ezen a tartomanyon,

(c) x vagy y valamelyik értéke 0, akkor L parabolikus tipusu operator az adott tarto-
manyon.

10.2. A 10.1. feladat gondolatmenetéhez hasonléan allapitjuk meg, hogy a megadott L
operator R? egyes részein milyen tipust.

A feladatunk esetében a(z,y) = (v +vy), b(z,y) = J/xy és c(x,y) = (x + y). A tipusok
meghatarozasa el6tt érdemes megéllapitanunk azt a tényt, hogy az L operator csak
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zy > 0 esetén értelmes. Kibontva az a(z,y)c(z,y) — b*(z,y) alakot kapjuk, hogy (z +
y)? — xy = 2* + xy + y*. Ekkor két eset lehetséges:

(a) 2%+ a2y +y? =0,

(b) 2? + 2y +y* > 0.

Az (a) eset csak (z,y) = (0,0) pont esetén allhat fent. Azaz az origoban az L operator
parabolikus tipusi.

A (b) eset az értelmezési tartomany figyelembe vételével (xy > 0) pontosan akkor teljesiil,
ha = és y elGjele megegyezik. Azaz az elsé és harmadik siknegyedben az L operator
elliptikus tipust.

10.4. Vegyiik észre, hogy az u fiiggvény v = (1, —1) irAnyban vett iranymenti derivaltja
0, azaz

<8u(83; y)’ 8u(89;, y)) -v = Oyu(z,y) = 0.
Ez adja az alapotletiinket arra vonatkozoban, hogy koordinata-transzformaciot hajtsunk
végre. Nevezetesen a fenti vektor irdnya a koordinatarendszer 45°-0s negativ irdnyu forga-
tasat és kétszeres nyujtasat motivalja. Ehhez térjink at a (£, 7n) koordinatakra az alabbi
modon:

=x+y, n=z—y.
Ekkor u(z,y) = U(&,m) = U(&(x,y),n(x,y)). Irjuk fel az eredeti egyenletet a bevezetett
U figgvény segitségével. Ehhez tekinstiik:

o¢ ¢
9% oy oU(E,n) AU(E,
o) =Uen- | o Gy | - (PAeR 2y (1 1,

or 0Oy
Tovabba fennall, hogy

, ou(z,y) Ou(x,y
u@w%=( &:X éx))
ekkor kapjuk, hogy:

&K%y)_iﬂﬂén)+iﬂﬂén)

oxr O on
du(z,y) oU(n) 09U n)
dy 9 an

gy az eredeti egyenlet az 1j koordinatarendszerben az alabbi alakot &lti:

u(z,y)  Ou(z,y)

Ox dy =0
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)

ou(&,n)
28—17 —0.

Ennek megoldasa pedig U(&,n) = C(&), azaz az eredeti feladat megoldasa:
u(z,y) = C(z,y), CeCH(R).
10.6. Keressiik a megoldast un. szétvalaszthato alakban, azaz

u(r,y) = X(z) - Y(y),

ahol X € C*(R), Y € C*(R). Tovabba X(z) és Y (y) nem az azonosan nulla fiiggvény
R-en. Ezt behelyettesitve az eredeti egyenlet kapjuk, hogy

X"(2)Y (y) = X(2)Y"(y) = 0,

azaz
X"(z) _ Y'(y)
X(z)  Y(y)
Mivel mindkét oldal csak az adott valtozotol fiigg, ezért a fenti egyenlet megoldasa egy
A € R szam meghatarozasat jelenti. A bal oldal egy mésodrendt, mig a jobboldal egy
els6rendd allando egyiitthatos kozonséges differencidlegyenlet megoldaséat igényeli. Ezek
altalanos megoldasait a karakterisztikus egyenletek gyokeivel hatarozhatjuk meg. Neve-
zetesen:

cleﬁm + cze*ﬁx, ha A >0, ¢, € R,
X(x) =< cix+co, ha =0, c,c5 €R,
c1sin(y/|A|z) + cacos(y/|A|z), ha A <0, ¢1,c € R.

Y(y) =ce™, c€R.

Az igy kapott u(x,y) = X (x)Y (y) alaku fiiggvények mind kielégitik az eredeti egyenletet.
Fontos megjegyezniink, a feladat nem allitja, hogy csak ilyen alakii megoldéasai vannak a
feladatnak. Példaul jo megoldéas az u(z,y) = 2°/6 + zy, amely nem X (z)Y (y) alakii.

Elliptikus és parabolikus feladatok megoldasa véges dif-
ferenciakkal

10.7. A diszkretizacio felirdsdhoz olvassuk at a példatarhoz tartozo jegyzet 11.2. Lineéris,
maéasodrendd, elliptikus parcialis differencidlegyenletek cimd részbdl a 11.2.2 fejezetet.
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Az N, = 3 és N, = 2 osztasrészek egyértelmiien meghatarozzak az egységnégyzet racs-
pontjainak szamét, s igy az egyiitthatomatrix méretét is.

A racspontok szama (N, + 1)(N, + 1) = 12, mig az egyiitthatomatrix mérete 12 x 12.
Konnyen meggondolhat6, hogy az x iranyban a lépéskoz h, = 1/(N, + 1) = 1/4, mig
az y iranyban h, = 1/(N, + 1) = 1/3. Bevezetve a H, = 1/(h,)? ¢s a H, = 1/(h,)?
jeloléseket az A, diszkretizaldo métrix alakja az alabbi lesz:

1 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0
0O 1 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0

0o 0 1 0 0 0 0 0O 0 0 0 0

0o 0 0 1 0 0 0 O 0 0 0 0

0o 0 0 0 1 0 0 O 0 0 0 0

A o -H, 0 0 —-H, H,+H, -H, 0O 0 -H, 0 0
"“lo 0o —-H, 0 0 -H, H,+H, —H, 0 0 —H, 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 o 1 0 0 0

0o 0 0 0 0 0 0 o 0 1 0 0

o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0o 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 1

A matrix struktirajabol jol kivehets, hogy a belss racspontok (2db) kozotti Osszefliggé-
seket a 6. és 7. sorok irjak le. A t6bbi sor a peremértékeket taroljak el.

10.8. A program megirashoz olvassuk at a példatarhoz tartozo jegyzet 11.2. Linearis,
masodrendi, elliptikus parciélis differencidlegyenletek cimii részbél a 11.2.5 fejezetet.

A megirt ellvdm1l.m program bemen paramétere a két iranyban egyenld részre torténd
osztasok szama: n.

A médszer eredményének szemléltetésére kiragadjuk az n = 4 és n = 64 eseteket és rendre
abréazoljuk (10.11 &bra) a pontos, kozelité megoldasokat valamint a hiba nagysagat.

Ekkor az intervallumszamok novelésével a pontos és numerikus megoldas maximumnor-
majara a 10.17 tablazatbeli értékek figyelhetGek meg.

Az ellvdm1.m fajl forraskddja:

function [maximumnorma]=ellvdml(n)

%% A Laplace u=x"2+y~2 egyenlet megoldéasa

b

% A feladatot az egységnégyzeten oldjuk meg az aldbbi peremfeltétellel
h
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10.11. abra. A pontos, kozelité megoldasok és a hibak nagysdga n = 4, n = 64 esetekben.
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‘ n H maximumnorma értéke H

4 2.3746735250 - 107!
16 2.3157280671 - 102
64 1.5958950751 - 103
256 1.0214327981 - 10~*

10.17. tablazat. A maximumnorma értéke adott n részre torténd osztas mellett.

A tablazat adataibol megallapithatd az elméletbdl ismert tény, nevezetesen az, hogy a
véges deffirenciés kozelités a maximumnormaban mésodrendd modszer.

% u(x,0)=0

% ulx,1)=x"2/2

% u(0,y)=sin(pi y)

% u(l,y)=e~(pi)sin(pi y)+y~2/2

h

% A feladat pontos megoldasa: u(x,y)=e~(pi x)sin(pi y)+0.5x~2y"2.

%% A feladat bemend paraméterei
% ntl - Az egy iranyl intervallumok szama
% Megj.: Azaz (n)~2 besld pontom lesz.

%% A feladat kimend paraméterei
b

%» A nemrikus megoldasvektor

% A maximumnormdban mért hiba
% Abra

%h A diszkretizdcids matrix felépitése
b
% Nagysaga n~2, mert a perempontokat a jobboldalban taroljuk majd el.

h=1/(n+1);

% Foatlo

al=-4xones(n~2,1);

/» F6atldhoz legkdzelebbi felsd atld
a2l=sparse(1,1);
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a22=ones(n~2-1,1);
for i=1:n-1;
a22(i*(n),1)=0;
end
a2=[a21;a22];
% F8atlohoz tavolabbi felsd atld
a3=ones(n~2,1);
% Foatlohoz legkbzelebbi alsd atléd
a42=ones(n~2-1,1);
for i=1:n-1;
a42(ix(n),1)=0;
end
adl=sparse(1,1);
ad=[ad2;a4d1];
% F6atldohoz tavolabbi alsd atld
ab=ones(n~2,1);

% A matrix ¢sszerakasa
V=[al,a2,a3,a4,ab];
d=[0,1,n,-1,-n];
A=spdiags(V,d,n"2,n"2);
A_h=A’%(1/h"2);

%% A jobboldali vektor felépitése

% Perem elkészitése
% Az u(x,1) perem
for i=1:n
g21(i)=(i/(n+1))~2/2;
end
g2=[zeros(1,n"2-n) g21]’;
% Az u(0,y) perem
for i=1:n;
g31(1,1+(i-1)*n)=sin(pi*i/(n+1));
end
g3=[g31 zeros(1,n-1)]17;
% Az u(l,y) perem
for i=1:n;

gl(1l,ixn)=exp(pi)*sin(pi*i/(n+1))+((i/(n+1))"~2)/2;

end
% Megj.: Most az u(x,0) perem nulldval egyenld.
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% Jobboldal elkészitése

F=[1;
for i=1:n
for j=1:n
F(i,j)=(1/(+1))~2+(j/(n+1))"2;
end;
end;
nincspereml=reshape(F,1,n"2);
nincsperem=nincspereml’;

f=nincsperem-g1’/(h~2)-g2/(h~2)-g3/(h~2);

%% A LAER megoldadsa, azaz y numerikus megoldas megadasa
y=A_h\f;

%% A pontos megoldis betdltése

G=[1;

for i=1:n
for j=1:n

G(i,j)=exp(pi*i/(n+1))*sin(pi*j/(n+1))+(1/2)*(i/(n+1))"~2x(j/(n+1))"2;

end;

end;

eredl=reshape(G,1,n"2);

ered=eredl’;

%% Hibaszamitas és plottolas
maximumnorma=norm(ered-y,’inf’);

% A pontos megoldas, a numerikus megoldas és a hiba kirajzolasa
ugrid = reshape(ered,n,n);

mesh(h:h:n*h’ ,h:h:n*h’ ,ugrid’)

title(’A pontos megoldas’)

pause

apgrid = reshape(y,n,n);

mesh(h:h:n*h’,h:h:nxh’,apgrid’)

title(’A k6zelitd megoldas’)

pause

errgrid = reshape(ered-y,n,n);
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mesh(h:h:n*h’,h:h:n*h’,errgrid’)
title(’Hibafiiggvény’)

A MATLAB-ban példaul az n = 4 esetén a lenti parancsot beirva a 3 dbra mellett az
alabbi maximumnorma értéket kapjuk vissza:

>> [maximumnormal=ellvdml (4)
maximumnorma =

0.237467352500951

10.9. A feladat pontos megoldasa u(x,y) = z%¢¥. Ekkor a megirt ellvdm2.m program az
intervallumszamok novelésével a pontos és numerikus megoldés maximumnormajara az
alabbi értékeket adja vissza:

’ n H maximumnorma értéke H

4 1.3132312883 - 10~*
16 1.2514964504 - 107°
64 8.6106173369 - 107
256 5.5104494078 - 1078

10.18. tablazat. A maximumnorma értéke adott n részre torténd osztas mellett.

A tablazat adataibol megallapithatd az elméletbdl ismert tény, nevezetesen az, hogy a
véges differencias kozelités a maximumnormaban méasodrend modszer.

A modszer szemléltetésére abrazoljuk az n = 4 és n = 64 eseteket (10.12 abra).

Az ellvdm2.m fajl forraskodja:

function [maximumnormal]=ellvdm2(n)

%% A Laplace u=e"y(x"2+2) egyenlet megoldasa

YA

% A feladatot az egységnégyzeten oldjuk meg az aldbbi peremfeltétellel
h

% u(x,0)=x"2

%h u(x,1)=ex"2

% u(0,y)=0
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A pontos megoldss

& pontos megoldas

A kozelite megoldds Akozelts megoldds

Hibafiggvény Hibafiggvény

S S T N,

10.12. dbra. A pontos, kozelité megoldéasok és a hibak nagysdga n = 4, n = 64 esetekben.
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h u(l,y)=e~(y)
h
% A feladat pontos megoldasa: u(x,y)=x"2e"y.

%% A feladat bemend paraméterei

h

% n+tl - Az egy iranyud intervallumok szama
h

% Megj.: Azaz (n)~2 besld pontom lesz.

%% A feladat kimend paraméterei
h

% A nemrikus megoldasvektor

% A maximumnormdban mért hiba
% Abra

%% A diszkretizdcidés matrix felépitése

b

% Nagysdga n~2, mert a perempontokat a jobboldalban taroljuk majd el.

h=1/(n+1);

% F6atlo
al=-4xones(n~2,1);
% Foatlohoz legkdzelebbi felss atld
a21=sparse(1,1);
a22=ones(n~2-1,1);
for i=1:n-1;
a22(i*(n),1)=0;
end
a2=[a21;a22];
% F8atlohoz tavolabbi felsd atld
a3=ones(n~2,1);
% Foatlohoz legkbzelebbi alsd atlod
a42=ones(n~2-1,1);
for i=1:n-1;
a42(ix(n),1)=0;
end
adl=sparse(1,1);
ad4=[a42;a4dl];
% F6atldohoz tavolabbi alsd atld
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ab=ones(n~2,1);

% A matrix oOsszerakasa
V=[al,a2,a3,a4,a5];
d=[0,1,n,-1,-n];
A=spdiags(V,d,n"2,n"2);
A_h=A"%(1/h"2);

%% A jobboldali vektor felépitése
%y Perem elkészitése

% Az u(x,0) perem
for i=1:n
g31(i)=(i/(n+1))"2;
end
g3=[g31 zeros(1,n"2-n)]’;
% Az u(x,1) perem
for i=1:n
g21 (1) =exp (1) *(i/(n+1))"2;
end
g2=[zeros(1,n"2-n) g21]’;
» Az u(1l,y) perem
for i=1:n;
gl(1,i*n)=exp(i/(n+1));

=

end
% Megj.: Most az u(0,y) perem nullaval egyenld.

% Jobboldal elkészitése

F=[1;
for i=1:n
for j=1:n
F(i,j)=exp(j/(n+1))*((i/(n+1))"~2+2);
end;
end;
nincspereml=reshape(F,1,n"2);
nincsperem=nincspereml’;

f=nincsperem-g1’/(h~2)-g2/(h~2)-g3/(h~2);
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%% A LAER megoldasa, azaz y numerikus megoldds megadasa
y=A_h\f;

%% A pontos megoldas betdltése
G=I[1;
for i=1:n
for j=1:n
G(i,j)=(i/(n+1))~2*xexp(j/(n+1));
end;
end;
eredl=reshape(G,1,n"2);
ered=eredl’;

%% Hibaszamitas és plottolas
maximumnorma=norm(ered-y,’inf’);

% A pontos megoldds, a numerikus megoldds és a hiba kirajzolasa
ugrid = reshape(ered,n,n);
mesh(h:h:n*h’ h:h:n*xh’,ugrid’)
title(’A pontos megoldas’)

pause

apgrid = reshape(y,n,n);
mesh(h:h:n*h’ ,h:h:n*h’, ,apgrid’)
title(’A k4zelitd megoldas’)
pause

errgrid = reshape(ered-y,n,n);
mesh(h:h:n*h’ ,h:h:n*h’,errgrid’)
title(’Hibafiiggvény’)

A MATLAB-ban példaul az n = 64 esetén a lenti parancsot beirva a 3 abra mellett az
alabbi maximumnorma értéket kapjuk vissza:

>> [maximumnormal=ellvdm?2(64)
maximumnorma =
8.610617336923809e-007

10.10. Tanulmanyozzuk alaposan a jegyzetben talalhato forraskodot! Ekkor a numerikus
megoldas elGallitasahoz az alabbi sorokat kell megvaltoztatnunk:
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init=exp(x);\\ bdry=[exp(t) exp(1+t)];

A feladat pontos megoldasa az u(x,t) = e*** fliggvény. Ekkor a pontos megoldast a
forraskodban az alabbi modon irhatjuk be:

upontos=zeros(N,J);

for i=1:N

for n=1:J]

upontos (i,n)=exp(x(i)+t(n));
end

end

A hibafiiggvény abrajanak megjelenitéséhez cseréjiik le a %hibamatrix=upontos-appgrig;
sort az alabbira:

hibamatrix=upontos-appgrig;

Ahhoz, hogy a kivint tartomanyon tudjuk futtatni a programot az endx, endt értéke-
ket rendre 1,1-nek kell megvalasztanunk a heatexp(endx,endt,Nx,q) fiiggvény futtatésa
soran.

10.11. A feladatot megold6 parvdm.m fajl forraskddja az alabbi:

function parvdm(a,b,n,T,r,theta)
%% Reakcid-diffiuzid feladat 1D-ben adott kezdeti és Dir. feltétellel

yA

% d_t u(t,x)=d_xx u(t,x), x\inla,b], t\in[0,T]
% u(t,a)=u(t,b)=0 Dirichlet peremfeltétel
yA u(0,x)=u0 kezdeti feltétel

yA

%% Bemend paraméterek listaja

yA

yA Az intervallum kezd&pontja

a

b Az intervallum végpontja
yA n A racs belsd pontjainak szama

T Az iddintervallum végpontja

r A delta/h~2 értéke (EE esetén stabilitashoz r=<0.5 kell)
%  theta A theta-mdédszer paramétere (=0 EE =1 IE =0.5 CN)

%% Elékésziiletek
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h=(b-a)/(n+1);
x=h*1:n;
delta=r*h~2;
kmax=round(T/delta);
u0=sin(x) ;

%% A lépésmatrix konstrukcidja

N=sparse(2:n,1:n-1,ones(n-1,1),n,n);
I=speye(n);

Q=-2*xspeye (n) +N+N’ ;
Q1=I-thetax((delta/h~2)*Q);
Q2=I+(1-theta)*((delta/h~2)*Q);
kezdeti=u0’;

%h Az egyes id8lépések plottolasa
for k=1:kmax
kezdeti=Q1\ (Q2*kezdeti) ;
plot(a:h:b,[0,kezdeti’,0],’bo’)
axis([a,b,-1.2,1.2])
xlabel(’x’,’FontSize’,14)
ylabel(’u(t,x)’,’FontSize’,14)
title([’A t= ’ ,num2str(k*delta,’%2.4f iddpillanatban a numerikus megoldas’)
],’Color’,’r’,’FontSize’,14)
pause (deltax50)
end;

A program a megoldas idébeli fejlédését mutatja be. Példaul a 10.11. hévezetési felada-
tot a [0, 1] idGintervallumon, a [0, 7] intervallumon 9 racsponttal, »r = 0.4 hanyadossal,
Crank—Nicolson-modszerrel megoldo6 feladatot az aldbbi modon irhatjuk be:

>> parvdm(0,pi,9,1,0.4,0.5)
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