Numerikus médszerek 1. zarthelyi dolgozat, 2009/10. I. félév, A. csoport,
MEGOLDASOK

1. FELADAT. Az a = 0.001 vélasztds mellett A = 1—1/(1—2a) értéke —0.002004008016.
Hatarozzuk meg mi is A értékét egy tizes szamrendszerii, hatjegy mantisszas lebegépontos
szamokat hasznalé szamitégépen! Javasoljunk numerikus szempontbdl jobb szamolast A-
ra és végezziik el ugy is a szamolasokat!

A kiszamolt érték (mindig hatjegy(i mantisszdra kerekitve): —2 x 1073. A hiba a ki-

egyszerisodés miatt 1ép fel, két kozeli szam kivonasa miatt. Ez elkertilhetd kozos nevezore

hozassal és egyszeriisitéssel. fgy
—2a

1—2a’

melynek eredménye —2.00401 x 1073.

2. FELADAT. Legyen A € R™™ egy tetszéleges négyzetes matrix és A*) az A matrix
k-adrendti bal felsé féminormétrixa (A(1 : k, 1 : k)). Igazoljuk, hogy ||[A®]|, < [|A][2!

Legyen y € RF egy tetszbleges nemnulla vektor. Ekkor

A%, | o o 1A%,

AT
3. FELADAT. Az aldbbi métrix egy A € R** szimmetrikus métrix LU-felbont4sét
tartalmazza 1gy, hogy a foatlé "alatti” rész az L métrix megfelel6 f6atld alatti részét
tartalmazza, a tobbi elem pedig az U matrix megfelel6 eleme. Létezik-e az A métrixnak
Cholesky-felbontdsa? Ha igen, akkor adjuk meg a G méatrixot (A = GGT)! Adjuk meg
azt az X € R* vektort, melyre AX = [1,0,0,0]7!
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Olvassuk ki a matrixbdél az L és U matrixokat. Mivel U f6tl6janak minden eleme
pozitiv, igy az eredeti matrix minden féminorja pozitiv, azaz a matrix szimmetrikus (ez
a szovegbdl deriil ki) és pozitiv definit. Legyen D az U maétrix féatlématrixa. Ekkor
G = LvD (vD-t tigy kapjuk, hogy D minden elemébél gy6kot vonunk), azaz

V2 0 0 0
3/2v2 1/2/6 0 0
V2 2/3V6 1/3v21 0
2v2 V6 3/7TV21 1/7VT |
Az adott egyenletrendszert tgy oldhatjuk meg a leggyorsabban, ha el6szor megoldjuk
az Ly = [1,0,0,0]7 egyenletrendszert, amely egyszerii visszahelyettesitéssel megoldhaté.

y = [3,-3/2,1,—-2/7] adédik, majd pedig az UX = § egyenlet megolddsaval (szintén
egyszer(l visszahelyettesitéssel) adédik az X = [3, —1, 3, —2]7 megoldas.




4. FELADAT. Az AX = b egyenletrendszer A métrixdnak és b jobb oldali vektordnak
elemei mért mennyiségek, melyek relativ hibaja 0.01%, adjunk fels6 becslést a megoldés-
vektor relativ hibdjara maximumnormé&ban!
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Mivel [da;;/a;;| < 0.01% = 10’_4, azaz |0a;;| < 1074 ay;|, ezért || 0A ]|/ ||Alle < 1074
Hasonléan kapjuk, hogy ||0b||so/[|bllee < 1074 A métrixokrdl leolvashatd, hogy ||A e =
4 és ||A7Y | = 1.9. Ebbél a megoldés relativ hibdjara levezettett képlet alapjan kapjuk,

hogy
4-1.91

—4-191-10-

16| oo /[1X]| 00 < - (107* +10™*) = 0.00153.

5. FELADAT. Az alabbi egyenletrendszert szeretnénk megoldani a Jacobi-moddszer re-
laxalasaval. Hogyan valasszuk meg w értékét, hogy a leggyorsabban konvergédljon az
eljaras? Szamitsuk ki, hogy a nullvektorrdl indulva a leggyorsabb moddszerrel mennyit

kellene iterdlni, hogy a megolddst 107%-ndl jobban megkozelitsiik maximumnormaban!
(A relaxalt Jacobi-iteracié: X*1) = ((1 — w)E + wD (L + R))x® + wD~'b)
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Az adott egyenletrendszerre alkalmazva a fenti képletet, azt kapjuk, hogy

- l—w —w/4 |_ w/4
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Az iterdciés matrix sajatértékei: 1 —w +w/v6, 1 —w — w/v/6, igy a spektralsugar akkor
a legkisebb, ha w = 1, azaz a Jacobi-mddszerrol van szo. Ezzel az iteracio

<(b+1) _ { 0 —1/4 } <) 4 [ 1/4 } |

“2/3 0 2/3
tehat az iterdciés matrix maximumnormaja 2/3 és X = [1/4,2/3]7. A
k
1—(2/3)3

feltételt kell garantélni, ami k& > 35.78 esetén teljesiil, azaz a 36. iterdciétél mar 10~%-nél
jobban megkozeliti a sorozat maxiumnormaban a megoldést.

6. FELADAT. Végezziink el egy 1épést a gradiens modszerrel a nullvektorrdl indulva az
eléz6 feladat egyenletrendszerébdl szarmaztatott normalegyenletre!

Az egyiitthatématrix transzponaltjaval balrdl szorozva az egyenletet kapjuk a normél-

egyenletet
20 10 x| |8
10 10 xe | | T

Erre alkalmazva a gradiens modszert kapjuk, hogy
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7. FELADAT. Adjuk meg Householder-tiikrozések segitségével az aldbbi matrix QR-
felbontasat!

0 1
0 0
11

Legyen A az adott méatrix. Az elsé oszlophoz tartozé v vektor (+ jellel szdmolva)
v =[1,0,1]7. igy a H; métrix
0 0 -1
0o 1 0 |,
-1 0 0
azaz
-1 -1
HA=| 0 0
0 -1

A mésodik oszlop 2. és 3. eleméhez, mint kételemii vektorhoz tartozé v vektor [1, —1]7
(+ jellel szdmolva), {gy

100
H,=|0 0 1
010
Igy
-1 -1
R=H,HA=| 0 -1
0 0
és
0 -1 0
Q=HH.=| 0 0 1
-1 0 0

Az v vektorok masfajta szamoldsa esetén masfajta felbontast kapunk.

Numerikus médszerek 1. zarthelyi dolgozat, 2009/10. 1. félév, B. csoport,
MEGOLDASOK

Osszesen maximum 40 pont szerezhetd a feladatsorral. Sikeres zérthelyihez legaldbb 16
pont sziikséges. Az elso ketto feladat 5, a tobbi 6 pontos.

1. FELADAT. Legyen A € R™" egy tetsz6leges négyzetes matrix és A®) az A matrix
k-adrendfi bal fels féminormatrixa (A(1: k, 1 : k)). Igazoljuk, hogy ||A® |, < || All2!

Ugyanaz, mint az A. csoport masodik feladata.

2. FELADAT. Az a = 1000 valasztds mellett A = 1/(v/a + 1—/a) értéke 63.26136064087.
Hatarozzuk meg mi is A értékét egy tizes szamrendszerii, hatjegyt mantisszas lebegépontos

szamokat hasznald szamitogépen! Javasoljunk numerikus szempontbdl jobb szamolast A-
ra és végezzik el ugy is a szamolasokat!

63.2911, a kiegyszerlisodés miatt. Szorozzunk a nevezd konjugéltjaval. Ebbol kapjuk,
hogy A = +v/a + 1+ +/a, amire 63.2614 ad6dik.

3. FELADAT. Az aldbbi méatrix egy A € R*** szimmetrikus métrix LU-felbont4sét
tartalmazza ugy, hogy a f6atlo ”alatti” rész az L matrix megfeleld f64tlo alatti részét



tartalmazza, a tobbi elem pedig az U matrix megfelel6 eleme. Létezik-e az A métrixnak
Cholesky-felbontdsa? Ha igen, akkor adjuk meg a G maétrixot (A = GGT)! Adjuk meg
azt az X € R* vektort, melyre Ax = [0,0,0, 1]7!

2 3 3 3
3/2 3/2 3/2 7/2
3/2 1 4 3
3/2 7/3 3/4 1/12

Hasonléan az A. csoport feladatahoz, kapjuk, hogy

V2 0 0 0
3/2v2 1/2v6 0 0
3v2/2 V6/2 2 0
| 3v2/2 7V6/6 3/2 V/3/6 |

X = [24,-19,—9,12)7.

4. FELADAT. Az AX = b egyenletrendszer A métrixdnak és b jobb oldali vektoranak
elemei mért mennyiségek, melyek relativ hibdja 0.01%, adjunk felsé becslést a megoldés-
vektor relativ hibajara maximumnormaban!

4 -1 -1 0
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Mivel [da;j/a;;] < 0.01% = 1074, azaz |da;;| < 107*ay, ezért ||0A]loo/||Allee < 1074
Hasonléan kapjuk, hogy ||6b|/ee/||bllec < 107%. A métrixokrdl leolvashaté, hogy ||Alle =
6 és ||A 7| = 1.42718. Ebb6l a megoldds relativ hibdjdra levezettett képlet alapjén
kapjuk, hogy

6-1.42718

1074 +107% = 0.001714.
6-1.42718-10—4( + )

0% ]|oo /1Xlloo < 17—

5. FELADAT. Az alabbi egyenletrendszert szeretnénk megoldani a Jacobi-médszer re-
laxalasaval. Hogyan valasszuk meg w értékét, hogy a leggyorsabban konvergéljon az
eljaras? Szamitsuk ki, hogy a nulvektorrdl indulva a leggyorsabb mddszerrel mennyit kel-
lene iterdlni, hogy a megolddst 107%-nal jobban megkdozelitsiik maximumnormdban! (A
relaxalt Jacobi-iterdcié: X*+Y = ((1 — w)E +wD (L + R))x*® + wD'b)

2] 5 )1

Hasonléan az A. csoport feladatdhoz, az iterdcids matrix sajatértékei: 1 —w + w/ V6,
azaz a spektralsugar w = 1 esetén a legkisebb. A megoldandé egyenlétlenség:

(1/2)" 2

A 2 g0
1—-(1/2)3 =

ami k > 20.35 esetén teljesiil, azaz a 21. iterdciétél mar 107%-nal jobban megkozelitjiik a
megoldast maximumnormé&ban.



6. FELADAT. Végezziink el egy 1épést a gradiens modszerrel a nullvektorrdl indulva az
eléz6 feladat egyenletrendszerébdl szarmaztatott normalegyenletre!

13 11 8
[11 17] [xm]:[(a]
és XV = [8/25,6/25]T.

7. FELADAT. Adjuk meg Householder-tiikrozések segitségével az aldbbi matrix QR-
felbontasat!

A normalegyenlet:

0 1
10
0 1
Hasonléan eljarva, mint az A. csoportnal:
-1 0
R=| 0 V2
0 0

* 0 1/vV2 —1/V2
Q=1|-1 0 0
0 1/v2 1/v2



