Numerikus médszerek I. zarthelyi dolgozat, Megoldasok (2010/11. I.)

1. FELADAT. Egy 10-es szdmrendszeren alapulé szamitégép a sinx, cosz, z? fiiggvények
értékeit pontosan szamolja, majd az eredmények abrazolasanal hatjegyl mantisszara kerekit.
Hatérozzuk meg ezen a szamitégépen az f(z) = cos® x — sin® x fiiggvény értékét az x = 0.7854
helyen! Mekkora a szdmitott eredmény relativ hibdja (|kozelités—pontos|/|pontos|, pontos
értéknek a szamolégépiink &ltal (kerekitések nélkiil) adott eredményt tekintjiik)? Indokoljuk
az eredményt! Javasoljunk jobb képletet az f(z) érték kiszamitasara!

Megoldés: cos(0.7854) értéke 6-jegyli mantisszara kerekitve: 7.07105 x 107!, Ennek négyzete
4.99997 x 10~1. Hasonléan sin?(0.7854) ~ 5.00002x 10~L. Igy f(0.7854) ~ —5x 10~6. A pontos
£(0.7854) érték —3.67321x107°. A relativ hiba tehat 0.3612. Ez nagy relativ hiba. Oka az, hogy
két kozeli szamot vontunk ki egymdsbol a szdmolds sordan. Ez elkeriilhetd az f(x) = cos(2x)
formula alkalmazésaval. Ezzel, szintén hatjegy(i mantisszara kerekitve —3.67321 x 10~% adédik
a szamolas soran. Ennek sokkal kisebb a relativ hibdja.

2. FELADAT. Legyen
1 =01 —-02
cC=|-01 1 =01
-02 —-01 1

Igazoljuk, hogy C invertdlhato és adjunk felsé becslést az inverz matrix 1-es normajara az inverz
matrix kiszamitasa nélkiil.

Megoldas I: A C matrix egy M-matrix, hiszen a f6atlén kiviil nincs pozitiv eleme és a g =
(1,1, 1]7 vektorral beszorozva a [0.7, 0.8, 0.7]7 pozitiv vektor adédik. Az M-métrixok invertalhatok,
tovabba a szimmetria miatt az 1-es norma megegyezik a maximumnormaval. fgy az M-matrixok
inverzének becslésérol szolo tétel alapjan:
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= 1.43.

Megoldas II: A C matrix tulajdonképpen az egységmatrix

0 -01 -0.2
R=|-01 0 =01
-0.2 =01 O

métrixszal valé perturbacidja. A tanult tétel alapjan, mivel |R]; = 0.3 < 1, azért E + R
invertalhato és

IC™ ) <

= 1.43.
—1-0.3

3. FELADAT. Ismert, hogy egy matrix spektralsugara becsiilheté6 a matrix tetszoleges in-
dukélt norméjaval. Igazoljuk ennek segitségével, hogy tetsz6leges A métrixra ||Al]2 < ||All1]|Alls
és hogy tetszoleges invertalhatdé A matrix esetén

Ro(A) < VE1(A)Roo(A) !

Megoldas:
JA[5 = o(ATA) < [JATA[lo < [[AT ]l Al < AL ]A ],

ahol felhasznaltuk, hogy egy matrix maximumnorméja megegyezik a transzponaltjanak 1-es
normajaval. A masodik allitas az els6 allitas segitségével

ro(A) = [AGIATS < AL Al AT T IAT oo = K1(A)ro(A)



médon adédik.

4. FELADAT. Adjunk meg az aldbbi A matrix LU-felbontdsat (a Gauss-eliminaciés eljaras
segitségével)! Oldjuk meg az AX = [1,1,1, 3|7 linedris egyenletrendszert! Adjuk meg det(A)
értékét!

1 1 3 2
2 1 1 2
A=l 1 1 43
-2 =1 4 5
Megoldas:
1 0 00 11 3 2
2 1 00 0 -1 =5 =2
L=t 1 0o 10]"Y o0 1 1
-2 -1 51 0o 0 0 2
Az egyenletrendszert az LUX = [1,1,1,3]7 alakbdl kiindulva elészor megoldjuk y = UX-re
egyszerl visszahelyettesitéssel: y; = 1 egyszerre adddik az elsé egyenletbdl, a mésodikbol
201 + 1y = 1, azaz 2 + yo = 1, melybdl yo = —1, stb. Igy kapjuk, hogy y = [1,—1,0,4]T.
Az UX = ¥y egyenlet megolddsa hasonléan nyerhets: X = [—4,7,—2,2]7. A determindns U

determinansa, azaz a foatlobeli elemeinek szorzata, tehat -2.

5. FELADAT. A Jacobi- vagy a Gauss—Seidel iteracié konvergél gyorsabban az alabbi egyen-

letrendszerre?
1 —1/2 _ 1
—1/2 1 N

Adjunk fels6 becslést arra, hogy hany iteracios 1épést kellene elvégezniink a gyorsabb médszerrel
a [0,0]7 kezdévektorral indulva, hogy a megolddst 1075-ndl jobban megkdozelitse a sorozat 2-es
norméaban!

Megoldas:

o[ 5, 2] mere [} 2]

igy o(By) =1/2 és o(By) = 1/4. A Gauss-Seidel konvergél gyorsabban. Az iteracié

< B+ — [ 8 %i } x) + { 1}2 } '

gy xV = [1,3/2]7 és [V — x| = /13/2. Tovébbé o(BLBeas) = 5/16, azaz |Bas|. =
V/5/4 és a hibabecslé formuldbdl

(VB VB
1-(V5/4) 2 ’

Ix® — x| <

azaz k > 26.17 kell legyen.

6. FELADAT. Hatarozzuk meg az aldbbi A matrix kondiciészamét 1-es, 2-es és maximum-
normaban! Tekintsiik az AX = b egyenletrendszert, ahol b egy adott pozitiv vektor. Adjunk
felsé becslést maximumnorméban a b vektor maximumnormaéjinak segitségével arra, hogy ezen
egyenletrendszer megoldasatol mennyire térhet el azon egyenletrendszer megoldasa, melyben a
b vektor minden elemét 1%-kal megnoveljiik (A véltozatlan marad)!

A:[1}2 %3}



Megoldas:

L[4 -6
A _{—6 12 |

igy K1(A) = Roo(A) = 1.5 18 = 27, és ko(A) = 1.2676/0.0657 = 19.3 (A legnagyobb és
legkisebb sajdtértékének hanyadosa).

Legyen X* az AX = b egyenletrendszer megolddsa. Ekkor b-t 1%-kal megnévelve az

A(X* +6%) = 1.01b egyenléséghez jutunk, ahol 0X becsiilendd maximumnormaban. A fenti
egyenl6séghdl Adx = 0.01b adédik, azaz

10X/l = 0.01]A™"b|[og < 0.0L[|A™"|c[[Blloc = 0.01 - 18[|b]|oc = 0.18[[B ]|

Ezzel a kivant becslést kaptuk.

7. FELADAT. A konjugdlt gradiens médszer egy ciklusa: ay := P, s 1/(PrAPL), Xk =
X1 + Py, Tk 1= Tho1 — APy, Si = DL AT/ (BLADL), Prrt := Tk — BiDy. Oldjuk meg a

Vil o]

egyenletrendszert a konjugdlt gradiens médszer segitségével!

Megoldés: A métrix szimmetrikus, pozitiv definit, igy alkalmazhaté ra a médszer. X = [0,0]7,
r=[L0%, p=[0" a=1/3,x=[1/30",t =[0,-1/3|", 3= -1/9, p = [1/9, —1/3]T,
a=3/11,X = [4/11,—1/11]7, ami mér az egyenletrendszer megolddsat adja.



