Numerikus médszerek I. zarthelyi pétdolgozat, megoldasok (2011/12. I.)
Osszesen 40 pont szerezhetd a feladatsorral. Sikeres zh-hoz 16 pontot kell elérni.

1. FELADAT. (5p) Legyenek f és g differencidlhaté valés-valés fiiggvények. Hogyan
becstilhet6 az x = f(d) és x = g(d) feladatok kondicidészémaval az x = (f - g)(d) feladat
kondiciészama azon d pontokban, melyekben a kondicidszdm értelmezhet6? (A szokdsos
modon d a feladat bemend adata és x a kimend adat.)

Megoldas. Azokban a d pontokban, melyekben a kondicidészamok értelmezhetok

oo (d) = d-(f-g)(d)] _ |d-(f'(d)-g(d) + f(d)-g'(d))]
o (f - 9)(d)| £(d) - g(d)|

azaz a szorzat kondicidészama a két kondicidészam osszegével becsiilhet6 feliilrol.

< ’ff<d> + ’fg(d)a

2. FELADAT. (5p) Hatérozzuk meg az aldbbi B métrix LDMT felbontésat, ahol L és
M normalt alsé haromszogmatrixok és D diagonalis matrix!

1 -2 1
B=|2 -2 -4
2 2 13

Megoldas. Eloszor meghatarozzuk az LU-felbontast. L az LU-felbontas L matrixa lesz,
D az LU-felbontds métrixdnak diagondlisa, és M a DU matrix lesz. fgy azt kapjuk,
hogy

1 -2 1 100 100 1 -2 1
B=|2 -2 —4 |[=[210 0200 1 =3
2 2 -13 2 3 1 003]]0 0 1

L D M7

3. FELADAT. (6p) Igazoljuk, hogy ha egy AX = b lineéris egyenletrendszer jobb ol-
daldhoz hozzaadunk egy db vektort, akkor az 1j egyenletrendszer X* megoldasaval igaz
lesz az

I — x| < A7) - [|6b]
becslés, ahol a szereplé6 matrixnormat a szerepld vektornorma indukalja! Ez alapjan
adjunk becslést arra, hogy ha az
1 2 |_ |5
2 1|7 |0

linedris egyenletrendszer jobb oldalan all6 vektor elemeihez rendre olyan ey, es szamokat
adunk, melyekre |e;], |e2| < 107*, akkor maximum mekkorat valtozhat az egyenletrendszer
megoldasa 2-es normaban!

Megoldés. Az AX = b és AX* = b + db egyenldségekbél kivonds utan kapjuk, hogy
A(X* —X) = 6b,
amibdl B
X*—x=A"1b

adddik. Tehat B B
|x* — x| = |[A""ob]| < [[A7"]] - [|6b].



Ezen becslés alapjan, ha az

2 A= 0]

linedris egyenletrendszer jobb oldaldhoz hozzaadjuk az [e1, e5]7 vektort, akkor a megoldas
megvaltozasa 2-es normaban maximum

1 2 17!
9 —1
2

HETEE

matrix szimmetrikus, igy 2-es norméja megegyezik a spektralsugaraval. A

lehet. Mivel az

(1/5 — A)(=1/5 — A) — 4/25 = 0

egyenletet kell megoldani. Ennek megolddsai +1/+/5. Igy a spektralsugéar 1/v/5.

A &b vektor kettes norméja /e? + €2, melyre /2 - 10~ egy megfelelé felsé becslés.
A megoldas megvialtozasara vonatkoz6 megfelel6 fels6 becslés tehat

1
—— - \/2-107* ~ 6.3246 - 107°.
V5

4. FELADAT. (6p) Az = = 0.1 tizes szdmrendszerbeli szam kettes szamrendszerbeli
alakja a 0.0001100 szakaszos tizedes tort, ahol az utolsé négy szamjegy ismétlédik. Fe-
jezzik ki az (x— fl(x))/x relativ hiba értékét az u gépi pontossag segitségével, ha fl(z) az
x szadm szimpla pontossagu lebegépontos képe (32 biten taroljuk a szdmokat: 1 eldjelbit,
8 bit a karakterisztika és 23 bit a mantissza taroldséra)!

Megoldés: 0.1 értéke kettes szamrendszerben pontosan

z = 1.100110011001100110011001100... - 274,
szimpla pontossdgu lebegépontos szdmként (melynél a gépi pontossdg u = 272*) pedig
fl(x) =1.10011001100110011001101 - 21
(itt az utolso szamjegy kerekitett lett). Vonjuk ki fi(z)-b6l z-et. Azt kapjuk, hogy

(2—23 _ 2—24 _ 2—25 _ 2—28 _ 2—29 - ) . 2—4 — 2—24(2—3 _ 2—4 _ 2—5 _ 2—8 _ 2—9 - )

1
=2724(1/8 — 1/10) = 27 —
(1/8 = 1/10) =27

Emiatt
v — fl(x) —27%/40 1

v 0.1 1

5. FELADAT. (6p) Az AX = b linedris egyenletrendszer megoldésara a Gauss-Jordan
eliminaciés maédszert alkalmazzuk (nem csak ”lefelé”, hanem "felfelé” is eliminédljuk az
oszlopokat). Adjuk meg, hogy pontosan hany lebegépontos miiveletet igényel a meg-
oldés!

Megoldés: Legyen az egyiitthatématrix n x n-es, a b vektorral bévitve pedig n x (n+1)-
es. A k. oszlop elimindlasakor n — 1 szorzotényezot kell kiszamolnunk, majd a k. sor



kE+1,...,n 4+ 1 elemeit ezen szorzotényezokkel rendre beszorozva az 1,...,n sorokbol
(kivéve a k.-at) kivonni. Ez 2(n — k 4 1) mivelet. Az elimindcid tehdt dsszesen

Z_:(n—1+(n—1)(2(n—k+1))) :Z_:(n—1+2(n2—1)—2(n—1)k)

= (n—1)(n—1+2(n2—1))—2(n—1)§_:k: (n—1)(n—1+2n*-1))—(n—1)(n—1)n
k=1

=n*+n*—5n+3

miuveletet jelent. Azutdan mar csak egy olyan egyenletrendszert kell megoldani, mely-
nek egytitthatémétrixa diagonalis matrix. Ehhez n osztasra van sziikség. Igy az Osszes
miiveletigény n® 4+ n? — 4n + 3.

6. FELADAT. (6p) Az AX = b linedris egyenletrendszert szeretnénk megoldani az
xEH) = x(0) 1 o(AX®) — b) iterdciéval, ahol

3 2 — 1 1
_ _ ‘e <(0)
A-[lQ},b—{2]esx —[1].

Adjuk meg a optimalis értékét!

Megoldas: Az iteracios matrix B = E 4+ aA. Ennek a spektralsugarat kell minima-
lizalni. Az A matrix sajatértékei 1 éa 4, igy a B sajatértékei 1 + v ill. 1+ 4a. « akkor
optimélis, ha |1 + a| = |1 + 4a] és o # 0. Ebbél az optimalis a-ra -0.4 adédik.

7. FELADAT. (6p) Dontsiik el, hogy az AX = b linearis egyenletrendszer megoldésara
hasznalt Jacobi- ill. Gauss—Seidel-moddszerek koziil melyik lesz konvergens, ha

1
A=|1
2

N — O
— = O

Megoldas: A Jacobi-mdédszer iteraciés matrixa

0 -2 -2
B,=| -1 0 -1
2 —2 0

Ennek sajatértékei 2, és —1 & /5, azaz a mddszer nem lesz konvergens (tetszbleges
kezd6vektorra).
A Gauss—Seidel-moddszer iteraciés matrixa

0 —2 -2
Bas=|0 2 1
0 0 2

Ennek sajatértékei 0 és 2, azaz a mdédszer nem lesz konvergens (tetszoleges kezd6vektorra).
Tehat egyik mddszer sem lesz konvergens.



