Numerikus médszerek I. zarthelyi dolgozat megoldasai (2013/14. 1.) S.
csoport

Osszesen 50 pont szerezhetd a feladatsorral. Sikeres zarthelyihez 20 pontot kell elérni.

1. FELADAT. (4+4p) Legyen A egy invertdlhaté matrix és B egy olyan métrix, mellyel
teljestil, hogy [|[A™Y - ||JA —BJ| < 1 egy ||.|| vektornorma &ltal indukdlt matrixnormdban!
Igazoljuk, hogy tetszéleges y vektorra az F(X) = X — A7'BX+ A1y leképezés kontrakcié
a ||.|| vektornorméban! Ennek segitségével igazoljuk, hogy a fenti feltételek mellett a B
matrix is invertalhato!

Megoldas. Lasd H csoport.
2. FELADAT. (24+4+1 p) Adjuk meg az aldbbi matrix 1-es, 2-es és maximum normajat!

3 -1 -1 0
-1 4 -1
A= -1 -1 4
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Megoldés. Mindegyik norma 7. Lésd a megoldas menetéhez a H csoportnal leirtakat.

3. FELADAT. (7p) Adjunk fels6 becslést az el6z6 feladat A métrixdanak kondicidészaméra
maximum normaban a métrix inverzének kiszamitasa nélkiil!

Megoldés. 7. Lasd a H csoportnal leirtakat.

4. FELADAT. (1+3+3p) Tekintsiik azokat a lebegépontos szamokat, melyek 10-es
alaptiak, a mantissza hossza 3 és a karakterisztika -6 és 7 kozott véaltozhat! Melyik a leg-
nagyobb abrazolhaté szam? Melyik a legkisebb pozitiv egész szam, ami nem dbrézolhato
ebben a szamrendszerben? Mit kapnénk a szokésos dupla pontossagu lebegépontos szam-
rendszerben (2% + 1) — (253) értékére (kettes szdmrendszer, 52 bites mantissza, 11 bites
karakterisztika, 1 el6jelbit)?

Megoldas. 9.99 x 107, 1001, 0 (lasd H csoport).
5. FELADAT. (7p) Egy A maétrix rendre az alabbi Ly, Ly és L3 Gauss-transzformécids

matrixokkal az F fels6 haromszogmatrixba transzformalhaté. Hatarozzuk meg az A
matrixot és adjuk meg az A matrix LU-felbontasat!

1000 1 0 00 10 0 0 111
1100 01 00 01 0 0 01 1
L=ty 0100 ™50 110100 1 0"'F=]0 01
100 1 0 2 0 1 00 -3 1 000

Megoldas: A feltételek szerint L3Loly A = F. fgy az U maétrix az F matrix lesz, L
pedig az L7 'Ly 'Ly 'matrix, amit a tanult tételek alapjan invertalas nélkiil igy kaphatunk
meg, hogy L, f6atlé alatti elemeinek -1-szereseit irjuk az L métrix i-edik oszlopaban a
f6atlé alatti elem ald (a féatléban 1-esek allnak). Azaz

10 00

-1 1 00
L= -1 1 1 0|’
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6. FELADAT. (7p) Adjuk meg az aldbbi A matrix Cholesky-felbontdsat, majd annak
segitségével hatarozzuk meg az A matrix inverzét!

A=|-2 5 -1

Megoldas: A Cholesky-felbontds G matrixdnak elemeit az A = GGT egyenl6ségbdl
fontrol lefelé és balrdl jobbra haladva hatarozhatjuk meg. Igy kapjuk, hogy

1 00
G=|-210
1 11

Ezzel A=1 = (G™HTG™!, ahol G™! konnyen meghatdrozhaté kihasznalva, hogy alsé
haromszogmatrix inverze is als6 haromszogmatrix.

14 5 -3
Alt=1| 5 2 -1
-3 -1 1

7. FELADAT. (7p) Igazoljuk, hogy ha a Jacobi-mddszer konvergens egy adott linedris
egyenletrendszerre, akkor a relaxalt véltozata (JOR-mddszer) is konvergens lesz w € (0, 1]
esetén!

Megoldés. Lasd H csoport.



Numerikus mdédszerek I. zarthelyi dolgozat megoldésai (2013/14. 1.) H.
csoport

1. FELADAT. (2+4+1 p) Adjuk meg az aldbbi matrix 1-es, 2-es és maximum norméjat!

8 0 0 0
0 4 -1 -1
A= 0 -1 4 -1
0 -1 -1 5

Megoldas: A mindharom norma értéke 8. Ez az 1-es és a maximum normadara kénnyen
adodik. A 2-es normat pedig onnét kapjuk, hogy szimmetrikus matrixokra a norma meg-
egyezik a spektralsugarral, a spektralsugarat pedig kénnyen megkaphatjuk a Gersgorin-
tételekbdl. Ezekbdl latszik, hogy a 8 sajatérték, és a tobbi sajatérték abszolit értéke ennél
kisebb.

2. FELADAT. (7p) Adjunk fels6 becslést az el6z6 feladat A métrixdnak kondicidészdméra
maximum normdban a matrix inverzének kiszdmitasa nélkil!

Megoldas: Az el6z6 feladatban lattuk, hogy a métrix norméaja 8, és mivel a métrix
M-métrix (hiszen a f6atlén kiviil nincs pozitiv eleme, és a csupa egy € vektor megfelel
g vektornak), haszndlhatjuk az inverziik norméjara vonatkozé becslést: ||A™Y|o < 1/2.
Azaz a kondicidszamra vonatkozo becslés: ko o(A) < 8-(1/2) = 4.

3. FELADAT. (444p) Legyen A egy invertalhaté matrix és B egy olyan métrix, mellyel
teljesiil, hogy [|[A™!|| - ||]A — BJ|| < 1 egy ||.|| vektornorma &ltal indukalt matrixnormaban!
Igazoljuk, hogy tetszbleges y vektorra az F(X) = X — A~'Bx+ A~y leképezés kontrakcié

a ||.|| vektornorméban! Ennek segitségével igazoljuk, hogy a fenti feltételek mellett a B
matrix is invertalhato!
Megoldés:

IF(®) = F&)l =% — % — AT'BF — %)l = [(E—- A7'B)(X1 — %) =

= [ATH(A-B)E —%)| < [[ATY[|A - B|Ix1 — %,

azaz valoban kontrakcié a leképezés ¢ = ||A71||||A — BJ| kontrakciés egyiitthatéval. A
Banach-féle fixponttétel szerint tehat minden y vektorhoz egyértelmiien létezik olyan X
vektor, amelyre

X=FX) =xXx—-A"'Bx- Ay,

azaz amelyre BXx =y. Ez csak ugy lehet, ha B invertalhato.

4. FELADAT. (14343p) Tekintsiik azokat a lebegbpontos szamokat, melyek 10-es
alapuak, a mantissza hossza 4 és a karakterisztika -14 és 15 kozott valtozhat! Melyik a leg-
nagyobb abrazolhat6 szam? Melyik a legkisebb pozitiv egész szdm, ami nem abrézolhaté
ebben a szdmrendszerben? Mit adna a MATLAB a (2°3+2) — (2% +1) kiilonbség értékére
(szokdsos dupla pontossagu kettes alapu lebegépontos szamrendszer, 52 bites mantissza,
11 bites karakterisztika, 1 el6jelbit)?

Megoldds: A legnagyobb abrézolhaté szam: 9.999 x 101°. A legkisebb nem dbrazolhat6
pozitiv egész: 10001. A MATLAB-ban a legkisebb nem dbrazolhaté egész 253+ 1. Ugyanis
az

Ll...1x2% =21
——
52db

szamig nyilvdnvaléan minden egész szdmot lehet dbrazolni. A 2°3-t is lehet, hiszen

1.0...0x2% = 2%,
52db



Viszon 2% + 1 az

1.0...01 x 2%
N——
52db

alakban lenne frhat6, ami nem fér bele az 52 jegy(i mantisszaba. Igy az
53
1.0...0x2
52db

253

szamot kapnank kerekités utan. A + 2 szdm mar djra abrazolhaté a

1.0...01 x 2%
N——
51db

médon. Igy a kérdéses kiilonbségre a MATLAB 2-t fog adni.

5. FELADAT. (7p) Egy A matrix rendre az alabbi Lj, Ly és L3 Gauss-transzformécios
matrixokkal az F fels6 haromszogmatrixba transzformalhaté. Hatarozzuk meg az A
matrixot és adjuk meg az A matrix LU-felbontasat!

1000 1 0 00 10 0 0 111
1100 0 1 00 01 0 0 01 1
L=ty 0100250 110" 00 1 0"'F=]0 01
100 1 0 2 0 1 00 -2 1 000

Megoldas: A feltételek szerint L3Loly A = F. fgy az U maétrix az F matrix lesz, L
pedig az L7 'Ly 'Ly 'matrix, amit a tanult tételek alapjan invertalas nélkiil igy kaphatunk
meg, hogy L, f6atlé alatti elemeinek -1-szereseit irjuk az L métrix i-edik oszlopaban a
f6atlé alatti elem ald (a féatléban 1-esek allnak). Azaz

1 0 00

-1 1 00
L= -1 1 1 0|’

-1 -2 21

és

1 1 1 1
-1 0 0 O
A=LU= -1 0 1 1
-1 -3 -1 0

6. FELADAT. (7p) Adjuk meg az aldbbi A matrix Cholesky-felbontdsat, majd annak
segitségével hatarozzuk meg az A matrix inverzét!

1
A=|2
1

w Ot N

1
3
3

Megoldds: A Cholesky-felbontds G métrixdnak elemeit az A = GG? egyenléségbdl
fontrol lefelé és balrdl jobbra haladva hatarozhatjuk meg. Igy kapjuk, hogy

10
G=|21
11
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Ezzel A= = (G™HTG™!, ahol G™! konnyen meghatdrozhaté kihasznalva, hogy alsé
haromszogmatrix inverze is alsé haromszogmatrix.

Alt=1] -3 2 -1

7. FELADAT. (7p) Igazoljuk, hogy ha a Jacobi-mddszer konvergens egy adott linedris
egyenletrendszerre, akkor a relaxalt véltozata (JOR-mddszer) is konvergens lesz w € (0, 1]
esetén!

Megoldés: Mivel a Jacobi-mddszer konvergal, igy
o D(L+R)) <1
Azt kell megmutatni, hogy w € (0, 1] esetén
o(1-wE+wD ' (L+R)) <1

A kérdéses matrix sajatértékei
(1 — w) + W/\k

alakban irhaték, ahol A, D™1(L + R) sajdtértékét jeloli. fgy kapjuk az alabbi becslést:
(1 —w)+wh| <l —w|+ |w[M]=1—wHwh|<l-—wt+w-1=1,

amelybdl kovetkezik az allitas.



