Numerikus mdédszerek 1. zarthelyi dolgozat (2014/15. 1.) megoldasok A..
csoport

1. FELADAT. (6p) Szamitsuk ki a lehet6 legpontosabban 1/16.02 — 4 értékét egy
haromjegyti mantisszat és 10-es szamrendszert hasznél6 szamitégépen (a karakterisztikéra
nincs megkotés)!

Megoldas. Ha a képlet alapjan szamolnank, akkor

v16.02 -4 =+ V160 -4=4—-4=0,

azaz 0-at adna a szamitégép. (— jeloli a haromjegyli mantisszéra vald kerekitéseket)
Keriiljiik el a kiegyszertisodést, !

16.02 — 16 0.02
v16.02 —4 = = .
Vv16.02+4  +/16.02+ 4

Szamoljuk tehat ezzel a képlettel!

0.02 . 0.02
V16.02+4  4+4

= 0.00250.

Ennél pontosabb eredményt nem kaphatunk az adott szamitogépen, hiszen +/16.02 —
4 = 0.002499219... — 0.00250.

2. FELADAT. (6p) Igazoljuk, hogy az aldbbi A maétrix transzponéltja M-matrix, és
ennek segitségével adjunk fels§ becslést ||A!|; értékére!

6 -3 -1
A=|-1 6 -1
-2 -3 7

Megoldés. A f64atlén kiviil nincsenek pozitiv értékek és a g = [1,2,1]7 > 0 vektorra

ATg = [2,6,4]" > 0. Igy AT valéban M-métrix. Az M-métrixok inverzére tanult maxi-
mumnormabeli becslésbol kapjuk, hogy

Y

g 2
A—l — AT -1 — ”gHOO <21
A7 = 1AT) e = 2 B <5

ahol felhasznaltuk, hogy egy matrix inverzének transzponaltja megegyezik a transzponalt
inverzével, és hogy az 1-es norma megegyezik a transzponalt maximumnorméjaval.

3. FELADAT. (6p) Egy invertalhaté A métrixhoz hozzdadunk egy olyan B maétrixot,
melyre 7 := ||[A7'BJ| < 1 valamilyen indukdlt matrixnormdban. Igazoljuk az

_ _ r _
A7~ (A+B) < A7

’

becslést!  (Utmutatds: a bal oldali zdrdjelben emeljiink ki A-t, majd alkalmazzuk az
(E — X)~! métrix sor alakban valé el8éllithatésdgardl szol6 tételt. )

Megoldas.
AT —(A+B) Y| =|A7 - (AE+AT'B) | =AT = (E+ AT'B) AT =

=[(E—(E+A™'B)")A™|



Mivel r < 1, ezért o(A™'B) < 1, igy E + A7'B valéban invertdlhaté (azaz A + B is az
eredeti képletben). Alkalmazzuk az indukélt norméardl tanultakat, ill. hogy (E — X))~ =
E + > 12, X" ha X spektralsugara 1-nél kisebb az X = —A~'B vdlasztdssal.

(E —(E+ i(—A‘lB)k)> A!

I(B—(E+A™B)"HA™| = '

:w

Itt felhasznaltuk a végtelen mértani sor 0sszegképletét. Ezt akartuk megmutatni.

— <§:(—A‘1B)k) A

k=1

- _ 1 _ r _
< (Z) A7 = (125 - 1) a7 = 1A

—-Tr
k=1

4. FELADAT. (6p) Adjuk meg az alabbi A métrix LDLT és Cholesky-felbont4sait!

16 —4 4
A=| -4 10 -1 |!
4 -1 2

Megoldas. A Cholesky-felbontédst érdemes el6szor meghatarozni.

16 —4 4 4 00 4 -1 1
A=|-4 10 -1 |=]-130 0 3 0
4 -1 2 1 01 0 0 1
Innét az LDLT felbont4s:
16 —4 4 1 00 16 0 0O 1 —1/4 1/4
A=| -4 10 -1 |=]|-1/4 10 0 90 0 1 0
4 -1 2 1/4 0 1 0 01 0 O 1
5. FELADAT. (6p) A
3r—y =2
—r+4y =3

egyenletrendszer megoldasara hasznaljuk a relaxalt Jacobi-iterdciét w = 3/4 relaxdcids
paraméterrel. Az X = [0,0]” vektorrdl inditva az iterdciét hany 1épés utdn mondhatjuk
mdr biztosan, hogy a kapott iterdciés vektor 107%-nal jobban megkozeliti a megoldast
maximumnormaban?

Megoldés.

B= { 31//146 %j ] = { 91//126 ] '

Tgy |Bllo = 1/2, tovabbd XV = [1/2,9/16]T, azaz az

1/2)F 9
Hi(k) _K*Hoo S ( / ) S 10—6
1—1/2 16

becslésbol k£ > 21 megfelel6 véalasztas.

6. FELADAT. (6p) Adjunk meg olyan S ortogondlis métrixot, amellyel az AS szorzat
els6 sordban az els6 elem kivételével mindegyik elem nulla lesz! Mi lesz a masodik sor?

3 0 4
A—[2 -1 1}



Megoldés. Mivel (AS)T = STAT {gy ldthaté, hogy ST olyan ortogondlis matrix kell
legyen, mely AT els6 oszlopét olyan vektorba viszi, melynek elemei az elsé elem kivételével
nullak. Igy tehat ST-nek megfelel az AT matrix elsé oszlopdhoz tartozé H Housholder-
tiikrozési matrix. Ekkor nyilvan S = H.

v = [8,0,4]" valasztdssal tehdt az

T —-3/5 0 —4/5
S=H=E-2——=| 0 1 0
vy —4/5 0 3/5

matrix megfelel§ lesz. Ekkor az AS métrix masodik sora [2,-1,-1] lesz. (Az els6é pedig
-5,0,0].)
7. FELADAT. (6p) Az
r+y=1
r+Ty=1
egyenletrendszert oldjuk meg a konjugélt gradiens médszer segitségével. Az X, = [0,0]7

vektorrdl indulva az X; = [1/5,1/5]7 vektorhoz jutottunk. Az eljarést tovabb folytatva
oldjuk meg az egyenletrendszert!

Megoldas. T) = b — AX; = [3/5,-3/5]T. Mivel Ty = p, = b = [1,1]7, {gy B} =
T /ToTo = 9/25. P, = T1 + fipy = (6/25)[4, 1], 4 PrHEAPL) = 5/6,

Xy = X1 + @aPy = [1,0]7. Ez mdr a pontos megoldas lesz.


User
Áthúzás

User
Beszúrt szöveg
A képlet nem jó: helyesen:
\frac{r_1^T r_1}{p_2^T A p_2}


Numerikus médszerek 1. zarthelyi dolgozat (2014/15. 1.) megoldasok B .
csoport

Osszesen 42 pont szerezhetd a feladatsorral. Sikeres zérthelyihez 16 pontot kell elérni.

1. FELADAT. (6p) Szamitsuk ki a leheté legpontosabban 1/9.01—3 értékét egy haromje-
gyl mantisszat és 10-es szamrendszert haszndld szamitogépen (a karakterisztikara nincs
megkotés)!

Megoldas. Ha a képlet alapjan szamolnank, akkor

v9.0l -3 —3.00-3=0,

azaz 0-at adna a szamitégép. (— jeloli a haromjegyli mantisszéra vald kerekitéseket)
Kertiljiik el a kiegyszertisodést

9.01 -9 0.01
v9.0l -3 = = .
v9.01+3 v9.01+3

Ez alapjan szamoljuk a kifejezés értékét!

0.01 0.01 0.01

_ — = 0.001666... — 0.00167.
VOO0l+3 3.00166..+3  3+3

Ennél pontosabb eredményt nem kaphatunk az adott szamitoégépen, hiszen /9.01 — 3 =
0.0016662... — 0.00167.

2. FELADAT. (6p) Igazoljuk, hogy az aldbbi A matrix transzponéltja M-métrix, és
ennek segitségével adjunk felsé becslést ||A~!||; értékére!

5 =2 -1
A=| -1 5 -1
-2 =3 6

Megoldés. A f8atlén kiviil nincsenek pozitiv értékek és a g = [1,2,1]7 > 0 vektorra
ATg = [1,5,3]7 > 0. fgy az AT métrix valéban M-métrix. Az M-métrixok inverzére
tanult maximumnormabeli becslésbdl kapjuk, hogy

8]l

A—l — AT —1 —
A7 = NAT) e = s

<

2
Z =2
1

ahol felhasznaltuk, hogy egy matrix inverzének transzponaltja megegyezik a transzponalt
inverzével, és hogy az 1-es norma megegyezik a transzponalt maximumnormajaval.

3. FELADAT. (6p) Adjuk meg az aldbbi A matrix LDLT és Cholesky-felbontdsait!

4 =2 2
A=1|-2 10 -1 |!
2 -1 2

Megoldas. A Cholesky-felbontédst érdemes el6szor meghatarozni.

4 =2 2 2 00 2 -1 1
A=|-2 10 -1 |=|-1320 0 3 0
2 -1 2 1 01 0 0 1



Innét az LDL" felbontas:

4 =2 2 1 0 0 4 00 -1/2 1/2
A=|-2 10 -1 |=|-1/2 10 090 0 1 0
2 -1 2 /2 0 1 0 01 0 0 1

4. FELADAT. (6p) Egy invertalhaté A maétrixhoz hozzdadunk egy olyan C matrixot,
melyre s := ||A7'C|| < 1 valamilyen indukdlt matrixnormaban. Igazoljuk az

AT —(A+C) T < A~

becslést! ([jtmutatés: a bal oldali zardjelben emeljiink ki A-t, majd alkalmazzuk az
(E — X)~! métrix sor alakban val6 el8allithatésagardl szol6 tételt.)

Megoldas.
AT —(A+C) | =[[AT —(AE+ATIC)) | = [[ATT - (E+ATIC) AT =

=[(E-(E+A7C) AT

Mivel s < 1, ezért o(A™'C) < 1, igy E + A7'C valéban invertdlhaté (azaz A + C is az
eredeti képletben). Alkalmazzuk az indukélt norméardl tanultakat, ill. hogy (E — X)™! =
E + > 72, X" ha X spektrdlsugara 1-nél kisebb az X = —A~!'C vdlasztassal.

(E —(E+ i(—A‘T)’“)) A!
(Zs ) lA~ = (%—1) [A = = ]IA7.

Ahol felhasznaltuk a végtelen mértani sor osszegképletét is. Ezt akartuk megmutatni.

IE-(E+ATC) HAT| =

()

k=1

5. FELADAT. (6p) A
4o —y =3
—2r 46y =4

egyenletrendszer megolddsara hasznaljuk a relaxalt Jacobi-iteraciét w = 1/4 relaxdcids
paraméterrel. Az X0 = [0,0]7 vektorrdl inditva az iterdciét hany 1épés utdn mondhatjuk
mar biztosan, hogy a kapott iterdcids vektor 1075-ndl jobban megkozeliti a megoldést
maximumnormaban?

Megoldés.

B_ { 13//142 13//146 1 e { 31//166 } |

Igy |B||o = 5/6, tovébba M) = [3/16,1/6]7, azaz az

5/6
[x® — %4 < (5/6)" 5 <100
1-5/616

becslésbol k > 77 megfelel6 valasztas.

6. FELADAT. (6p) Adjunk meg olyan S ortogondlis métrixot, amellyel az AS szorzat
els6 sordaban az els6 elem kivételével mindegyik elem nulla lesz! Mi lesz a masodik sor?

4 0 3
A—[2 -1 1}



Megoldés. Mivel (AS)T = STAT {gy ldthaté, hogy ST olyan ortogondlis matrix kell
legyen, mely AT els6 oszlopét olyan vektorba viszi, melynek elemei az elsé elem kivételével
nullak. Igy tehat ST-nek megfelel az AT matrix elsé oszlopdhoz tartozé H Housholder-
tiikrozési matrix. Ekkor nyilvan S = H.

v =19,0,3]" valasztdssal tehdt az

T —4/5 0 —3/5
S=H=E-2——=| 0 1 0
vy -3/5 0 4/5

méatrix megfelel§ lesz. Ekkor az AS métrix masodik sora [-11/5,-1,-2/5] lesz. (Az els6
pedig [-5,0,0.)
7. FELADAT. (6p) A
dr 42y =1
20 +2y =1
egyenletrendszert oldjuk meg a konjugélt gradiens médszer segitségével. Az X, = [0,0]7

vektorrdl indulva az X; = [1/5,1/5]7 vektorhoz jutottunk. Az eljarést tovabb folytatva
oldjuk meg az egyenletrendszert!

Megoldds. T) = b — AX; = [~1/5,1/5]T. Mivel Ty = p, = b = [1,1]7, igy B} =
T{T1/To T = 1/25. P, = F1 + Bipy = (2/25)[-2,3]". 4 PrIHE-AR) = 5/4,

Xy = X1 + oDy = [0,1/2]7. Ez mér a pontos megoldds lesz.
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A képlet nem jó: helyesen:
\frac{r_1^T r_1}{p_2^T A p_2}





