Numerikus mdédszerek I. zarthelyi dolgozat (2015/16. 1.) Megoldasok A..
csoport

1. FELADAT. (6p) A d > 0 paraméter felhasznélasaval kiszamoljuk az = = det(A)
mennyiséget, ahol

d -1
A= { & 1 ] '
Adjuk meg a feladat relativ kondiciészamat! Mikor lesz jél és mikor lesz rosszul kondi-
cionalt a feladat?

Megoldds: © = d + 1/d? =: G(z), ahol G(z) a megolddfiiggvény. Igy tehét

Md):‘G’(x)d‘:‘(1—2/d3)d‘:’ B '

G(d) d+1/d? dB+1|

Az abszolit értékben szereplé kifejezés mindig -2 és 1 kozé esik, igy k(d) < 2, azaz a
feladat mindig jol kondicionalt, mert ez a szam kicsi.

2. FELADAT. (6p) Igazoljuk, hogy az aldbbi métrix M-matrix! (Keressiik a g vektort
[a,b,b,a]” alakban!) Adjunk fels6 becslést a matrix inverzének maximumnormajéra!

3 -1 -1 0
-1 3 -1 -1
A= -1 -1 3 -1
0o -1 -1 3

Megoldas: A matrixnak nincs pozitiv f6atlon kiviili eleme, tovabba a javasolt g (nyilvan
pozitiv elemit) vektorral (Ag); = 3a — 2b és (Ag)s = 2b — 2a. (A szimmetria miatt a
méasik két elem is ugyanez.) Ha tehdt a < b < 3a/2, akkor Ag > 0. Ilyen vektor pl.
ag=[1,1.2,1.2,1]T vektor, melyre Ag = [0.6,0.4,0.4,0.6]7. Ebbdl kivetkezik, hogy a
matrix M-matrix.

A tanult becsléssel:

gle 1.2
HAilnoo < HgH > — = =3
min(Ag) 0.4
3. FELADAT. (6p) Igazoljuk az aldbbi éllitasokat négyzetes matrixokra! ||.|| egy tetsz6leges

indukélt matrixnormét jelent és E az egységmatrix.

a) Ha ||E — AJ| < 1, akkor az A métrix invertélhato.

b) Ha egy A matrixhoz létezik egy olyan B "kozelito inverz” matrix, melyre
|E — ABJ| < 1, akkor A is és B is invertalhaté métrixok.

Megoldas:

a) Ha o(X) < 1, akkor az E — X maétrix invertalhaté (és inverze megegyezik az
E+X+X?%+. .. sor osszegével). Ezt felhaszndlva: mivel |[E—A|| < 1, ezért o(E—A) < 1,
igy az E — (E — A) = A métrix is invertdlhaté. Ezt kellett megmutatni.

b) Az a) részbél kovetkezik, hogy AB invertalhat6, de ez meg csak tgy lehet, ha
mindkét matrix invertédlhatéd. Ez latszik pl. a 0 # det(AB) = det(A) det(B) egyenldségbdl.

4. FELADAT. (6p) Legyen A a 2. feladatban szereplé matrix, A pedig az a métrix,
amit dgy kapunk, hogy A minden eleméhez hozzaadunk egy-egy 0.02-nél nem nagyobb
abszolit értékii valés szamot. Az Ax = [1,1,1,1]7 egyenletrendszer pontos megoldésa
x* =[2,2.5,2.5,2]7. Legfeljebb mennyivel valtozhatnak meg a megolddsvektor elemei, ha
az egyenletrendszerben az A maétrixot A-ra cseréljiik, és tudjuk, hogy [[A~!||s = 2.5 (ez
utébbi adattal lehet ellendrizni a 2. feladat eredményét is)?



Megoldés: Legyen az 1j egyenlet megoldasa x. Mivel a jobb oldal nem valtozik a
feladat soran, a tanult hibabecslé képletiink az alabbi becslést adja:

X" = X[loo _ Koo(A) [0A |o
X [o 7 1= Koo(A)[[6A oo/ [|Alloc Al
mivel Ao = 6, koo(A) = 6 - 2.5 65 ||§Al|oc = 0.08. Tovabbé |[%*[lw = 2.5 miatt

= (.25,

X — %[|oe < 2.5-0.25 = 0.625.

Tehat 0.625-nél nem térhetnek el jobban az elemek.

5. FELADAT. (6p) Hatdrozzuk meg az alabbi A métrix LU-felbontdsat!

1 11
A = 2 4 4
-1 5 8
Megoldas:
1 00 1 11
L=| 2 10|,U=|0 2 2
-1 3 1 0 0 3

6. FELADAT. (6p) A 7. feladatban szereplé egyenletrendszert szeretnénk megoldani
a relaxdlt Gauss—Seidel-iterdcioval. Melyik w valasztas vezet konvergens modszerre az
w=1/2ésw = 5/2 értékek koziil? Azx, = [0,0]7 vektorrdl inditva a konvergens iterdciot,
hany 1épés utdn mondhatjuk mar biztosan, hogy a kapott iteraciés vektor 10~1%-nél jobban
megkozeliti a megoldast maximumnormaban?

Megoldas: A 7. feladatban adott egyenletrendszer matrixa szimmetrikus pozitiv defi-
nit (csak ilyenekre lehet ugyanis a gradiens mddszert kozvetleniil alkalmazni). Az ilyen
matrixokra a relaxdlt Gauss—Seidel-mddszer csak pontosan a (0,2) intervallumbeli w
értékekre lesz konvergens. fgy az w = 1/2 véalasztés lesz csak jo.

[gy az iterdci6 alakja

o= [3fs 5a %+ 55 )

ahonnét Xy = [0,0]” miatt X; = [2/8,5/8]7, és | B|ls = 7/8. Ebbdl a hibabecslés

k
(/955 _ o,
1/8 8

1%k = X"loo <

ahonnét k£ > 185 adddik, azaz ennyi iteracioé biztosan elég lesz a kivant pontossag eléréséhez.

7. FELADAT. (6p) A gradiens mddszerrel elvégeztiink egy lépést az alabbi linedris
egyenletrendszerre az X = [0, 0]7 vektorrdl indulva, és az X; = [2,2]7 vektorhoz jutottunk.
Végezziink el még egy 1épést, és adjuk meg az X5 vektorhoz tartozé maradékvektor 1-es
normajat!

2r —y=1
—r+y=1

Megoldds: 71 = [—1,1]7, ag = 2/5, Xo = [8/5,12/5), T3 = [1/5,1/5]", melynek 1-es
norméja 2/5.



Numerikus mdédszerek 1. zarthelyi dolgozat, Megoldasok, (2015/16. 1.) B .
csoport

1. FELADAT. (6p) A d > 0 paraméter felhaszndldsaval kiszamoljuk az = = det(A)
mennyiséget, ahol
A { 1 1/d } ‘

-1 d

Adjuk meg a feladat relativ kondicidoszamat! Mikor lesz jol és mikor lesz rosszul kondi-
cionalt a feladat?

Megoldas: x = d + 1/d =: G(x), ahol G(z) a megolddfiiggvény. Igy tehat

K(d):‘G’(x)d‘:‘(l—l/dQ)d‘:’ 2 '

G(d) d+1/d R

Az abszolut értékben szereplé kifejezés mindig -1 és 1 kozé esik, igy r(d) < 1, azaz a
feladat mindig jol kondiciondlt, mert ez a szam kicsi.

2. FELADAT. (6p) Igazoljuk az alédbbi allitasokat négyzetes matrixokra! ||.|| egy tetszéleges
indukalt matrixnormét jelent és E az egységmatrix.

a) Ha ||E — AJ| < 1, akkor az A métrix invertalhato.

b) Ha egy A matrixhoz létezik egy olyan B "kozelito inverz” matrix, melyre
|E — AB|| < 1, akkor A is és B is invertalhaté métrixok.

Megoldas:

a) Ha o(X) < 1, akkor az E — X maétrix invertalhato (és inverze megegyezik az
E+X+X?+... sor dsszegével). Ezt felhaszndlva: mivel |[E—A|| < 1, ezért o(E—A) < 1,
igy az E — (E — A) = A madtrix is invertdlhat6. Ezt kellett megmutatni.

b) Az a) részbél kovetkezik, hogy AB invertalhat6, de ez meg csak tgy lehet, ha
mindkét matrix invertédlhaté. Ez latszik pl. a 0 # det(AB) = det(A) det(B) egyenldségbdl.

3. FELADAT. (6p) Igazoljuk, hogy az alabbi matrix M-matrix! (Keressiik a g vektort
[a,b,b,a]” alakban!) Adjunk fels becslést a matrix inverzének maximumnormdjéral

5 —1 -1 0
-2 5 -1 =2
A= -2 -1 5 =2
0o -1 -1 5

Megoldas: A métrixnak nincs pozitiv f6atlén kiviili eleme, tovabba a javasolt g (nyilvan
pozitiv elemi) vektorral (Ag); = ba — 2b és (Ag)2 = 4b — 4a. (A szimmetria miatt a
méasik két elem is ugyanez.) Ha tehdt a < b < 5a/2, akkor Ag > 0. Ilyen vektor pl.
ag = [1,2,2,1]7 vektor, melyre Ag = [1,4,4,1]7. Ebbdl kovetkezik, hogy a métrix
M-matrix.

A tanult becsléssel:

g 2
T
1A~ ~ min(Ag) 1

4. FELADAT. (6p) Legyen A a 3. feladatban szereplé matrix, A pedig az a métrix,
amit dgy kapunk, hogy A minden eleméhez hozzaadunk egy-egy 0.01-nél nem nagyobb
abszolit értékii valés szamot. Az Ax = [1,1,1,1]7 egyenletrendszer pontos megoldésa
x* = [0.5,0.75,0.75,0.5]7. Legfeljebb mennyivel valtozhatnak meg a megolddsvektor ele-
mei, ha az egyenletrendszerben az A métrixot A-ra cserédljiik, és tudjuk, hogy ||A e =
0.75 (ez utébbi adattal lehet ellenérizni a 3. feladat eredményét is)?



Megoldés: Legyen az 1j egyenlet megoldasa x. Mivel a jobb oldal nem valtozik a
feladat soran, a tanult hibabecslé képletiink az alabbi becslést adja:

| Foo(A) [6A |
X fe 71— Koo (A)[[0A oo/ [ Ao Al
mivel ||Allo = 10, Koo(A) = 10 - 0.75 és ||6A|sc = 0.04. Tovabbé ||X*||s = 0.75 miatt

= 0.03092,

IX* — %|oo < 0.75 - 0.03092 = 0.02395.

Tehat 0.02395-nél nem térhetnek el jobban az elemek.

5. FELADAT. (6p) Hatdrozzuk meg az alabbi A métrix LU-felbontdsat!

1 1 1
A=|2 3 4
1 -2 =2
Megoldas:
1 0 O 1 11
L=|2 1 0|,U=|01 2
1 -3 1 0 0 3

6. FELADAT. (6p) A 7. feladatban szereplé egyenletrendszert szeretnénk megoldani
a relaxdlt Gauss—Seidel-iterdcioval. Melyik w valasztas vezet konvergens modszerre az
w =5 ésw = 0.5 értékek koziil? Az X = [0,0]” vektorrdl inditva a konvergens iterdciot,
hany 1épés utdn mondhatjuk mar biztosan, hogy a kapott iteracids vektor 10~8-nal jobban
megkozeliti a megoldast maximumnormaban?

Megoldas: A 7. feladatban adott egyenletrendszer matrixa szimmetrikus pozitiv defi-
nit (csak ilyenekre lehet ugyanis a gradiens mddszert kozvetleniil alkalmazni). Az ilyen
matrixokra a relaxdlt Gauss—Seidel-mddszer csak pontosan a (0,2) intervallumbeli w
értékekre lesz konvergens. fgy az w = 1/2 véalasztés lesz csak jo.

[gy az iterdci6 alakja

o612 212 [2/12
Kl = 3712 7/12 | T 7712 |
E T

ahonnét Xy = [0,0]7 miatt X; = [2/12,7/12]T, és |B|lcc = 5/6. Ebbdl a hibabecslés

(5/6)" 7 _
1/6 12 =

1%k = X"loo <

1078,

ahonnét k£ > 108 adddik, azaz ennyi iteracié biztosan elég lesz a kivant pontossag eléréséhez.

7. FELADAT. (6p) A gradiens mddszerrel elvégeztiink egy lépést az alabbi linedris
egyenletrendszerre az X = [0, 0]” vektorrdl indulva, és az X; = [1,1]7 vektorhoz jutottunk.
Végezziink el még egy 1épést, és adjuk meg az X5 vektorhoz tartozé maradékvektor 1-es
normajat!

dr—y=1
—r+y=1
Megoldds: 71 = [—1,1]7, ay = 1/3, X = [2/3,4/3]", ¥5 = [1/3,1/3]7, melynek 1-es

normaja 2/3.



