Numerikus médszerek II. zarthelyi dolgozat, 2008 /09. 1. félév, Megoldasok,
A. csoport

Minden feladat 5 pontot ér, igy Osszesen 40 pont szerezhetd a feladatsorral. Sikeres
zarthelyihez legaldbb 16 pont sziikséges.

1. FELADAT. Legyen X = [2,1,2]7. Ekkor v = X + ||X||2€;, majd a Vv vektorral
meghatarozzuk a tiikrozési matrixot a H = E — 2vv! /(VIV) képlet segitségével. A +
elojelnek megfeleléen a lehetséges két tiikrozés

—2/3 —1/3 —2/3 2/3 1/3  2/3
H=| -1/3 14/15 —2/15 |, H=|1/3 2/3 -2/3
—2/3 —2/15 11/15 2/3 —2/3 —1/3

2. FELADAT. A feltételek mellett a szereplé Q és R maétrixok nemszingularisak. A
Q:R; = QuR; egyenléségbdl RiR; ! = QT'Q, kovetkezik, ahol a Q métrixok ortogonali-
tésat hasznaltuk. Jeloljiik az RiR, " métrixot D-vel. Ez fels6 hdromszogmatrix, mésrészt
az Ri1R;' = QTQ, egyenléség miatt ortogondlis, azaz inverze a transzponaltja. Mivel
fels6 haromszogmatrixok inverze fels6 haromszogmatrix, igy az inverze csak gy lehet
a transzponéltja (ami alsé hdromszogmatrix), ha D diagondlis. D ortogonalitdsa miatt
D! =D7 =D, azaz D? = E. Igy a D = RiR;' = QT Q, egyenléségbdl kovetkezik az
allitas.

3. FELADAT. A hibabecslésre az

Mn+1 hn—H

|f(z) = palx)| < m

képletet tanultuk. Most az osztdintervallumhossz h = 1/20, n = 10 és a fiiggvény 11. de-
rivaltjara (—12!z713) a 12!2'3 becslést adhatjuk. Innét a hibdra 4.35 x 10~ adédik.

4. FELADAT. A sajatértékek valosak, Gersgorin tétele miatt van egy -1, 5 és 10
kozelében (1,1 ill. 2 sugari kornyezetekben). A C — 10E métrixszal a hatvanymddszer az
abszolut értékben dominans sajatértéket és a hozza tartozéd sajatvektort hatarozza meg.
C — 10E sajatértékei C sajatértékeinél 10-zel kisebbek, igy lesz egy -11, egy -5 és egy 0
kozelében. Igy a -11 koriili sajatérték lesz domindns abszolit érték(l, az ehhez tartozé
sajatvektor a C matrix \; sajatértékéhez tartozé sajatvektor.

Egy 1épést végrehajtva az

vektorhoz jutunk. Ezzel a Rayleigh-hanyados -10.9641, azaz -10.96414+10=-0.9641 egy
becslést ad a \; sajatértékre.

5. FELADAT. Az e™® = 10 — 2% egyenléség két oldalan all6 fiiggvényeket abrazolva
koénnyen lathaté, hogy két megoldés lesz. A pozitiv zérushely valahol v/10 kozelébe esik,
konnyen lathato az is, hogy innét indithato is az iterdcié (a fiiggvény és méasodik derivaltja
is pozitiv a zérushelyig terjedd intervallumban). Els6 1épésben 3.155539727, a mésodikban
3.155532331 és a harmadikban ugyanaz adodik, igy 3.155532331 mér megfeleld kozelitést
ad.



6. FELADAT. f(0) =0, f'(0) =1, f(n/2) =1, f'(7/2) = 0. EbbSl Newton mddszerével
felirva az osztott differencidkat a

(=24 ) 2?
2

—4+m)a? (z—1/2m)
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ps(z) = x -

polinomot nyerjiik. Ebbe 7/4-et helyettesitve 0.6963 adddik.

7. FELADAT. Az f(x + 3h) és f(z—2h) értékeket x-koriili Taylor-polinommal kozelitve
kapjuk, hogy az adott kozelités és az els6 derivalt eltérése Mzh?-tel becsiilhetd feliilrdl.
Igy a kozelités masodrendli. Az adott fiiggvényre 1.006-0s kozelitést kapunk.

8. FELADAT. I, = 0.74298410. A képletben r = 2-vel kell szamolni, hiszen ez a trapéz
modszer rendje. Igy a jobb becslés 0.74682611.
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1. FELADAT. A feltételek mellett a szerepldo Q és R matrixok nemszingularisak. A
Q:R; = QuR,; egyenléségbdl RiR; ! = QT'Q, kovetkezik, ahol a Q métrixok ortogonali-
tésat hasznaltuk. Jeloljiik az RiR; " matrixot D-vel. Ez fels6 hdromszogmatrix, masrészt
az Ri1R,' = QT'Q, egyenléség miatt ortogondlis, azaz inverze a transzponaltja. Mivel
fels6 haromszogmatrixok inverze fels6 haromszogmatrix, igy az inverze csak ugy lehet
a transzponéaltja (ami alsé haromszogmatrix), ha D diagondlis. D ortogonalitdsa miatt
D! =D7? =D, azaz D? = E. Igy a D = RiR;"' = QT Q, egyenléségbdl kovetkezik az
allitas.

2. FELADAT. Legyen X = [1,2,2]7. Ekkor v = X + ||X[|»€;, majd a Vv vektorral
meghatarozzuk a tiikrozési matrixot a H = E — 2vv! /(VL V) képlet segitségével. A +
el6jelnek megfeleléen a lehetséges két tiikrozés

~1/3 -2/3 -2/3 1/3 2/3 2/3
H=|-2/3 2/3 -1/3|, H=|2/3 1/3 -2/3
—2/3 -1/3 2/3 2/3 —2/3 1/3

3. FELADAT. A hibabecslésre az

M,y 1™t

_ < nHtr
képletet tanultuk. Most az osztéintervallumhossz h = 1/20, n = 10 és a fliggvény 11. de-
rivaltjara (—111z71?) a 11212 becslést adhatjuk. Innét a hibdra 0.7258 x 10~* addédik.

4. FELADAT. A sajatértékek valosak, Gersgorin tétele miatt van egy -1, 5 és 10
kozelében (1,1 ill. 2 sugari kornyezetekben). A C — 11E métrixszal a hatvanymddszer az
abszolut értékben dominans sajatértéket és a hozza tartozé sajatvektort hatarozza meg.
C — 11E sajatértékei C sajatértékeinél 11-gyel kisebbek, igy lesz egy -12, egy -6 és egy
-1 kozelében. Igy a -12 koriili sajatérték lesz domindns abszolit értéki, az ehhez tartozé
sajatvektor a C matrix \; sajatértékéhez tartozé sajatvektor.

Egy 1épést végrehajtva az
2
3

xM = —4/3
1/3

vektorhoz jutunk. Ezzel a Rayleigh-hanyados -11.8902, azaz -11.8902+411=-0.8902 egy
becslést ad a A\, sajatértékre.

5. FELADAT. Az ¢ = 10 — 22 egyenléség két oldalan &ll6 fiiggvényeket abrézolva
konnyen lathatd, hogy két megoldds lesz. A negativ zérushely valahol —v/10 kozelébe
esik, kénnyen ldthaté az is, hogy innét indithaté is az iteracié (a fliggvény és masodik
derivaltja is pozitiv a zérushelyig terjed6 intervallumban). Els6é 1épésben -3.155539727,
a masodikban -3.155532331 és a harmadikban ugyanaz adddik, igy -3.155532331 méar
megfelel6 kozelitést ad.



6. FELADAT. f(0) = 1, f(0) = 0, f(n/2) = 0, f'(7/2) = —1. Ebbél Newton
modszerével felirva az osztott differencidkat a

PS(JU):1—4x_2_4(_4+77)$2($—1/27r)

3
polinomot nyerjiik. Ebbe 7/4-et helyettesitve 0.6963 adddik.

7. FELADAT. I3 = 0.73998648. A képletben r = 2-vel kell szamolni, hiszen ez a trapéz
modszer rendje. Igy a jobb becslés 0.74683039.

8. FELADAT. Az f(x + 3h) és f(x—2h) értékeket x-koriili Taylor-polinommal kozelitve
kapjuk, hogy az adott kozelités és az els6 derivalt eltérése Msh?-tel becsiilhetd feliilrél.
Igy a kozelités masodrendii. Az adott fliggvényre 1.006-0s kozelitést kapunk.



