Numerikus médszerek II. zarthelyi dolgozat, 2009/10. 1. félév, A. csoport,
Megoldasok

Az utolso két feladat 5, a tobbi 6 pontos. Sikeres zarthelyihez legalabb 16 pont sziikséges.

1. FELADAT. Alkalmazzuk a hatvanymddszert az
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métrixra! Legyen a kezdévektor X = [1,0]7 és az iterdciot a 4. 1épés utan ledllitva
adjunk becslést a dominans sajatértékre és egy hozza tartozd sajatvektorra.

Elbszor szamitsuk ki az A4x© vektort:
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Ez lesz a sajatvektor egy kozelitése, vagy pl. 2-es norméaban normalva [0.7105,0.7036]7.
A sajatérték kozelitését a Rayleigh-hanyadossal szamitjuk: 3.995.

2. FELADAT. Alkalmazzuk a QR-iteraciét az el6zo feladat matrixdnak sajatértékeinek
meghatarozasara! Végezziink el két iteracios 1épést és ez alapjan adjunk becslést a
sajatértékekre! (A Givens forgatdsi métrix egy X = [r1,22]7 vektorra alkalmazva G =
[c, —s; s, ] alaki, ahol ¢ = z1/[|X]|2, s = —x2/|]X]|2-)

A Givens-forgatas matrixa az A matrixot mar felsé haromszégmatrixba transzformalja,

igy maga a G matrix lesz a QR-felbontas Q matrixanak transzponaltja. fgy az elso transz-
formacié alakja A1) = GAG” lesz, ahol G az els6 oszlopbél szamitott Givens-forgatési
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A kovetkezd 1épés ugyanilyen, csak most az A1) métrixszal hajtjuk végre A helyett. fgy
kapjuk, hogy (tizedestortekkel kifrva)

A _ [ 38941 1.3765
~ | 03765 —0.8941 |

A Gersgorin-tételt alkalmazva lehet becslést mondani a sajatértékekre: 3.8941 £ 0.3765
és —0.894 £ 0.3765.

3. FELADAT. Hdny valds zérushelye van a p(z) = 2° — 2 — 4 polinomnak? Az egyik

meghatarozasara hasznaljuk a Newton-mddszert! Végezziink el annyi iteraciés 1épést,
hogy két egymas utani kozelités eltérése kisebb legyen méar, mint 0.01!

Mivel paratlan fokszamu a polinom, ezért legaldabb egy zérushelye van. A derivalt
zérushelyei +1/+/3, és ezekben a pontokban negativ értéket vesz fel a polinom. fgy
egyetlen zérusely van az (1/v/3, 0o) intervallumban. Konnyen lathaté, hogy 1-ben negativ,
2-ben meg pozitiv a polinom értéke, igy a zérushely 1 és 2 kozott van valahol. Mivel a
masodik derivalt 6z > 0, ha > 0, igy a Newton-mddszer pl. az (%) = 2 pontdl indithaté.
4 tizedesjegyre szamolva a 3. lépésben mar megfelel6é eredményt kapunk: 1.7963.

4. FELADAT. Az x) = In (14 2®) — (2 — ()2 /2) iterdci6 fixpontja z* = 0.
Adjuk meg a fixpont egy olyan kornyezetét, ahonnét az iteraciot inditva az a fixponthoz
tart! Mekkora a konvergencia rendje?



Az iteracios fliggvény
F(r)=In(l+ 1) —x+2%/2,

melynek derivaltja

1,2

F'(z) =

142’
ami r = 0 esetén nulla és folytonos, igy az origd egy megfelel6 kornyezetében biztosan
kisebb abszolut értékii lesz, mint ¢ < 1. Tekintsiik pl. a [—0.5,0.5] intervallumot. Ebben

1'2

1+z

_1 1

azaz ebbdl az intervallumbdl inditva az iteraciot, az a fixponthoz fog konvergalni.
Mivel F'(0) = F"(0) = 0, de F""(0) # 0, igy a konvergencia harmadrendi lesz.

5. FELADAT. Tekintsiik az f(z) = sin® z fiiggvény grafikonjarél a
(kw/(n + 1), f(kn/(n + 1)) pontokat (k = 0,1,...,n + 1). Tegyiik fel, hogy az adott
pontok kozil a szomszédosakhoz tartozd szakaszokon legfeljebb els6foki polinommal in-
terpolalunk és gy az egész [0, 7] intervallumon a p(z) fiiggvényhez jutunk. Mekkora
legyen n értéke, hogy ||f — pllcjo,n < 1075 teljesiiljon?

Szakaszonként linearis fiiggvénnyel interpoldlunk. Ha két pontra illesztiink legfeljebb
els6foki polinomot, mondjuk az (xg_1, f(xx_1)), (zx, f(x)) pontokra, akkor a hibabecsl$
formulabol
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|f (@) = pi(z)| = (2 — 2p1) (2 — a)| <
addédik minden x € [xy_1 — ;] esetén. & egy megfelel6 pont a szakasz belsejében, f”(z) =
2 cos(2x), igy ennek egy felsd becslése 2. Az alappontpolinom becslésére az eldadason
tanult becslést hasznéltuk.

Ha n + 1 osztéintervallum van, akkor |z, — zx—1| = 7/(n + 1), igy a hibabecslés
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ahonnét n > 1569.79, azaz n legalabb 1570 legyen.

6. FELADAT. Hatédrozzuk meg az (1,0), (2,3), (3,1) pontokon atmené legalacsonyabb
foki olyan g(x) polinom értékét az x = 4 pontban, melyre ¢'(1) = ¢'(2) = ¢'(3) = 1!

A megfelel polinomot az Hermite-Fejér interpolacios eljarassal hatarozzuk meg osztott
differenciak segitségével. A keresett polinom

p(r) = (x—1)+2(x—1)*—4(z— 1)2(x—2)+£(x— 1)2(x—2)2—0—§l(x— D2 (z—2)*(z—3),

melyre p(4) = 39.
7. FELADAT. Adjuk meg a (0, —1), (7/2,3), (7, 0), (37/2, 1) pontokhoz tartozé legalac-
sonyabb foku trigonometrikus interpolédcids polinomot!

Mivel n 4+ 1 = 4 pontunk van, igy m = 2 fokszamu kiegyensulyozott trigonometrikus
polinomot kerestink. Az egytitthatok képleteit felhasznélva kapjuk, hogy
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Ty(x) = 1 50082 +sinx — Zcos(?x).



Numerikus médszerek II. zarthelyi dolgozat, 2009/10. I. félév, B. csoport,
Megoldasok

Az utolsé két feladat 5, a tobbi 6 pontos. Sikeres zarthelyihez legalabb 16 pont sziikséges.

1. FELADAT. Alkalmazzuk a hatvanymodszert az
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matrixral Legyen a kezd6vektor X(© = [0,1] és az iterdciét a 4. 1épés utan leallitva
adjunk becslést a dominans sajatértékre és egy hozza tartozé sajatvektorral

Elbszor szamitsuk ki az A4x© vektort:

~1312
150 _
AX { 1313 ]

Ez lesz a sajatvektor egy kozelitése, vagy pl. 2-es normaban normalva [—0.7068,0.7074]7.
A sajatérték kozelitését a Rayleigh-hanyadossal szamitjuk: -8.9977.

2. FELADAT. Alkalmazzuk a QR-iteraciét az el6zo feladat matrixanak sajatértékeinek
meghatarozasara! Végezzlink el két iteracios lépést és ez alapjan adjunk becslést a
sajatértékekre! (A Givens forgatdsi métrix egy X = [x1,z2]7 vektorra alkalmazva G =
[e, —s; s, c] alaki, ahol ¢ = z1/[|X]|2, s = —x2/|[X]|2-)

A Givens-forgatas métrixa az A méatrixot mar fels6 haromszogmaétrixba transzformalja,
igy maga a G matrix lesz a QR-felbontas QQ matrixanak transzponaltja. fgy az elso transz-
formacié alakja A1) = GAG” lesz, ahol G az els6 oszlopbél szamitott Givens-forgatési
matrix. A kovetkezd 1épés ugyanilyen, csak most az A madtrixszal hajtjuk végre A
helyett. fgy kapjuk, hogy (tizedestortekkel kifrva)

—9.0459 —5.9221

2 —
A 0.0779  1.0459

A Gersgorin-tételt alkalmazva lehet becslést mondani a sajatértékekre: —9.0459 + 0.0779
és 1.0459 + 0.0779.

3. FELADAT. Hany valés zérushelye van a p(z) = 2° — 3z — 4 polinomnak? Az egyik
meghatarozasara hasznaljuk a Newton-moddszert! Végezziink el annyi iteracids 1épést,
hogy két egymas utani kozelités eltérése kisebb legyen mar, mint 0.05!

Mivel paratlan fokszamu a polinom, ezért legalabb egy zérushelye van. A derivalt
zérushelyei +1, és ezekben a pontokban negativ értéket vesz fel a polinom. fgy egyetlen
zérusely van az (1, 00) intervallumban. Konnyen lathat6, hogy 2-ben negativ, 3-ban meg
pozitiv a polinom értéke, igy a zérushely 2 és 3 kozott van valahol. Mivel a méasodik
derivalt 6z > 0, ha « > 0, igy a Newton-médszer pl. az (¥ = 3 pontdl indithats. 4
tizedesjegyre szamolva a 3. lépésben mar megfelel6 eredményt kapunk: 2.1961.

4. FELADAT. Az f(x) = 22 —2 = 0 egyenlet megolddsdnak meghatdrozdsira szeretnénk

haszndlni az ® ( (k))2
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iteraciot. Hatarozzuk meg ugy A és B értékét, hogy a lehetd legmagasabb rendii legyen
a konvergencia!

Legyen az iteracids figgvény

F(x>:x+A(x;2>+B($2x§2>.




Ennek a +v/2 fixpontja kell legyen, amibdl 14tszik az A = 0 feltétel. A konvergenciarend
annal nagyobb, minél magasabbrendfi derivéltja tiinik el F-nek a fixpontban (z* = 4/2).
Az F'(z*) = 0 feltételb6l B = —1 adédik, a masodik derivalt mar nem tiinik el, igy a
moédszer masodrendii lesz.

Sajnos egy gépelési hiba miatt (az elsd zardjel szdmlaldjaban helyesen x? kellene, hogy
szerepeljen) az iterdciéval csak mésodrend érheté el. A helyes

Fz)=x+A ($2; 2) +B (xi; 2)

fiiggvénnyel végrehajtva a rendvizsgalatot, az 1+2A+ B =0 és —A—5B/2 = 0 egyenlet-
rendszert kell megoldani, melynek megolddsa A = 1/4, B = —5/8. Az iteracié harmad-
rendi.

5. FELADAT. Tekintsiik az f(x) = e™* fliggvény grafikonjardl a
(k/(n+1), f(k/(n+ 1)) pontokat (k = 0,1,...,n+ 1). Tegyiik fel, hogy az adott pon-
tok koziil a szomszédosakhoz tartozo szakaszokon legfeljebb els6foki polinommal inter-
polalunk és igy az egész [0, 1] intervallumon a p(z) fliggvényhez jutunk. Mekkora legyen
n értéke, hogy || f — pllcp, < 107 teljesiiljon?

Szakaszonként linearis fiiggvénnyel interpolalunk. Ha két pontra illesztiink legfeljebb
els6foki polinomot, mondjuk az (xg_1, f(xx_1)), (zx, f(x)) pontokra, akkor a hibabecsl$
formulabol
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adddik minden x € [xy_1 — ] esetén. & egy megfelel6 pont a szakasz belsejében, f”(z) =
e ™ igy ennek egy fels6 becslése 1. Az alappontpolinom becslésére az el6adason tanult
becslést hasznaltuk.

Ha n + 1 osztéintervallum van, akkor |z, — xx_1| = 1/(n + 1), igy a hibabecslés

|f(z) = p(x)] < m <1074,

ahonnét n > 34.3553, azaz n legalabb 35 legyen.
6. FELADAT. Hatdrozzuk meg az (1,0), (2,4), (3,0) pontokon atmend legalacsonyabb
foku olyan ¢(x) polinom értékét az x = 4 pontban, melyre ¢'(1) = ¢'(2) = ¢'(3) = 0!

A megfeleld polinomot az Hermite-Fejér interpolacios eljarassal hatarozzuk meg osztott
differenciak segitségével. A keresett polinom

p(z) =4(x —1)* = 8(z — 1)*(z — 2) + 4(z — 1)*(z — 2)?,

melyre p(4) = 36.
7. FELADAT. Adjuk meg a (0,1), (7/2,0), (7, 3), (37/2, —1) pontokhoz tartozé legalac-
sonyabb foku trigonometrikus interpolédcids polinomot!

Mivel n 4+ 1 = 4 pontunk van, igy m = 2 fokszamu kiegyensilyozott trigonometrikus
polinomot keresiink. Az egyiitthatok képleteit felhasznalva kapjuk, hogy
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Tr(x) = 7 oSz + §Sinx + 2 cos(2x).



