Numerikus médszerek II. zarthelyi dolgozat, megoldasok (2011/12. I.)

1. FELADAT. (5p) Hatérozzuk meg az z* — z — 10 = 0 egyenlet legkisebb pozitiv
megoldasat harom helyes tizedesjegy pontossaggal!

Megoldas: Az z* és 410 fliggvényeket abrazolva lathatd, hogy az [1,2] intervallumban
van a keresett megoldas. Dolgozzunk a Newton-moddszerrel (masodrend, igy taldn nem
kell sokat szdmolni az adott pontossdg eléréséhez). Az f(x) = x* — x — 10 jeloléssel,
f"(x) = 1222, {gy pozitiv foggvényértéket adé helyrdl kell inditani az iteraciét. Legyen
ez xg = 2. Az xp11 = x — f(xg)/ [ (z1) iterdciéval szamolva a harmadik és a negyedik
lépések kozott mar nincs valtozas a negyedik tizedesjegyben, azaz az x4 = 1.855585 érték
mdr biztosan pontos lesz harom tizedesjegyre (kisebb lesz a hiba, mint 5 - 107).

2. FELADAT. (5p) Hatdrozzuk meg az
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]
matrix QR-felbontasat valamelyik tanult modszer segitségével, és végezziink el egy iteracids
1épést a QR-iteracioval!
Megoldas: Alkalmazzunk Givens-forgatast! Az elsé oszlop elemeibdl meghatarozhatok

a forgatdsi szog szinusza és koszinusza. ¢ = 1/v/2, ¢ = 1/y/2. Igy a forgatdsi matrix és az
azzal val6 szorzas:
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Ez a matrix lesz az R métrix, G transzponaltja pedig Q.
A sajatértékek meghatarozasara valo QR-iteracio elso lépéséhez az

na=[ 5 1]

szorzatot kell kiszamolni.

3. FELADAT. (6p) Hatdrozzuk meg az f(x) = 1/x fiiggvény esetén az [xg,...,x,]f
n-edrent osztott differenciat!

Megoldas: Nyilvanvaléan [zg] f = 1/xg és

11y
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fgy az lehet a sejtésiink, hogy
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Ezt teljes indukcidval igazolhatjuk. n = 0-ra és n = 1-re igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy
n — l-re is igaz, azaz
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fgy tehat
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Ezt akartuk megmutatni.

4. FELADAT. (6p) Legyenek
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A=| 2 1 0of|,B=|1 -1 1
0 0 1
Jelolje A\;(e) (j = 1,2, 3) az A + B maétrix sajatértékét. Adjunk becslést a |A;(0) — A;(e)]
eltérésre! (A-nak [0,2,1]7 és [1,—2,0]7 sajatvektora rendre 1, 0 sajatértékkel.)

Megoldas: A feladatban kapott becslés fligg a becslés mddszerétol, igy kiillonbozo
normakban, vagy més sajatvektorokat valasztva méas-mas becslés nyerhet6. Két lehetséges
megoldast mutatunk.

Szamitsuk ki a harmadik sajatértékét a matrixnak és a hozza tartozo egyik sajatvektort!
A karakterisztikus egyenlet (1 — A)A(1 + A) = 0. [gy a harmadik sajatérték -1. Mivel
minden sajatérték kiilonbozo, a matrix diagonalizalhato. A —1-hez tartozd sajatvektor
pl. [1,—1,0]T. Igy a diagonalizalé méatrix

1 1 0
S=1| -1 -2 2
0 0 1

lesz.
1. megoldas: Alkalmazzuk a Bauer—Fike-tételt! Ehhez S kondiciészaméra van sziikséglink
(mondjuk maximumnorméaban, mert ezt kdnnyt szamolni). Ehhez S inverzét kell meg-

hataroznunk:
-2 1 0

St'=|-1 1 0
2 -2 -1

[gy maximumnorméban a Koo(S) = 25 értéket kapjuk, hiszen S-nek és S™!-mek is 5 a
maximumnormaja. Mivel B maximumnormadja 3, igy a

I\ (0) — A\j(e)| €253 = T5e

becslést kapjuk.
2. megoldas: Az
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egyenl6ségbol, ahol D = diag(—1,0,1) a sajatérékeket tartalmazé diagondlis matrix, a
Gersgorin-tételeket felhasznalva nyerjiik, hogy

Ez a Bauer—Fike-tételnél jobb becslést ad.

5. FELADAT. (6p) Az x = 0.5 + sinz egyenlet megolddsara alkalmaztuk az

g* ) = 0.5 +sina®, 20 =1



iteraciot, és eredményiil az z* = 1.497300... értéket kaptuk. Mutassuk meg, hogy 10
iteracié utan mar megkaphattuk ezt a megoldéast 6 helyes tizedesjegyre!

Megoldas: Ha a fixpont iteracié a k-adik lépésben az xp pontbdl az xp,, pontba 1ép,
akkor a Banach-féle fixponttételnél tanult becslés alapjan
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ahol most z* az F'(x) = 0.5+ sin x iteracids fliggvény fixpontja és ¢ a kontrakcios tényezé.
Az iterédcids fiiggvény derivéltja cosz, igy az [1, 1.5] intervallumon (1-rél indulunk (k = 0
a fenti becslésben) és 1.5 kortili eredményt varunk fixpontnak) F'(z) kontrakcids tényezdje
cos 1 =~ (.55, amivel csak a
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|.T10 — .T*‘ < |I1 — .CL’()| = (0.001922

l—q
becslést nyerjiik, ami még nem megfelelé szamunkra. Lathatjuk, hogy z; = 1.34147,

igy most vizsgdljuk meg, hogy az [z, 1.5] intervallumon mekkora a kontrakcids tényezé:
cosxy ~ 0.227. Ezzel
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ami mutatja, hogy x19 mar legaldbb 6 tizedesjegyre pontos lesz.

6. FELADAT. (6p) A log, 3 értéket szeretnénk kozeliteni az f(z) = log,x fliggvény
ro = 2, v1 = 4 és xo = 8 alappontokra illeszkedd interpolaciés polinomja segitségével.
Mekkora értéket ad ez a kozelités, és mekkora a varhaté hibal

Megoldas: Pl. Lagrange médszerével eldallitjuk az interpolaciés polinomot, amibe 3-at
helyettesitiink. Erre 1.5416 adédik. Az x = 3 pontbeli hiba

M.
|logy 3 — pa(3)| < ?3103(3%

ahol ws3(3) az alappontpolinom értéke 3-nél: 5, Mj pedig egy felsé becslés log, 2 harmadik
derivéltjara a [2, 8] intervallumon: 0.37. Ebbél a 0.3083-as becslés adddik.

7. FELADAT. (6p) Az fol (23 —z+1) dz integrélt kozelitsiik az dsszetett trapéz-formula
segitségével! Osszuk 3 ekvidisztans intervallumra a [0,1] intervallumot! Mekkora lesz az
integral kozelito értéke, és maximum mekkora hibara szamithatunk?

Megoldas: Az Osszetett trapézformuldval nyert eredmény: 0.7778. A hibaformula

My, 6 , 1
[Ty — I3(f)] < D (b—a) 12( /3)%(1 —0) 5 = 0.0556,

ahol M, az integrandusz mésodik derivéltja abszolit értékének egy felsé becslése a [0,1]
intervallumon: 6. (Az integral pontos értéke 0.75.)



