Numerikus médszerek II. zarthelyi dolgozat (2012/13. 1.)
Osszesen 40 pont szerezhetd a feladatsorral. Sikeres zarthelyihez 16 pontot kell elérni.

1. FELADAT. (5p) Igazoljuk, hogy az
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matrixnak pontosan egy negativ valos sajatértéke van!

Megoldds. A Gersgorin-korok a kovetkezok: Ki(2), Ki(—2), K1(3), K4(5), ahol K (z)
jelenti az x koriili e sugard zéart korlapot a komplex szdmsikon. Mivel K;(—2) diszjunkt a
tobbi korlaptdl, Gersgorin méasodik tétele miatt ebben a korben pontosan egy sajatérték
van, ami nem lehet nem nulla képzetes részii, hiszen akkor a sajatérték konjugdltja is a
korbe esne. A koron beliil a [—3, —1] negativ valds szamok vannak. A tébbi kér a komplex
sik pozitiv valés részii oldalara esik. fgy biztosan pontosan egy negativ valos sajatérték
van.

2. FELADAT. (6p) Az
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matrix szigorian dominans abszolutértékii sajatértékét szeretnénk meghatarozni a hatvany-
modszer segitségével. Végezziink el két 1épést a hatvanymodszerrel, és kozelitsiik a
sajatértéket a kapott iterdcids vektor Rayleigh-hdanyadosavall (A 1épések sordan a normalast
nem kell elvégezni!)

Megoldas. A lépésenkénti normalas azt garantélja, hogy nem fog ledllni az eljaras tul-
vagy alulcsordulds miatt. Most a normaldst nem kell elvégezni, hiszen ez a dolog nem
fenyeget. Ezt a feladat szovege is tartalmazta.

A miésodik iterdcids 1épéshez nem gy kell eljutni, hogy A2-tel szorozzuk a kezdévektort,
hanem gy, hogy kétszer szorozzuk A-val (ez kevesebb miivelet ugyanis).

Ha pl. X = [1,1,1]7, akkor X = A(AX®) = [1,9,17]". Ezzel a Rayleigh-hédnyados
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3. FELADAT. (6p) Igazoljuk, hogy az
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iteracioval eléallitott sorozat tetszoleges zg € [1,2] kezdéérték esetén /3/2-hez tart! Ha
xro = 2-r6l inditjuk az iteraciot, akkor hanyadik tagtol esnek mar a sorozat elemei a
hatdrérték 1073-os kornyezetébe?

Megoldas. A Banach-féle fixponttétel biztositja a konvergenciat, ha igazoljuk, hogy az
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fliggvény kontrakeié az [1, 2] intervallumon, és hogy az intervallumot énmagaba képezi.



A kontrakciohoz elég belatni, hogy |F'(z)| < 1 az [1,2] intervallumon, hiszen F'(z)
folytonos.
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[gy a leképezés valdban kontrakeid, és a kontrakeids tényezd 2 /3.

F(x) v/3-tél balra csokkend, jobbra névé az [1,2] intervallumon. Ez latszik a de-
rivaltbsl. Igy maximuma max{4/3,7/6} = 4/3 = 1.3333, minimuma 2/v/3 ~ 1.1547.
Azaz az intervallumot énmagéba képezi.

A Banach-féle fixponttétel miatt tehdt az iterdcié az [1,2] intervallumbeli egyetlen
fixponthoz tart, ami /3/2.

Hibabecslés szintén a Banach-féle fixponttétellel adhat6. Ha xg = 2, akkor z; = 7/6,
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ahonnét kapjuk, hogy a 20. tagtol mar beleesik a kivant kornyezetbe a sorozat.

4. FELADAT. (6p) Legyen f(x) folytonos fiiggvény az [a, b] intervallumon, p; () egy tet-
sz6leges legfeljebb elséfoki polinom és E(x) = f(x)—pi(x). Igazoljuk, hogy ha valamilyen
€ (a,b) esetén E(a) + E(a) =0 és E(a) + E(b) = 0, valamint

|E(a)| = gggfg]{lf(w) — pi(o)]},

akkor p;(z) az a legfeljebb elséfoki polinom, amely legkdzelebb van az f(x) fiiggvényhez
az || f = pillclay) = maxzepp{]f(z) — pi(z)|} normaban!

Megoldas. A bizonyitas hasonlé a Csebisev-polinomok extremélis tulajdonsagardl széld
tétel bizonyitasahoz.

Tegyiik fel indirekt, hogy van egy ¢(z) legfeljebb els6foki polinom, amely kézelebb
van f(x)-hez az adott normaban. fgy a-ban, b-ben és a-dban is kozelebb kell lennie f
megfelel6 értékéhez, mint p;-nek.

Tegyiik fel pl. hogy az a pontban f(a) > pi(a). (Ha egyenl6k lennének, akkor f(x) =
p1(z) lenne, és trividlis az allitds. Ha a masik irdnyu reldcié teljesiil, akkor a bizonyitas
hasonléan megy.) Akkor g(a) > pi(a) kell legyen. a-ban q(a) < pi(«) és q(b) > p1(b). Igy
a q(x) — p1(x) polinomnak kétszer kellene eljelet valtania a és b kozott, ami lehetetlen,
hiszen két legfeljebb els6fokt polinom kiilénbségérdl van szo.

5. FELADAT. (6p) Adjunk becslést v/2 értékére tigy, hogy az f(z) = 2% — 2 polinomot
az x = 0, 1,2 pontokra illesztett polinommal kozelitjiik, és megkeressiik az interpolacios
polinom zérushelyét!

Megoldas. A (0,-2), (1,-1), (2,62) pontokra illesztett interpoldcids polinom po(z) =
3122 — 30z — 2, aminek az adott intervallumba esd zérushelye

304302 +4-31-2
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~ 1.0304.

A pontos érték 1.1225 lenne.



6. FELADAT. (6p) Mekkora interpolaciés hibara szamithatunk, ha 11 ekvidiszténs
alappontban interpoldljuk a [-1,1] intervallumon az e® fiiggvényt? Mekkora interpoldcids
hibara szamithatunk, ha 11 Csebisev-alappont segitségével végezziik el az interpolaciot?

Megoldas. A feladat szerint xg = —1, z, = 1 és 11 alappont van, melyek egyforma
tavolsagra helyezkednek el egymastol. fgy h = 0.2 é n = 10, és a figgvény 11-edik
derivaltjanak abszolit értékére nyilvan jé fels6 becslés e, vagy ennél nagyobb barmilyen
szam. A tanult hibabecslo formuldkat hasznélva kapjuk, hogy az interpolédciés hiba egy
felsé becslése
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Csebisev alappontok esetén w,.(z) abszolut értékére vonatkozé jobb becslést ki-
hasznalva kapjuk, hogy

e

= 6. 1071,
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7. FELADAT. (5p) Melyik az az els6foku trigonometrikus polinom, amelyik legkisebb
négyzetek értelemben a legjobban kozeliti a (0,0), (7/3,1), (27/3,2), (37/3,3), (47/3,4),
(57/3,5) pontokat?

Megoldas. Az interpolacios polinom legfeljebb els6foku részletosszege lesz a legjobban
kozelitd polinom. Erre Ty(x) = 5/2 — cosx — v/3sinz adédik.



