Numerikus médszerek II. zarthelyi dolgozat, 2015/16. 1. félév, A. csoport,

Megoldasok
1. FELADAT. (6p) Adjuk meg az
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méatrix QR-felbontdsat (Householder-tiikrozéssel) és annak segitségével oldjuk meg az
Alz,y]" =[1,1,0,0]" tilhatarozott linedris egyenletrendszert!

Megoldas: Az elsé oszlophoz tartozé Householder-tiikkrozési matrix v vektora v =
[5,3,0,4]7 (a métrix els6 oszlopanak elsé eleméhez kell hozzdadni az oszlopvektor norméjat).
Ezen v-vel megadott H Householder-matrix és az A matrix szorzata
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ami mar egy felsé haromszogmatrix. fgy ez a matrix lesz R és a Householder-matrix lesz
a Q (a szimmetria miatt) a QR-felbontédsban.
A tulhatarozott egyenletrendszer megoldasahoz a
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egyenletrendszert kell megoldani, ahol a matrix az R matrix felsé négyzetes része, a jobb
oldal pedig a HJ[1, 1,0, 0]" vektor felsé két eleme. loy X5 = 28 /250, —2/50]".

2. FELADAT. (6p) Igazoljuk, hogy az #2—2x—3 = 0 egyenlet 2* = 3 megolddsdnak meg-
keresésére alkalmazhaté az xp 1 = +/2x, + 3 fixpontiteracié! Adjuk meg, hogy mennyit
kell 1épni legfeljebb az iterdciéval az xy = 4 pontbdl inditva, hogy 1073-nal kozelebb
kertiljiink a hatarértékhez! Mekkora a konvergencia rendje?

Megoldds: z* = 3 valéban fixpont. Igy mutassuk meg, hogy az F(z) = v/3z + 3
fliggvény teljesiti a Banach-féle fixponttétel feltételeit a [2,4] intervallumon.
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miatt F' kontrakcié az adott intervallumon ¢ kontrakcids tényezdvel.
2<VT<F(z)<V11<4

miatt F' értékei a [2,4] intervallumba esnek. Igy a tétel szerint az Tpr1 = F(xy) iterdciot
barhonnét inditva az intervallumbdl, azaz 4-t0l is, az az egyetlen fixponthoz fog tartani,
ami csak az 2* = 3 lehet.

A hibabecsl6 képlet szerint
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ami mar teljestil, ha k£ > 8.



Az iteraci6 elsérendii, mert F'(3) # 0.
3. FELADAT. (6p) Legyen
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iterdciot elvégezve y,q = [0.8597, —0.5108]7 adédik. Ezt az eredményt felhasznélva, ad-
junk becslést az A matrix 1-hez legkozelebbi sajatértékére, és a hozza tartozé sajatvektor-
ral Hatarozzuk meg az X; vektort!
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Megoldas: Az iteracié az inverz iterdciot hajtja végre a u = 1 valasztassal. fgy Y10
jo lesz sajatvektorbecslésnek, a sajatértéket pedig a Rayleigh-hanyadossal lehet becsiilni:
V1, AY o = 3.9912 (kb. ennyi tehdt a métrix 1-hez legkdzelebbi sajatértéke, a pontos érték
4). x; = [2/15,—1/5]T (gyorsabb egyenletrendszerrel mint inverz matrixszal szdmolni).

4. FELADAT. (6p) A —x3, x € [—1,1] fiiggvényt interpoldljuk 3 Csebisev-alapponton
(T3(z) = 42> —3x). Irjuk fel az interpoldcids polinomot, és igazoljuk, hogy az interpoldcids
hiba a [-1,1] intervallumon egyik pontjaban sem nagyobb 1/4-nél!

Megoldas: A Csebisev-alappontok a harmadfoki Csebisev-polinom gyckei: 4/3/2, 0.
fgy az interpolaciés polinom Lagrange-alakja
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(a kozépso tag nulla, mert 0-ban 0 a fiiggvényérték, ezért nincs feltiintetve).

Az alappontpolinom ws(z) = (x +v/3/2)(z — 0)(z — v/3/2), ami az 1 féegyiitthatéra
normalt harmadfoki Csebisev-polinom. Errdl tanultuk, hogy abszolut értéke nem na-
gyobb, mint 1/237! =1/4.

fgy a hibabecslés:

pa(z) = —(=V3/2)°

|f(x) = pa()| = ‘%u@,(m)’ < ’_

és pontosan ezt akartuk megmutatni.

5. FELADAT. (6p) Adjuk meg az (1,1), (2,0), (3,2) pontokat interpolalé szakaszonként
harmadfoki természetes splinefiiggvény [1,2] intervallumhoz tartozé Osszetevéjét! Ki-
hasznalhatjuk, hogy
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Megoldas: Mivel az alappontok kozti téavolsig egyforma (1), igy a splinefiiggvény alap-
pontokbeli derivaltjait a
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egyenletrendszer adja meg. A megadott inverz matrixszal a megoldds konnyen meg-
hatérozhatd. dy = —7/4, dy = 2/4 és dy = 11/4. A masodik intervallumon Hermite-Fejér



interpoldciét alkalmazva kapjuk az so(z) =1 — (7/4)(x — 1) + (3/4)(x — 1)* + (3/4)(z —
1)?(x — 2) splinefiiggvényt.
6. FELADAT. (6p) Adjuk meg az alabbi pontokat interpolédlé trigonometrikus polino-

mot! (fx sok értéke nulla! Ne szdmoljunk feleslegesen!)

2, | 0| 21/6 | 4m/6 | 67/6 | 87 /6 | 107 /6
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Megoldas: Elég csak x, = 4m/6-ra kiszamolni a sin(jxy) és cos(jzy) értékeket. A
keresett polinom egy harmadfokt, kiegyensulyozott trigonometrikus polinom lesz:
ty(a) = ¢ — ccosz+ Lo (20) — %2 sin(2r) + ¢ cos(31)
r)=——=cosx + — sinx — = cos(2x) — — sin(2x) + = cos(3zx).
’ 6 6 6 6 6 6
7. FELADAT. (6p) Egy f fiiggvénynek ismerjiik az aldbbi harom értékét: f(0.9) = —0.1,
f(1) =0¢és f(1.1) = 0.095. Adjunk becslést az f'(1) és fol.; f(z) dz értékekre a haladé
differencia és a trapéz-szabaly segitségével! Becstiljiilk meg mindkét esetben a hibat, ha
tudjuk, hogy max,ep.0,1.1{[f"(z)|} <1.3!

Megoldas: A haladé differencia:
0.95—-0
0.1

ennek hibabecslése Msh/2 =1.3-0.1/2 = 0.065.
A trapézszabdly altal adott kozelito integral:
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= 0.95,

aminek hibabecslése My (b — a)h?/12=1.3-0.2-0.22/12 =8.7-10~*.
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1. FELADAT. (6p) Adjuk meg az
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méatrix QR-felbontdsat (Householder-tiikrozéssel) és annak segitségével oldjuk meg az
Alz,y)" =[1,1,0,0]7 tilhatarozott linedris egyenletrendszert!

Megoldas: Az elsé oszlophoz tartozé Householder-tiikkrozési matrix v vektora v =
[5,4,0,3]7 (a métrix els6 oszlopanak elsé eleméhez kell hozzdadni az oszlopvektor norméjat).
Ezen v-vel megadott H Householder-matrix és az A matrix szorzata
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ami mar egy felsé haromszogmatrix. fgy ez a matrix lesz R és a Householder-méatrix lesz
a Q (a szimmetria miatt) a QR-felbontdsban.
A tulhatarozott egyenletrendszer megoldasahoz a
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egyenletrendszert kell megoldani, ahol a matrix az R matrix fels6 négyzetes része, a jobb
oldal pedig a H[1,1,0,0]7 vektor felsé két eleme. Igy X15 = [18/250,22/50]%.

2. FELADAT. (6p) Igazoljuk, hogy az 2> — 22 — 3 = 0 egyenlet z* = —1 megolddsdnak
megkeresésére alkalmazhaté az xx1 = 3/(xp — 2) fixpontiteracié! Adjuk meg, hogy
mennyit kell 1épni legfeljebb az iterdciéval az zy = —2 pontbdl inditva, hogy 10~3-nal
kozelebb keriiljiink a hatarértékhez! Mekkora a konvergencia rendje?

Megoldds: 2* = —1 valéban fixpont. Igy mutassuk meg, hogy az F(z) = 3/(x — 2)
fiiggvény teljesiti a Banach-féle fixponttétel feltételeit a [-2,0] intervallumon.
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miatt F' kontrakcié az adott intervallumon ¢ kontrakcids tényezével.
—2<-3/2< F(zx)<-3/4<0

miatt F' értékei a [-2,0] intervallumba esnek. Igy a tétel szerint az Tp1 = F(zy) iterdciot
barhonnét inditva az intervallumbdl, azaz -2-tdl is, az az egyetlen fixponthoz fog tartani,
ami csak az 2* = —1 lehet.

A hibabecsl6 képlet szerint

(3/4)" 3
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ami mar teljesiil, ha £ > 30.

Az iteracié elsérendd, mert F'(—1) # 0.



3. FELADAT. (6p) Legyen
1 =5 _ 0
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X1 = (A+E) 'Yy, i = Xt/ Rl £=0,...,9

Az

iteraciot elvégezve y,;, = [0.7037,0.7105]7 adédik. Ezt az eredményt felhasznalva, adjunk
becslést az A matrix -1-hez legkozelebbi sajatértékére, és a hozza tartozé sajatvektorral
Hatédrozzuk meg az X; vektort!

Megoldas: Az iteracié az inverz iteraciot hajtja végre a u = —1 valasztassal. fgy Y10
jo lesz sajatvektorbecslésnek, a sajatértéket pedig a Rayleigh-hanyadossal lehet becstilni:
Vi0AY,, = —4.0094 (kb. ennyi tehdt a métrix -1-hez legkozelebbi sajatértéke, a pontos
érick -4). x; = [—1/3,—2/15]7 (gyorsabb egyenletrendszerrel mint inverz madtrixszal
széamolni).

4. FELADAT. (6p) Az 23, x € [—1,1] fiiggvényt interpoléljuk 3 Csebisev-alapponton
(T3(x) = 423 —3x). Irjuk fel az interpoldcids polinomot, és igazoljuk, hogy az interpoldciés
hiba a [-1,1] intervallumon egyik pontjdban sem nagyobb 1/4-nél!

Megoldas: A Csebisev-alappontok a harmadfoki Csebisev-polinom gyckei: 44/3/2, 0.
fgy az interpolaciés polinom Lagrange-alakja

z(r —/3/2) (z+3/2)x _
—V/3/2(—V3/2 —V/3/2) (V3/2+/3/2)V/3/2

(a kozépso tag nulla, mert 0-ban 0 a fliggvényérték, ezért nincs feltiintetve).

Az alappontpolinom ws(z) = (x +v/3/2)(z — 0)(z — v/3/2), ami az 1 féegyiitthatora
normalt harmadfoki Csebisev-polinom. Errél tanultuk, hogy abszolit értéke nem na-
gyobb, mint 1/237! =1/4.

fgy a hibabecslés:

pa(w) = (—V3/2)° +(v3/2)°
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és pontosan ezt akartuk megmutatni.

5. FELADAT. (6p) Adjuk meg az (1,1), (2,0), (3,2) pontokat interpolalé szakaszonként
harmadfoki természetes splinefiiggvény [2,3] intervallumhoz tartozé Osszetevijét! Ki-
hasznalhatjuk, hogy
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Megoldas: Mivel az alappontok kozti tavolsdg egyforma (1), igy a splinefiiggvény alap-
pontokbeli derivaltjait a

(210 do 1
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egyenletrendszer adja meg. A megadott inverz matrixszal a megoldds konnyen meg-
hatérozhatd. dy = —7/4, dy = 2/4 és dy = 11/4. A masodik intervallumon Hermite-Fejér



interpolaciét alkalmazva kapjuk az so(x) = (1/2)(z—2)+(6/4)(x—2)*—(3/4)(x—2)*(z—3)
splinefliggvényt.
6. FELADAT. (6p) Adjuk meg az alabbi pontokat interpoldlé trigonometrikus polino-

mot! (fx sok értéke nulla! Ne szdmoljunk feleslegesen!)

2, | 0| 21/6 | 4w /6 | 67/6 | 87 /6 | 107 /6
felfof 1o o o]0

Megoldas: Elég csak x; = 2m/6-ra kiszamolni a sin(jxy) és cos(jzy) értékeket. A
keresett polinom egy harmadfokt, kiegyensulyozott trigonometrikus polinom lesz:

1 3 1
t3(r) = = + = cosx + —sinx — = cos(2z) + — sin(2z) — 6 cos(3x).
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7. FELADAT. (6p) Egy f fiiggvénynek ismerjiik az aldbbi harom értékét: f(0.9) = 0.81,
F(1) =1 6s f(1.1) = 1.21. Adjunk becslést az f/(1) és [, f(x) da értékekre a haladé

differencia és a trapéz-szabaly segitségével! Becstiljiilk meg mindkét esetben a hibat, ha
tudjuk, hogy max,ep.0,1.1{[f"(z)|} <2.5!



