Numerikus médszerek II. zarthelyi dolgozat (2016/17. 1., M. csoport)

1. FELADAT. (24+1+1+42p) Az f(z) = 23 — 2* —  — 2 polinom egy zérushelye z* = 2.
Mutassuk meg, hogy ezen zérushely megkeresésére alkalmazhaté a Newton-modszer az
xo = 2.5 pontbdl inditval Végezziink el egy 1épést a mddszerrel! Legyen ¢ = |x; — z*|!
Adjunk becslést arra, hogy az intervallumfelezési médszert az [1,4] intervallumrdl inditva,
legfeljebb hany 1épés kellene az x* zérushely ¢ pontossagi meghatarozasahoz!

2. FELADAT. (5+1p) Az f(z) = ! fiiggvényt szeretnénk interpoldlni a [—1, 1] inter-
vallumon 13 alappont felvételével egy legfeljebb 12-edfoki pia(x) polinommal. Mutassuk
meg, hogy — barhogy is vessziik fel az alappontokat — az | f(z) — pi2(z)| interpolécids hiba
a [-1,1] intervallumon kisebb lesz 107°-nél! Mekkora maxima4lis hibdra szamithatndnk, ha
specialisan Csebisev-alappontokat hasznalnank az interpolaciéhoz?

3. FELADAT. (44-2p) Mutassuk meg, hogy a (—1,0), (0,1) és (1,4/3) pontokra illesztett
szakaszonként harmadfoki természetes spline-fiiggvény x = 0 pontbeli els6é derivaltja
megegyezik az elsorendii derivalt x = 0 pontbeli kozponti differencias kozelitésével!

4. FELADAT. (4+2p) Adjuk meg azt az Hermite-Fejér-féle p(x) interpolaciés polino-
mot, melyre p(0) = 0, p'(0) = 1, p(2) = b, p’(2) = —1, ahol b valés paraméter! Adjuk meg
a p(x) polinomot, ha tudjuk hogy b tgy lett valasztva, hogy p(1) = 3/2 teljesiiljon!

5. FELADAT. (14+5p) Milyen alakban kell keresni az aldbbi tdblazatban szerepl$ pon-
tokra illeszthetd trigonometrikus interpoldciés polinomot? Adjuk meg cos(mz) egytitt-
hatéjat, ahol m a trigonometrikus interpolaciés polinom fokszama!
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6. FELADAT. (3+3p) Az [, 2* dz integralt szeretnénk kozeliteni az Gsszetett trapéz-
formula segitségével ekvidisztans alappontokon! Szamitsuk ki, hogy milyen kozelitést ad
a formula két osztéintervallum esetén! Hany osztéintervallum kellene legfeljebb ahhoz,
hogy a pontos integralt 10~3-nal jobban meg tudjuk kozeliteni?

7. FELADAT. (24+4p) Az ¢ = f(z,y), y(zo) = yo kezdetiérték-feladat megolddséra
hasznalt aldbbi Runge-Kutta-tipusi médszert Ralston-moédszernek hivjak:

kv = f(xr, yr)
ky = f(xr +2h/3, yx + 20k, /3)
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(xpy1 = xp + h). Adjuk meg a mddszer Butcher-tablajat! Végezziink el egy 1épést a
modszerrel az y' = xy, y(0) = 1 feladatra a h = 0.1 1épéskozt hasznalval
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1. FELADAT. (14+1+41+43p) Adjuk meg nemlinedris (skaldr) egyenletekre a Newton-
mobdszer képletét! Milyen pontbdl indithaté a modszer és milyen elégséges feltétele van
a monoton konvergencianak? Mondjuk ki és igazoljuk a Newton-modszer rendjérdl szold
tételt!

2. FELADAT. (5+1p) Az f(z) = ! fiiggvényt szeretnénk interpoldlni a [—1, 1] inter-
vallumon 11 alappont felvételével egy legfeljebb 10-edfoki pyg(x) polinommal. Mutassuk
meg, hogy — barhogy is vessziik fel az alappontokat — az | f(x) — pio()| interpoldciés hiba
a [-1,1] intervallumon kisebb lesz 10~%-nél! Mekkora maximdlis hibara szamithatnank, ha
specialisan Csebisev-alappontokat hasznalnank az interpolaciéhoz?

3. FELADAT. (442p) Mutassuk meg, hogy a (—1,1/3), (0,0) és (1, —1) pontokra illesz-
tett szakaszonként harmadfoku természetes spline-fiiggvény x = 0 pontbeli els6 derivaltja
megegyezik az elsérendii derivalt x = 0 pontbeli kozponti differencias kozelitésével!

4. FELADAT. (1+5p) Milyen alakban kell keresni az aldbbi tabldzatban szerepld pon-
tokra illeszthetd trigonometrikus interpolaciés polinomot? Adjuk meg sin((m — 1)x)
egyitthatojat, ahol m a trigonometrikus interpoldciés polinom fokszdma
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5. FELADAT. (3+3p) Az fol 2% dz integralt szeretnénk kozeliteni az Osszetett érint6-
formula segitségével ekvidisztans alappontokon! Szamitsuk ki, hogy milyen kozelitést ad
a formula két osztéintervallum esetén! Hany osztdintervallum kellene legfeljebb ahhoz,
hogy a pontos integralt 1073-nél jobban meg tudjuk kozeliteni?

6. FELADAT. (14141+43p) Hogy néz ki dltalanosan egy interpolaciés kvadratiraformula?
Mit hivunk egy kvadratiraformula pontossagi ill. konvergenciarendjének? Mutassuk meg,
hogy ha egy n+ 1 pontra illeszked6 kvadratiraformula pontos minden legfeljebb n-edfoku
polinomra, akkor az sziikségképpen interpolaciés kvadratiraformulal

7. FELADAT. (2+4p) Tekintsiik az v = f(z,y), y(xo) = yo kezdetiérték-feladat meg-
oldaséra hasznalt aldbbi Runge-Kutta-tipusi modszert:

kv = f(xk, yr)
ky = f(xr + 2h, yi + 2hk;)
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(xpy1 = xp + h). Adjuk meg a mddszer Butcher-tablajat! Végezziink el egy 1épést a
modszerrel az y' = xy, y(0) = 2 feladatra a h = 0.1 1épéskozt hasznalval



