Numerikus médszerek tételsor, 2016/17. I. félév

. Alapfogalmak. (Normdalt tér fogalma, Banach-féle fixponttétel (biz. nem kell),
ktilonbozo vektor- és matriznormdk bevezetése, indukdlt mdtriznorma fogalma, tulaj-
donsdgai. Az 1-es, 2-es és maximumnormdk kiszdmitdisa. A norma és a spektrdlsugdr
kapcsolata, A" ill. Yoo AF konvergenciavizsgdlata. Becslés A — E inverzének
normdjara. Gersgorin elsé és masodik tétele. (Nem kell a bizonyitdsa: 34., 35.,
36., 40., 42., 43., 45., 46., 50. tételek))

. M-matrixok. (M-mdatriz fogalma, szikséges és elégséges feltétel ahhoz, hogy egy
mdatrix M-madtriz leqgyen. M-mdtrixokkal végigesindlhato a Gauss-modszer. Becslés
eqy M-mdtrix inverzének mazimumnormdjdra. A requldris felbontds kapcsolata az
M-matrix tulajdonsdggal. Iterdcios modszerek konvergencidja, ha az egytitthatomdatrix
M-mdtriz.)

. Numerikus eljardsok hibaforrasai, kondicionaltsag. (Korrekt kitiizést feladat fo-
galma. Kondicioszdm fogalma, jelentése, kiszdmitdasa. Lebegdpontos szdmabrazolds
tulajdonsdgai, kerekitési hibdja, nevezetes szamai, gépi pontossdag. Kerulendo lebego-
pontos miveletek. Matrixok kondicioszama, a kondicioszdm tulajdonsdgai. Linedris
egyenletrendszerek kondiciondltsdga.)

. Gauss-mddszer. (A Gauss-mddszer ismertetése, egy elimindcids lépés matrizos fel-
irasa (Gauss-transzformacid), a végrehajthatosag szikséges és elégséges feltétele,
elégséges feltételek (a szigorian domindns fédtloju eset bizonyitdsa nem kell). A
Gauss-maddszer mijveletigénye.)

. LU-felbontas és valtozatai, féelemkivalasztds. (LU-felbontds létezése, féelemkivd-

lasztdas szikségessége. LU-felbontds dltalanos matrizokra (biz. nem kell), novekedési
faktor, LDM”, LDL™ és Cholesky-felbontdsok.)

. Lineédris egyenletrendszerek megoldasa iteraciéval. (Linedris vektoriterdciok konver-
gencidja, a konvergencia sebessége, ileraciok elddllitisa, Jacobi- és Gauss-Seidel-
iterdciok (dsszehasonlitds konvergencia szempontjabdl) ill. ezek relazdlt vdltozatai

(JOR, SOR). Reguldris felbontds konvergencidja, a JOR és SOR mddszerek konver-
gencidja kilonbozd mdatriztipusok esetén. Ledlldsi feltételek.)

. Gradiens médszerek. (Linedris egyenletrendszerek megolddsdnak dtfogalmazdsa egy
n-vdltozos fiigguény minimumhelyének megkeresésére. Az iranymenti minimumok
meghatdrozdsa. Gradiens modszer ismertetése. Konjugdlt gradiens mddszer alap-
otletének kétvaltozos esetbeli bemutatdsa, A-konjugdlt irdnyok. Tébbvdltozos esetre
vonatkozo tételek ismertetése (biz. nélkil).)

. QR-felbontéds. (A Householder-tikrozés és tulajdonsdgai, a QR-felbontds létezése
teljes oszloprangu mdtrizok esetén, Givens-forgatds, QR-felbontdis Givens-forgatd-
sokkal, matrizok Hessenberg-alakra transzformdldasa Householder-tikrozésekkel.)

. Tulhatarozott rendszerek megoldasa. Legkisebb négyzetek értelemben legjobb koze-
lités. (Tulhatdrozott rendszerek fogalma, megolddsa legkisebb négyzetek értelemben,
megoldds megualdsitisa a normdlegyenlet megolddsdval ill. a QR-felbontds segitsé-
gével. A legkisebb négyzetek értelemben legjobb kozelités alapfeladata. A feladat
megoldasa a normdlegyenlet segitségével. Adott alappontokon ortogondlis és normdalt
fligguények bevezetése. A legjobban kozelité polinom ill. trigonometrikus (a

27k /(n + 1) alappontokon) polinom meghatdrozisa.)



10.

A sajatértékfeladatok numerikus megoldasa. (Sajatértékfeladatok kondiciondltsdga,
hatvanymodszer, inverz iteracio, Rayleigh-hdnyados, Rayleigh-hdanyados iterdcio.
Jacobi-mddszer: a négyzetosszequdltozds a transzformdcio sordn, gyakorlati meg-
valdsitds. QR-ilerdcio: az algoritmus ismertetése, a modszer konvergencidja, gyor-
sitds Hessenberg-alakra transzformdcidval. (99. tétel nem kell.))
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Nemlinearis egyenletek megoldasa. (Gydkok elkilonitése folytonos és derivdlhato
fugguények esetén; konvergens sorozatok konvergenciasebessége és ennek kapcsolata
a helyes jeqyek szamdval; az intervallumfelezési-, szelo- és hurmddszerek algorit-
musa, tulajdonsagaik, konvergencia elégséges feltétele, konvergenciarendjik. Newton-
modszer monoton konvergencia tétele, konvergenciarend igazoldsa; fixpontiterdciok,
kapcsolatuk az egyenletek megolddsaival, konvergenciarend; hibabecslés a Banach-
féle fizponttétel segitségével. (101. tétel nem kell, 104., 105. tétel bizonyitdisa nem
kell, Aitken-gyorsitas nem kell.))

Polinominterpolécié I.: Lagrange-médszer, hibabecslés, Csebisev-alappontok. (Az
interpoldcio alapfeladata, az interpoldcios polinom eléadllitasa Lagrange-modszerrel,
interpoldcios hiba kiszdmitasa, elégséges feltétel arra, hogy n novelésével nulldhoz
tartson a hiba, Runge-példdja, felsd becslés a wyi1(x) alappontpolinom abszolit
értékére; Csebisev-polinomok definicidja, explicit elodllitdsa, normdlt Csebisev-poli-
nomok extremadlis tulajdonsdga, Csebisev-alappontok alkalmazdsa az interpoldcios
feladatban. Hibabecslés ebben az esetben.)

Polinominterpoléacié I1.: Interpolaciés polinom Newton-alakja, Hermite-interpoléacio,
spline-interpolacié.  (Newton-mddszer alapdtlete, Newton-féle osztott differencidk
és tulajdonsdgaik, interpoldcios polinom eldallitasa; Hermite-interpoldcios polinom
eqyértelmii létezése, Hermite—Fejér-interpoldcio megvalositdasa. Szakaszonként poli-
nomidlis interpoldcio alapfeladata, szakaszonként legfeljebb harmadfoki spline-fiigg-
vények tulajdonsdgai, meghatdrozasuk gyakorlati mddszere.)

Trigonometrikus interpolacié. (Trigonometrikus interpoldcids polinom alakja, léte-
zésének egyértelmisége, a valos Fourier-egyitthatok kiszamitdasa; a komplex Fourier-
analizis és szintézis képletei, gyors Fourier-transzformdcio végrehajtisa abban az
esetben, ha az alappontok szama kettéhatvdny, hatékonysdg bemutatdasa miveletszam-
vizsgdlattal.)

Numerikus derivaldas. Numerikus integrélds 1. (Alapfeladat, az elsé derivdlt ha-
lado, retrograd és kozponti kozelitése, a mdsodrendid derivdlt kézponti kozelitése,
lépéstavolsdg dilemma, Richardson-extrapoldcio. Kvadratira fogalma, Newton—Cotes-
formuldk, a Newton—Cotes-egyiitthatok tulajdonsagai, konvergencia és pontossdgi
rend, rendndvekedés pdratlan alappont esetén.)

Numerikus integrélds I1. (Az dsszetett trapéz-, érintd- és Simpson-formula hibdja
(csak a trapézt kell bizonyitani), Gauss-kvadratira alapdtlete a pontossdgi rend nove-
lésére, a pontossdgi rendet biztosito tétel, a kvadratira megvaldsitdsa és pontossdga.
(Romberg-mddszer nem kell.))

Kezdetiérték-feladatok megoldéasa I.: EE, IE és CN moddszerek, konzisztencia, stabi-
litds, konvergencia. Abszolut stabilitds. (Fuler-mddszerek, Crank—Nicolson-mddszer
és szarmaztatdsuk, lokalis- és képlethiba, konzisztencia €s annak rendje, stabilitds,
konvergencia és annak rendje. Az EE-mddszer konvergencidja (bizonyitdssal). A
0-maddszer konvergenciarendje (biz. nélkil). Abszolit stabilitds, A-stabilitds, ezen
tulagdonsdg vizsgdlata az EE és IE mdodszerekre. Stiff egyenletek megolddsa sordn
felmerild problémdk, kikiszoboléstik.)



18. Kezdetiérték-feladatok megoldasa II.: Runge-Kutta-moddszerek, linearis tobblépé-
ses modszerek.  (Az alapotlet szemléltetése a mdasodrendi Runge—Kutta-mddszer
segitségével, Butcher-tabla, algoritmusok felirdsa a Butcher-tdibla alapjdn, kilono-
sen a negyedrendi’ Runge-Kutla moddszer esetén. Linedris tobblépéses modszerek
konzisztencidjanak és stabilitasanak feltétele. Konvergencia. Dahlquist-korlatok.
Adams—Bashforth és Adams—Moulton-mddszerek konstrukcidja.)

19. Peremértékfeladatok megoldésa. (Peremértékfeladatok bevezetése, belévéses mddszer,
belovéses modszer végrehajtdsa intervallumfelezéssel és Newton-maodszerrel. Perem-
értékfeladatok megolddsa a véges differencidk médszerével, konvergenciavizsgdlattal.)

20. Parcidlis differencidlegyenletek megoldasa. (A hdévezetési egyenlet felirdsa, kezdeti-
¢és peremfeltételek, a véges differencia modszer konstrukcioja, a numerikus megoldds
elddllitasa vektoriterdcidval, konvergenciavizsgdlat.)

Beugré kérdések

1. Hogyan definidljuk egy nemszingularis matrix kondiciészamat?

2. Mekkora a Gauss-moddszer miiveletigénye?

3. Milyen strukturajuak az LU-felbontdsban szereplé matrixok?

4. Mekkora egy egyenletrendszer megoldasanak miiveletszama, ha ismert az egyiitt-
hatématrix LU-felbontasa?

5. Milyen egyenletrendszerre alkalmazhaté a Cholesky-felbontasos megoldas, és mek-
kora a modszer miveletszama?

6. Milyen a QR-felbontasban szereplé matrixok strukturaja?

7. Milyen feladattipusokndl hasznalhaté a QR-felbontas?

8. Mi a Newton-modszer képlete és konvergenciarendje?

9. Milyen képlet adja meg az interpolécios hibat?

10. Mekkora az interpolacios kvadraturaformuldk és a Gauss-kvadratira pontossagi
rendje amennyiben n + 1 alappontot hasznalunk?

11. Mi a masodik derivalt egy kozponti differencia approximéciéja?

12. Mekkora az Osszetett trapéz-, érint6 és Simpson-formulak pontossagi rendje?

13. Mi az explicit Euler-mddszer iteracios képlete?

14. Mekkora az explicit Euler-, az implicit Euler- és Crank—Nicolson-moddszerek kon-
vergenciarendje?

15. Mi a numerikus séma konvergencidjanak definiciéja kezdetiérték-feladatokra?



