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2.

Villamosmérnok A4
2. gyakorlat (2012. 09. 17.-18.)
Feltételes valoszintiség, fliggetlenség
Egy szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi annak a valészintisége, hogy 6-ost dobunk, ha tudjuk, hogy

(a) parosat dobunk?

P(6-0s és pa P(6- 1/6 1
P(6-0s|péros) — (6-0s és paros) _ (6-0s) 1/6 1

P(paros) P(paros) 1/2 3
(b) legalabb 3-ast dobunk?
P(6-0s és legalabb 3-as) P(6-0s) 1/6 1
P(6-os|legalabb 3-as) = = -1
(6-osllegala as) P(legalabb 3-as) P(legalabb 3-as) 2/3 4

(c) legfeljebb 5-6st dobunk?

. . P(6-0s és legfeljebb 5-6s
P(6-o0s|legfeljebb 5-6s) = ( P (legfcljcbb 5.65) ) =0

(a) Huba kétgyerekes csaladbol szarmazik. Mennyi annak a valoszintisége, hogy Huba testvére lany?
Megoldds: A csalad gyerekei sorrendben lehetnek: (f, f), (f,1), (I, f), ({,1). Huba az f-ek koziil bar-
melyik lehet egyenlS valdszintiséggel, azaz ez Osszesen négy lehetGség. E négybdl két esetben lany

1

testvére van, tehat a keresett valosziniiség % =3.

(b) Béla kiraly kétgyerekes csaladbol szarmazik. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a testvére lany?
Megoldds: A csalad gyerekei sorrendben itt is (f, f), (f,1), (I, f), (l,1) lehetnek. Viszont az (f, f)
esetben a kirédly csak az idésebb fiutestvér lehet. Ez harom egyenls valoszintiségii valasztés, és ebbdl
két esetben lany a kirdly testvére. Tehat a keresett valoszintiség %

Megjegyzés: A fenti megoldasokban azzal a valoszintiségi térrel modelleztiik a kisérletet, hogy a kétgyerekes
csaladok altal produkalt fingyermekek koziil vettiink véletleniil egyet. Igy minden fin egyenls volt, tehat
az (f, f) csaladok kétszeres stllyal szerepeltek az (f,1) és (I, f) csaladokhoz képest. Egy masik modellezési
lehet6ség, talan kevésbé természetes, hogy bekopogunk véletleniil egy kétgyerekes csaladhoz, és megkérjiik
6ket, hogy ha van fitgyerekiik, kiildjék ki hozzank. Most (a)-ban sikeres a kisérlet, ha kijon egy fia
(jeloljiik ezen eseményt H-val); (b)-ben pedig akkor sikeres, ha kijon egy fiti, akinek nincs batyja (jeldljik
ezen eseményt BK-val). Igy minden csalad egyenld stillyal fog szerepelni a kisérletben, a kétfits csaladok
nem élveznek elényt, és igy a lanytestvérnek nagyobb feltételes valoszintsége lesz (a)-ban és (b)-ben is.
Mégpedig:

(a) B(H|(f, f)) = P(H|(f,1)) = P(H|(L, f)) = 1 miatt kiszamolhato, hogy
P((f,0) vagy (I, f) | H) =2/3.

(b) P(BK|(f, f)) = 1/2 és P(BK|(f,1)) = P(BK|(l, f)) = 1 miatt kiszamolhato, hogy
P((f,1) vagy (I, f) | BK) = 4/5.

Egy csaladban 3 gyerek van, és tudjuk, hogy van kozottiik lany. Mennyi annak a valészintisége, hogy van
kozottik fin is?

Megoldds: Legyen L az az esemény, hogy van a gyerekek kozott lany, F' pedig az, hogy van kozottiik

P(F|L) = 35
Haromgyerekes csaldd esetében egyszertibb mind a szamlaloban, mind a nevez6ben a komplementer ese-
mény szamolasanak modszerét alkalmazni. Azaz FL ("van lany és van fin") eseményt ugy tekintjiik, mint
a CsL + CsF ("csak lany van vagy csak fit van") esemény komplementerét, az L ("van lany") eseményt
pedig mint a CsF ("csak fit van") komplementerét. Mivel a CsL és CsF események diszjunktak, ezért
P(CsL + CsF) =P(CsL) +P(CsF).
Osszefoglalva

1-P(CsL) -P(CsF) 3/4 6

P(FIL) = 1 - P(CsF) TR T




4. Aladar és Csilla randeviznak. Ha Csilla kozvetleniil a randevu el6tt megy fodraszhoz, akkor 90%, hogy
elkésik a talalkozorol. Tizszer olyan gyakran fordul els, hogy késik a randevurol, mint az, hogy a randevi
el6tt fodraszhoz megy. Mi annak a valoszintisége, hogy Csilla fodrasznal volt, ha Aladar most éppen réa var
a mozi el6tt?

Megoldds: Legyen F az az esemény, hogy Csilla randevu el6tt fodraszhoz megy, K pedig az az esemény,
hogy Csilla késik. Mivel tizszer olyan gyakran fordul els, hogy Csilla késik a randevirol, mint az, hogy
randevu el6tt fodraszhoz megy, ezért P(K) = 10P(F'). A feladat kérdése P(F|K), ami pedig

_ P(FK) P(K|F)P(F) P(K|F)P(F) 09
P(FIK) = P(K)  P(K)  10P(F) 10 0.09.

5. A XI. keriiletben a csaladok 36%-anak van kutyaja, és 30%-4dnak van macskaja. Azon csaladok koziil,
akiknek kutyajuk van, 22%-nak macskaja is van.

(a) A csaladok hany szazalékdnak van kutyaja és macskaja is?

(b) Azon csaladok koziil, akiknek macskajuk van, hany szézaléknak van kutyaja is?

Megoldas: Legyen K az az esemény, hogy egy véletlenszertien kivalasztott csaladnak kutyaja van, M pedig
az az esemény, hogy macskajuk van. Ekkor adottak: P(K) = 0.36, P(M) = 0.3, P(M|K) = 0.22.

(a) Ekkor a kérdés P(K M), ami pedig
P(KM) = P(M|K) - P(K) = 0.22 - 0.36 = 0.0792.
(b) Ekkor a kérdés P(K|M), ami pedig

P(K|M) — Pléé?{%) _ P(Mg((])\bIP’(K) _ 0.220:;.36 0964

6. Egy urnaban 3 piros, 5 fehér és 6 zold goly6 van. Kihuzunk koziiliik 3 goly6t. Mennyi annak a valoszintisége,
hogy els6re pirosat, masodikra fehéret, harmadikra zoldet hiizunk, ha a kihtzott golydkat

(a) visszatessziik,

(b) nem tessziik vissza?

Megoldds: A feladat megoldasadhoz a feltételes valoszintiségek szorzési szabalyat hasznéljuk. Legyen P az
az esemény, hogy elsére pirosat htzunk, F' az, hogy méasodikra fehéret és Z az, hogy harmadikra zoldet.
Ekkor a kérdés P(PFZ).

(a) P(PFZ) = P(P) -P(F|P)-P(Z|FP) = & -
(b) P(PFZ) = P(P)-P(F|P)-P(Z|FP)= 2 - & - %

7. Egy pakli francia kartyat (azaz 52 lapot, melyek kozott Osszesen 4 4sz van) véletlenszertien négy jatékosnak
osztunk ki tgy, hogy mindenki 13-13 lapot kap. Mennyi annak a val6szintisége, hogy mindenkinek jutott
asz?

Megoldds: Legyen E; az az esemény, hogy az i-edik jatékos pontosan egy aszt kapott. Ekkor a feladat
megvalaszolasdhoz a P(E1 Es E3Ey) valoszintséget kell kiszamolnunk a valoszintiségek szorzasi szabalyanak
segitségével.

P(E\EyE3Ey) = P(Ey) - P(Eq|Ey) - P(E3|ELEy) - P(Ey|E1 By Es) =

D B6) O-C) (00 w13131313
- b g Vg B = S o

A tortek szamlaloiban mindig leszamoljuk, hogy az adott helyzetben hanyféleképpen oszthato egy darab ész
a kovetkez6 jatékosnak. Az egyszertisités utan kapott tortnek a jobb oldalon kézvetlen jelentés is adhato,
ha meggondoljuk hanyféleképpen oszthato ki sorrendben a négy ész a négy kiillénbo6z6 13 darabos blokkba,
illetve hanyféleképpen oszthato ki sorrendben a négy asz 52 helyre mindenféle megkotés nélkiil.




8.

10.

11.

A hallgatok 30%-a A csoportot, 45%-a B csoportot, a tobbiek pedig C csoportot irnak a vizsgin. Az
A csoportot irok 60%-a, a B csoportot irok 80%-a, a C csoportot irok 25%-a lany. Mennyi annak a
valdszintdsége, hogy egy tetszGlegesen kivalasztott hallgato

(a) lany,

(b) C csoportot ir, feltéve, hogy lany?

Megoldds: Legyenek A, B,C azok az esemény, hogy valaki A /B vagy C csoportot ir, és legyen L az az
esemény, hogy valaki lany. Ekkor a szoveg alapjan a kovetkezs valoszintiségek ismertek: P(A) = 0.3,
P(B) =045, P(C) = 0.25, P(L|A) = 0.6, P(L|B) = 0.8, P(L|C) = 0.25.

(a) A teljes valosziniiségtételét hasznalva kapjuk, hogy
P(L) = P(L|A)P(A) + P(L|B)P(B) + P(L|C)P(C) = 0.3 - 0.6 + 0.45 - 0.8 + 0.25 - 0.25
(b) Bayes-tételt hasznalva kapjuk, hogy

P(L|C)P(C) 0.25-0.25

FICID) = BZIAB(A) 1 P(LIB)P(B) T PILICIE(C) ~ 0306+ 04508+ 0.35-0.25

Egy gyarban harom gép mikodési idejére végeztek megfigyeléseket. Megallapitottak, hogy az I-es gép

atlagosan a munkaids 60%-aban dolgozik, a Il-es a 65%-aban mig a I1l-as a 70%-aban. A gépek egymastol

fliggetleniil miikédnek. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy adott idépillanatban

(a) minden gép dolgozik,

(b) pontosan az egyik gép dolgozik,

(¢) csak a ITI-as gép dolgozik,

()
)

(e) pontosan két gép dolgozik?

legalabb az egyik gép dolgozik,

Megoldds: Legyen A; (i = 1,2,3) az az esemény, hogy az i-dik gép mikodik. Ekkor tudjuk, hogy
P(A;) = 0.6, P(A3) = 0.65 és P(A3) = 0.7. A feladatok megoldasaban felhasznaljuk a fliggetlen ese-
mények szorzéastételét.

(a) P(A1A2A3) =P(A;) -P(Ay) - P(A3) =0.6-0.65-0.7

(b) P(A1 Ay A3) +P(A1 Ay Az) + P(A1 A3 A3) = 0.6-0.35-0.3+0.4-0.65-0.3+0.4-0.35-0.7

P(A1 A2 A3) = P(A;y) - P(Ay) - P(A3) = 0.4-0.35-0.7

1 — P(egyik gép sem dolgozik) = 1 — P(A; A A3) =1 — P(A;) - P(A) -P(A3) =1—-0.4-0.35-0.3
P(A; Ay A3) + P(A; AsAs) +P(A1 A3 A3) = 0.6-0.65- 0.3 +0.4-0.65-0.7+ 0.6 - 0.35 - 0.7

Iszakos Ivan a nap 2/3 részét a kocsméban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és Ivan nem valogatos,

azonos eséllyel tartozkodik barmelyikben. Egyszer elindulunk, hogy megkeressiik Ivant. Négy kocsmat mar
végigjartunk, de nem taldltuk. Mennyi a valészintisége annak, hogy az 6tédikben ott lesz?

Megoldds: Legyen K; az az esemény, hogy Ivan az i-edik kocsmaban taldlhato (i = 1,2,3,4,5). Ekkor
K;-k egymast kizaro események és osszegiik valoszinisége 2/3, azaz példaul P(K; + Ky + K3 + Ky) =
P(Ky) + P(K3) + P(K3) + P(Ky) teljesiil. Ivin nem vélogatos, igy P(K;) = + - 2 = &,i =1,2,3,4,5. A
K5 esemény része a K1 Ko K3K,4 eseménynek, ezért a keresett valoszintiség

P(K5) _ P(K5) _
P(K1KoK3Ky) P(Ki + Ky + K3 + Ka)
P(K5) B 2/15 2
—P(K,) —P(Ks) — P(K3) —P(K,) 1-2/15—2/15—-2/15—2/15 7

P(K5 | KiKoK3Ky) =

Egy binaris csatornan a 0 jelet 1/3, az 1 jelet 2/3 valoszintiséggel adjak le. Halozati zavarok miatt ha 0-t
adnak le, akkor 1/4 valoszintiséggel 1 érkezik, ha 1-et adnak le, akkor 1/5 valoszintiséggel 0 érkezik.



(a) Mennyi annak a valoszintsége, hogy 0-4t kaptunk?

(b) Kaptunk egy 0-at. Mennyi annak a valoszintsége, hogy azt 0-ként adtak le?

Megoldds: Legyen A; az az esemény, hogy i jelet adtak (i = 0,1), V; az az esemény, hogy i-t kaptunk
(1 =0,1). Adottak a P(Ag) = 1/3, P(41) = 2/3, P(V1|Ap) = 1/4 illetve P(Vy| A1) = 1/5 valoszintségek.

(a) Hasznélva a teljes valoszintség tételét kapjuk, hogy
P(Vo) = P(VolAo) - P(Ag) + P(Vo|A1) - P(A1) =

— 1~ (Vi 40)] - P(do) + P(Vol1) - P = [1- 5] -5+ 55 = 5

(b) Hasznalva a Bayes-tételt kapjuk, hogy

B P(Vo|Ao) - P(Ao) _3/4-1/3 15
P(Ao|Vo) = P(Vo] Ao) .p(jlo)z_p(%‘oAl) ‘P(4;)  23/60 23

12. Az iskolaban ugy hirlik egy tanito bacsirdl, hogy igen szeszélyes. Ha valaki felkésziilt az orara, akkor is 0, 35
az esélye annak, hogy egyest kap. De ha nem késziilt fel, akkor 0,15 a valészintisége annak, hogy megussza
a felelést egyes nélkiil. Jancsika az esetek 60%-aban nem késziil az 6rara. Mennyi annak a valoszintsége,

hogy

(a) felelésnél egyest kap,
(b) az egyest kapott Jancsika felkésziilt az érara?

Megoldds: Legyen K az az esemény, hogy Jancsi késziil az orara, I az, hogy Jancsi egyest kap. Ekkor a
szoveg alapjan adottak: P(E|K) = 0.35, P(E|K) = 0.15, P(K) = 0.6.

(a) A teljes valoszintiség tételét hasznalva kapjuk, hogy

P(E) = P(E|K)-P(K)+P(E|K)-P(K) =P(E|K)-(1-P(K))+(1-P(E|K))-P(K) = 0.35-0.4+0.85-0.6.
(b) Bayes tételt hasznalva kapjuk, hogy
P(E|K) - P(K) _ P(E|K)-P(K) 0.35-0.4

(EIK) -P(K)+P(E|K)-P(K) P(E|K) P(K) 035-04+0385-0.6

B(K|E) = =

13. Egy tesztet kell kitolteniink, ami 20 kérdésbdl all, mindegyikre igaz-hamis valaszt kell adnunk. Minden
kérdésnél egyméstol fliggetlentil harom eset lehetséges: tudjuk a helyes valaszt, ennek 4/7 a valoszintsége,
vagy azt hissziik, hogy tudjuk, de tévediink, ennek 2/7 az esélye, a maradék 1/7 valoszintiségd eset az,
amikor fogalmunk sincs, ekkor taladlomra, 1/2 — 1/2 valoszintiséggel irunk igazat vagy hamisat. Mi a
valoszintiisége, hogy

(a) az els§ kérdésre helyes valaszt adunk?
(b) legalabb 14 kérdésre helyesen valaszolunk?

(¢) ha egy kérdésre helyesen valaszolunk, az azért fordult el§, mert tudtuk a helyes valaszt?
Megoldds:

(a) Hasznélva a teljes valoszintiségtételét kapjuk, hogy

N
N |

4
p = P(helyes a valasz) = - 14+

(b) Legalabb 14 helyes vélasz 14,15.. ., 20 helyes valaszt jelent. Az
valoszintséggel adunk helyes valaszt. Igy

—~

a) részbdl tudjuk, hogy 1 kérdésre p

20
20
P(legalabb 14 helyes valasz) = » ( L )pk(l - )"
k=14



(c) Hasznalva a Bayes-tételt kapjuk, hogy

1
P(tudtuk a valaszt|helyes a valasz) = ——— .

14. Egy valasztasnal a hazasparok részvételi aranyéat vizsgaltdk. Annak a valdszintisége, hogy a férj szavaz

15.

16.

17.

3/5, hogy a feleség szavaz 1/2. A megfigyelések szerint azon csaladokban, ahol a férj elment szavazni, ott
a feleségek 2/3 része is elment.
(a) Feltéve, hogy a feleség elment szavazni mi annak a valoszintisége, hogy a férj is elment?

(b) Véletlenszertien kivalasztunk két csaladot. Mennyi annak a valdszintisége, hogy egyikiik sem ment el
szavazni?

(c) Mennyi annak a valészintsége, hogy a két hazasparbol pontosan két ember ment el szavazni?
Megoldds: Legyen F) az az esemény, hogy a férj elment szavazni, mig Fy az az esemény, hogy a feleség

elment szavazni. Ekkor a feladat szdvege alapjan adottak a kovetkezsek: P(Fy) = 3/5, P(Fy) = 1/2 illetve
P(Fy|F1) = 2/3.

P(Fy|Fy)-P(F, 3)-
(a) P(Fy|Fy) = X 21'13(%)2)( Y = (2/31)/(23/5) =3
(b) A megadott adatok alapjén kiszdmolhatoak a kovetkezs valoszintiségek: P(FFy) = 2/5, P(F Fy) =
1/10, P(F1 Fy) = 1/5, P(F1 F») = 3/10. Ezalapjan kapjuk, hogy
32
P(senki nem ment el szavazni) = <10>

(¢) A (b) részben szamoltak alapjan: P(2 férj, feleségek nem)+P(2 feleség, férjek nem)+P(férj és feleség
egy csaladbol)+P(férj és feleség nem egy csaladbol) = (1/5)2 + (1/10)% + (2/5)(3/10) +2(1/5)(1/10).

Héarom pénzérmét dobok fel egyszerre. Majd ezek utan annyi dobokockéaval dobok djra, ahany fejet dobtam
az érmékkel. Tudjuk, hogy dobtam 6-ost. Ekkor mennyi annak a valésziniisége, hogy az érmékkel két fejet
dobtam?

Megoldds: Legyen F; (i = 0,1,2,3) az az esemény, hogy az érménkkel i darab fejet dobunk, mig D az
az esemény, hogy dobtunk 6-ost. Ekkor a feladat szovege alapjan adott: P(Fy) = 1/8, P(Fy) = 3/8,
P(Fy) = 3/8, P(F3) = 1/8. A megadott feltételes valoszintiségek szamitasa soran a komplementer esemény
szamolasanak modszerét alkalmazzuk: P(D|Fy) = 0, P(D|F1) = 1/6, P(D|Fy) = 1 —25/36 = 11/36,
P(D|F5) =1 —125/216 = 91/216. Felhasznalva a Bayes-tételt kapjuk, hogy

P(D|Fy)P(Fy) 58

P(F3|D) = P =

(D|Fo)P(Fy) +P(D|F1)P(F1) + P(D|F2)P(Fy) + P(D|F3)P(F3)  0- 54+ ¢-2+ -3+ 2%

Egy dobokockéaval kétszer dobtam. Fliggetlenek-e az alabbi események?

e A: a dobott Gsszeg paros

e B: a dobott 6sszeg harommal oszthato
Megoldds: A feladat megoldasahoz felhasznéljuk a fliggetlen események szorzastételét.

5+1(7)1+3+5+5+3+1 2+5+4+1
36 36 36 -

P(AB) = P(dobott Gsszeg 6 vagy 12) = P(A) - P(B)

Tehat az események fiiggetlenek.
Haromgyerekes csaladoknél fliggetlenek-e az alabbi események?

e A: az elsG gyerek fia
e B: az els6 kér gyerek kiilonb6z6 nemti

e C: az els6 és utolsod gyerek neme megegyezik

1
8



18.

19.

20.

Megoldds: A feladat megoldasahoz felhasznéljuk a fliggetlen események szorzastételét.

P(ABC) = P(FLF) = %(:)% : % : % = P(4) - P(B) - P(C)

A fenti egyenlGségek teljesiilése miatt a harom esemény fiiggetlen.

Huba és Tihamér céltablara 16nek. Huba 60%, Tihamér pedig 70% valoszintiséggel talal. Mindketten
egyszer-egyszer 16nek egymastol fiiggetleniil. Mennyi lesz annak a valoszintisége, hogy

(a) nem lesz talalat a céltablan,
(b) legalabb az egyiksjiik eltalalja a céltablat,
(¢) mindketten eltalaljak a céltablat?
Megoldds: Legyen H az az esemény, hogy Huba taldl, és T az, hogy Tihamér talal. Ekkor a széveg alapjan

adottak: P(H) = 0.6, P(T') = 0.6. A valoszintiségek kiszamitasaban hasznaljuk majd a fliggetlen események
szorzastételét.

(a) P(HT) =P(H) -P(T) =0.4-0.3

(b) 1 —P(nem lesz taldlat) =1 —0.4-0.3

(¢) P(HT)=P(H) -P(T)=0.6-0.7
Az A varosbol B varosba kétféleképpen lehet menni: kozvetlentil illetve C' varoson keresztiil (A-bol C-be,

majd C-bsl B-be). Télen mind a harom ut p-p valoszintiséggel jarhatatlan egymastol fiiggetleniil. Mennyi
annak a valoszintisége, hogy el lehet jutni A-bol B-be?

Megoldds: Jeloljiik a keresett eseményt A <= B-vel és az X és Y varosok kozotti ut atjarhatosagat
X < Y-nal illetve nem atjarhatosagat X < Y-nal. Ekkor hasznalva a teljes valoszintiség tételét és az utak
atjarhatosaganak fiiggetlenségét kapjuk, hogy

P(A <= B) =P(A <= B | A« B)P(A— B) + P(A < B| A B)P(A ¢ B) =
=1-(1-p)+P(A=B,B~C)-p=1—p+(1-p)* p

Egy vetélked6n egy hazaspéar alkot egy csapatot. Amikor a miisorvezetstél egy eldontends kérdést kapnak,
a férj és a feleség is egymastol fliggetleniil p-p valészintiséggel mondana a helyes valaszt. Az alabbiak kozil
melyik a jobb stratégia?

(a) Egyikiiket kijelolik, aki a masikra nem hallgatva valaszol a kérdésre, vagy

(b) mindketten gondolkodnak a kérdésen, és ha egyetértenek valaszolnak, ha pedig kiilonb6z6 a vélemé-
nyiik, akkor feldobnak egy szabalyos pénzérmét, hogy eldontsék meyikiik véleményét fogjak valaszolni?

(a) Tudjuk, hogy egymastol fliggetlentil p valoszintiséggel adnak helyest valaszt a feltett kérdésre. Ezért
ebben az esetben a helyes valaszt p valoszintiséggel adja a csapat.

(b) Legyen F az az esemény, hogy a csapat a helyes eredményt adja, J illetve R pedig az, hogy a feleség
vagy a férj a jo illetve a rossz valaszt adna (azaz pl. (J,J) az az esemény, amikor mindketten a helyes
valaszt tudnak). Ekkor a teljes valoszintség tételét és a valaszadasok fiiggetlenségét hasznalva kapjuk,

hogy

P(E) =P(E|(J,])) - P((J,J])) + P(E|(J, R)) - P((J, R))+
+P(E|(R,J)) - P((R,J)) + P(E|(R, R)) - P((R, R)) =
= 1-p2+%~p(1—p)+%~(1—p)p+0~(1—p)2 =p

A két stratégia kozott tehét nines kiilonbség. A (b)-hez hasonléd stratégiak nagyobb csapatok (és
p > 1/2) esetén segitenek.



