Villamosmérnok A4

3. gyakorlat (2012. 09. 24.-25.)
Nevezetes diszkrét eloszlasok

1. Nevezetes diszkrét eloszlasok bemutatasa

(a) Bernoulli eloszlds: Olyan kisérletet hajtunk végre, aminek eredménye lehet "siker" vagy "kudarc",
azaz a BERNOULLI(p) eloszlasu valoszintiségi valtozo két értéket vehet fel, 0-t és 1-et. Ekkor P(X =
1) = p a siker bekovetkezési valoszintisége és P(X = 0) = 1 — p a kudarcé.
Példa: Dobokockaval hatost dobok vagy sem. P(X =1)=1/6=1—-P(X =0)

(b) Diszkrét egyenletes eloszlds: A valoszintiségi valtozo véges sok értéket vehet fel és ezeket azonos
valoszintiséggel veszi fel.
Példa: Kockadobas eseten a dobott szamok értéke: P(X = 1) =P(X =2)=...=P(X =6) =1/6

(¢) Binomidlis eloszlds: BIN(n, p) eloszlast az a valoszintiségi valtozo, ami n darab fiiggetlen, egyenként
p valoszintiséggel sikerrel jaro kisérlet koziil a sikereket szamolja.

P(X = k) = <Z>pk(1 —p)"*, ahol k=0,1,2...n
Példa: 20 kockadobasbol a hatos dobasok szamanak eloszlasa: P(X = k) = (%) (1/6)%(5/6)2°~.

(d) Geometriai eloszlds: GEO(p) eloszlast az a valoszintiségi valtozo, ami az els siker eléréséhez sziikséges
kisérleteket szdmolja, ahol a fiiggetlen kisérletekben a siker valésziniisége p.

P(X =k)=(1—p)*p, ahol k=0,1,2...

Példa: Az els6 hatos dobasig eltelt dobasok szama: P(X = k) = (5/6)*~1(1/6).

(e) Negativ binomidlis eloszlds: NBIN(I, p) eloszlast az a valoszintiségi valtoz6 ami azt szédmolja, hogy
héany kisérlet kivetkezik be az [-dik sikerig, ahol a fiiggetlen kisérletekben a siker valészintisége p.

k-1
-1

P(X =k) = ( >pl(1 —p)Fl ahol k=11+1,01+2...
A dobasok szamanak eloszlasa a harmadik hatos dobasig: P(X = k) = (kgl) (1/6)3(5/6)F3.

(f) Hipergeometriai eloszlds: n goly6 koziil ny piros szint, n — n; pedig fekete szind. r-et kihizunk, és az
ezek kozott 16vE piros golyok szamat vizsgaljuk.
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Példa: Talalatok szama az 5-6s LOTTO-n: P(X = k) = (2()9(0;’)
5

(g) Poisson eloszlds: POI()N) eloszlast a valoszintségi valtozd, ha sok, pici valoszintisegd, fliggetlen ese-
mény koziil bekovetkezett eseményeket szamolja.

k
P(X =k) = 12

R ahol k£=0,1,2...

Példa: Mazsolak szama egy szelet siiteményben, a sajtohibak szdama az ujsdgban, Magyarorszagon
bedvetkezd foldrengések szama... stb.

2. Milyen nevezetes eloszlassal modellezhetjiik a kovetkezd valoszintiségi valtozokat:

(a) hanyadik aut6 veszi fel Todort, amikor kidll az orszagttra, mert autéstoppal akar utazni?
Megoldds: geometriai eloszlassal

(b) 10 aut6 koziil hany vesz fel stopposokat?
Megoldds: binomialis eloszlassal

(¢) 10 perc alatt hany aut6 all meg stopposoknak?
Megoldds: Poisson eloszlassal

3. Egy gyarban futészalag szallitja az alkatrészeket. A futdszalag leall, ha selejtes termék érkezik. A termékek
2%-a selejtes. Mi az eloszlasa annak a valoszintisége valtozonak, ami azt szamolja, hogy

(a) hanyszor allt le a szalag az n-edik termékig (6t is beleértve)?

)
(b) hany terméket gyartott a gép az n-edik leallasig?
(c) hany terméket szallitott két leallas kozott?

)

(d) héany leallas tortént egymas utan addig, amig a legelsd jo termék keletkezett?

Megoldds:



(a) Az eloszlas binomialis (BIN (n,p)), a leallas ("siker") valoszintisége p = 0.02.
Tehat P(X = k) = (})0.02F0.98" .

(b) Az eloszlas negativ binomialis (NBIN(n,p)), a leallas ("siker") valoszintsége p = 0.02.
Tehat P(X = k) = k — lchoosen — 10.0270.98%—".

(c) Az eloszlas geometriai (GEO(p)), a leallas ("siker") valoszintsége p = 0.02. Tehat P(X = k) =
0.98%710.02.

(d) Az eloszlas most is geometriai (GEO(p)), csak a "siker" ebben az esetben a jo termék gyartasa, ennek
valoszintisége p = 0.98. Tehat P(X = k) = 0.02¢710.98.

4. Egy Ad-es csoportban 30 hallgatd van. A szeptember 24-ei 6réra 9-an nem késziiltek. Az oktatd kijelolt
7 hallgatot, akiknek ropZH-t kellett irniuk. Mennyi annak a valészintisége, hogy pontosan 2 késziiletlen
hallgatonak kell ropZH-t irnia? Adjuk meg a késziiletleniil ropZH-t ir6 hallgatok szamanak eloszlasat!

Megoldds: Ha X-szel jeloljiik a késziiletleniil ropZH-t irok szamat, akkor X hipergeometriai eloszlast kovet.
Tehat o /21
O

(%)

P(X =2) =

Tetszoleges k esetén az eloszlas a kovetkezd:

O
)

5. A Schoénherz Zoltan Kollégiumban egy évben 0.38 valoszintiséggel it ki tiiz.

P(X =k) =

(a) Mi annak a valdszintisége, hogy pontosan 10 év telik el a kovetkezs tiizeset bekovetkezéséig?

(b) Mi annak a valészintisége, hogy pontosan 30 év telik el a 4. ttizeset bekovetkezéséig?
Megoldds:

(a) Jeloljiik X-szel a kovetkezd tlizeset bekovetkezéséig eltelt évek szamat. Ekkor X ~ GEO(p = 0.38)
eloszlast kovet. Azaz

P(10 év telik el a kovetkezd tiizesetig) = P(X = 10) = 0.62°0.38.

(b) Jeloljik Y-nel a 4. tiizeset bekovetkezéséig eltelt évek szamat. Ekkor X ~ NBIN(4,p = 0.38)
eloszlast kovet. Azaz

29
P(30 év telik el a 4. tiizesetig) = P(X = 30) = (3 )0.62260.384.

6. Huba vett egy doboz gumicukrot, melynek 35%-a piros szinti, a tobbi pedig lila. Véletlenszertien kivalaszt
12 cukrot. Mennyi annak a val6szintisége, hogy
(a) ketténél tobb piros cukor lesz a kivalasztottak kozott?

(b) legalabb négy, de legfeljebb hét lila cukor lesz a kivalasztottak kozott?
Megoldds:

(a) A kivalasztott piros cukrok X szama binomialis eloszlast kovet n = 12 és p = 0.35 paraméterekkel.
Ekkor a keresett valészintiség

2
12
P(X>2)=1-P(X<2)=1-)_ (k)0.35k0.6512—’f.
k=0

(b) A kivalasztott lila cukrok Y szdma binomialis eloszlast kévet n = 12 és p = 0.65 paraméterekkel.
Ekkor a keresett valoszintiség

7
12
PA<X<T=1-— 0.65%0.3512F,
( EES < k)

7. Valamely pénznyer6 automata a tapasztalatok szerint az egyes jatékosoktol fliggetleniil a jatékok 5%-aban
ad valamilyen pénznyereményt. Mennyi annak a valészintisége, hogy a 15. jatéknal nyeriink el&szor?

Megoldds: Legyen X az elsé nyerésig bekovetkez6 jatékok szdma. Ekkor X ~ GEO(p = 0.05) eloszlast
kovet. Igy a keresett valoszintiség
P(X = 15) = 0.95* - 0.05.



10.

11.

12.

Egy pékségben szeletelt mazsolas kalacsokat készitenek. Minden negyedik szeletben nincs mazsola. Mennyi
annak a valdszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalaszott szelet kalacsban két mazsola van?

Megoldds: A kalacsban 1évé mazsolak X szama Poisson eloszlast kovet valamilyen ismeretlen A paramé-
terrel. A feladat szdvege alapjan P(X = 0) = 1/4. Felirva az eloszlast kapjuk, hogy e = 1/4, azaz
A= —1In(1/4). Ezek utan kapjuk a keresett valoszintiséget:

(= In(1/4)*

1
PX=2)=7- 2!

Annak a valosziniisége, hogy egy veszélyeztetett cseresznyéskert egy cseresznyéjében két kukac van, kétszer
akkora, mint az, hogy nincs benne kukac. Mennyi annak a val6szintisége, hogy

(a) 20 véletlenszertien kivalasztott cseresznyében nincs kukac?

(b) csak egy kukac van egy cseresznyében?

(¢) 20 cseresznyében Gsszesen 20 kukacot talalunk?
Megoldds: Az egy cseresznyében 1évé kukacok X szama Poisson eloszlast kévet valamilyen ismeretlen A
paraméterrel. A feladat szévege alapjan 2P(X = 0) = P(X = 2). Felirva az eloszlasokat kapjuk, hogy

A = 2. Ezalapjan tehéat ha egy cseresznyében atlagosan 2 kukac van, akkor 20 cseresznyében atlagosan 40
kukac. Azaz a 20 cseresznyében 1évé kukacok Y szama POI(\ = 40) eloszlast kovet.

(a) P(Y =0) =e 40
(b) P(X =1) = e22
(c) P(Y = 20) = 40407

Augusztusi éjszakakon megfigyelések szerint atlagosan 12 percenként észlelhets csillaghullas. Mennyi a
valoszintisége annak, hogy 23 éra és éjfél kozott 4 hullocsillagot észleliink?

Megoldds: Az augusztusi éjszakakon bekovetkezd csillaghullasok szama Poisson eloszlasu valoszintiségi val-
tozonak tekinthet§. Ha atlagosan 12 percenként észlelhetd csillaghullés, akkor a vizsgalt 60 perces id6-
tartamban atlagosan 5 csillaghullads fog bekovetkezni. Azaz ha X-szel jeloljiik a 23 ora és éjfél kozott
bekovetkezs csillaghullasok szamat, akkor X ~ POI(A = 5) eloszlast kovet. Ekkor pedig a kérdés megva-
laszolasédhoz a P(X = 4) valoszintség értéket kell kiszdmolnunk.

54
_ _ .5

Egy konferencian 30 villamosmérndk és 24 informatikus hallgatd vesz részt. Az 54 résztvevébdl 6-ot kiva-
lasztanak, akik egy forumon vesznek részt. Mennyi annak a valoszintisége, hogy legaldbb két informatikus
lesz kozottiik?

Megoldds: Jelolje X a kivalasztott informatikus hallgatok szamét. Ekkor X hipergeometriai eloszlast kovet.
Legalabb két kivalasztott informatikus azt jelenti, hogy 2,3,4,5 illetve 6 informatikus is lehet kozottiik.
Ez tal sok szamolast jelent, igy konnyebb kiszadmolnunk a komplementer esemény valoszintiségét, azaz azt,
hogy legfeljebb 1 informatikus van a kivalasztottak kozott.

P(X>2)=1-P(X<1)=1- (%) (5) 3 () (24

- (¥) (¥)

Egy rozsomak elindul a szamegyenes origojabol. Minden lépésnél 1/2 valoszintiséggel jobbra, 1/2 valoszi-
ntiséggel balra 1ép, az el6z6 lépéseitdl fiiggetleniil. 20 1épés megtétele utan

mennyi annak a valészintisége, hogy a 0-ban van?

(a)
(b)
()

)

(d) mennyi annak a valdszintisége, hogy a (—2)-ben van, ha az utolsé el6tti 1épés utan a (—3)-ban volt?

mennyi annak a valoszintisége, hogy az 1-ben van?

mennyi annak a valoszintisége, hogy a (—2)-ben van?

Megoldds: Jelolje X a rozsomak altal megtett balra lépések szaméat. Ekkor X ~ BIN(20,1/2) eloszlast
kovet.

(a) Akkor és csak akkor lesz a 0-ban, ha a 20 lépése koziil pontosan 10 volt balra lépés, és 10 jobbra lépés.

Azaz o o
20 1 1
P(0-ban van) = P(X = 10) = <10> <2> (2> ~ 0.176.

(b) Paros szamu lépés utan csak paros pozicioban lehet a rozsomék, igy P(1-ben van) = 0.

(c) Akkor lesz a rozsoméak a (—2)-ben, ha pontosan 11-szer 1épett balra, és 9-szer jobbra. Azaz

r(-arbm sy <20 = 10 (B) (1) (2) =016
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15.

16.

17.

(d) Ha az utols6 el6tti lépés utén a (—3)-ban volt, akkor § eséllyel 1ép egyet jobbra, a (—2)-be.
Atlagosan hany mazsolanak kell lennie egy siitiben, ha azt kivanja elérni a cukrasz, hogy egy véletlenszertien
kivalaszott siitiben legalabb 0,99 valoszintiséggel legyen (legalabb egy szem) mazsola?

Megoldds: Az egy szeletben talalhatoé mazsolak szama ismeretlen A paramétert Poisson eloszlasu valoszi-
niiségi valtozonak tekinthets. Igy a kérdés tgy szol, hogy mekkora legyen A ahhoz, hogy P(X > 1) > 0.99
igaz legyen. A valoszintiség kiszamitasahoz at kell térniink a komplementer eseményre, azaz P(X > 1) =
1 —P(X = 0). Ezek utan felirva a fenti egyenl6tlenséget, kapjuk, hogy

1—P(X =0) >0.99

1- e—*%(; > 0.99
0.01 > e
In0.01 > —\
A> —1n0.01 = 4.6

Azaz atlagosan 4.6 mazsolanak kell lennie egy siitiben.

Egy erdében 20 6z él, melyekbdl 5-6t befogtak, megjeldltek, majd visszaengedtek.Kés6bb ebbdl a 20 6zbsl
4-et djra befognak. Mennyi annak a valoszintisége, hogy az tjra befogott 4 6zbdsl pontosan kettd van
megjelolve?

Megoldds: Jelolje X az ujra befogott és megjelolt 6zek szamat. Ekkor X hipergeometriai eloszlast kdvet.
Ahhoz, hogy 2 megjeldlt és 2 nem megjelolt Gzet fogjunk, 2-t kell kivalasztanunk az 5 megjelolt 6zbdl, és
2-t a 15 nem megjeldlt 6zbdl. Ezalapjan

5\ (15
() (5)
20
(%)
A kérdést mashogy is megtdmadhatjuk, ha az id§ visszaforditasaval azt kérdezziik, hogy mennyi a valoszi-

niisége annak, hogy az altalunk fogott 4-bdl 2, és az altalunk nem megfogott 16-bol 3 6z van megjeldlve.
Ekkor a valasz (4) (16) / (250). A binomialis egytithatok kifejtése utan lathatjuk, hogy a két valasz megegye-

P(X =2) = ~ 0.22.

2/\3
zik.

A Kocogj Veliink! mozgalom keretében tavaly futoéversenyt rendeztek a Duna-kanyarban. A palyéat sajnos
kullanccsal fert6zott teriileten at vezették. Kideriilt, hogy a versenyzdék koziil 300-an talaltak magukban
egy, 75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjan becsiiljiik meg, hogy koriilbeliil hanyan indultak a versenyen.
Megoldds: Az egy versenyzében talalt kullancsok X széma Poisson eloszlast, valamilyen ismeretlen A
paraméterrel. Ha n versenyz6 indult, akkor a megadott adatok alapjan kozelitSleg P(X = 1) ~ %, mig

P(X =2)~ %5 A Poisson eloszlas segitségével tehat meg kell oldanunk az

AL, 300
ST
¥, T
2! T on

egyenletrendszert. A masodik egyenletet elosztva az elsével kapjuk, hogy \/2 ~ 1/4, azaz A ~ 1/2. Igy az
els6 egyenlet alapjan kapjuk, hogy n ~ 300e* /A ~ 989.

100 kulcsunk koziil csak 1 nyitja az elSttiink allo ajtot. A sététben nem latjuk, hogy melyik kulcsot
probaltuk mar ki, igy a probalgatasok soran tobbszor is keziinkbe keriilhet ugyanaz a kulcs. Mennyi annak
a valoszintisége, hogy legfeljebb 50 probalkozassal kinyitjuk az ajtot?

Megoldds: Feltessziik, hogy a kulcsok probalgatasat fiiggetleniil és minden kulcsnak egyenld esélyt adva

végezziik. Ekkor minden probalkozéasnal 1/100 valoszintiséggel lesziink sikeresek. Ismét tigy szamolhatjuk

ki a keresett valoszintiséget egyszertibben, ha attériink a komplementer esemény valoszintiségének kiszadmi-

taséra. Az els6é 50 probalkozas nem sikeriil, ha 50-szer nem a megfele6 kulcs akad a keziinkbe. Ennek az
99

esélye (W)SO. Tehat ha X jeloli a provalkozasok szaméat, akkor

99\
P(X <50)=1-P(X >50)=1- (100) ~ (.395.
Ha a kiprébalt kulcsokat félretessziik, akkor legfeljebb 50 prébalkozasra kinyitjuk az ajtot, ha a kulcsok
véletlen kiprobalasi sorrendjében a megfelels kules benne volt az elsé 50-ben. Mivel a véletlen sorrendben
ez a kulcs barhol egyenls eséllyel lehet, a valoszintiség ekkor 50/100 = 0.5 lenne.

Blicc dr minden nap villamossal megy dolgozni, de nincs bérlete, sem jegye. A villamosra minden nap 0, 2
valoszintiséggel szall fel ellendr, és ilyenkor 0, 8 valoszintiséggel elkapja Blicc urat. (Az ellen6ér minden nap
az addigiaktol fliggetlentil donti el, hogy ellendrzi-e aznap Blicc tr villamoséat.)



(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy Blicc trnak "szerencsés hete" van, azaz az 5 munkanap egyikén
sem kell bilintetést fizetnie?

(b) Mennyi annak a valoszintisége, hogy pontosan kétszer kapjak el egy hét munkanapjai alatt?

(c) Feltéve, hogy Blicc urnak "szerencsés" hete volt, mennyi annak a valészintsége, hogy mind az 6tszor
volt ellendr a villamoson?

(d) Mennyi annak a valészintisége, hogy cstitortokon biintetik meg Blicc urat elGszor?

Megoldds: Blicc urat minden nap egymastol fliggetleniil p = 0.2-0.95 = 0.19 valészintiséggel biintetik meg.
Ha X-szel jeloljiik az 6t nap alatti blintetések szamat, akkor X ~ BIN(5,p) eloszlast kovet. Ezért

(a) P(nem kell biintetést fizetnie) = P(X = 0) = (g) -0.199 - 0.81° ~ 0.349
(b) P(kétszer kapjak el) = P(X = 2) = (3) - 0.19% - 0.81% ~ 0.192

(c) Legyen F az az esemény, hogy mind az 6tszor volt ellendr a villamoson, F' az az esemény, hogy Blicc
arnak szerencsés hete volt. Ekkor P(RF) = P(F|E) - P(E) annak a valészintisége, hogy mint az
otszor volt ellendr, de Blice tr mind az 6tszér meguszta a biintetést, P(F)-et pedig az (a) részben
kiszamoltuk. Igy

P(F|E)-P(E)  0.05°-0.2°

= ~92.87-10710,
P(F) 0.349

P(E|F) =

(d) A hét els6 harom napjan Blicc ar nem kapott biintetést, a negyedik napon kapott. Jelolje Y az els6
olyan napot, amikor Blicc urat megbiintették. Ekkor X ~ GEO(p) eloszlast kovet, tehat

P(csiitortokon biintetik el6szor) = P(Y = 4) = 0.81% - 0.19 ~ 0.101.

18. Feltessziik, hogy egy orszagban az ongyilkossagok gyakorisaga havonta és 100.000 lakosonként atlagosan 1
ongyilkossag.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy az orszag egy 400.000-es varosaban 8 vagy tobb ongyilkossag
torténik egy adott honapban?

(b) Mennyi annak a valdszintsége, hogy lesz legalabb 2 olyan honap az évben, amikor a varosban 8 vagy
tobb 6ngyilkossag torténik?

(c) Ha a foly6 honapot szamoljuk az els6 honapnak, mennyi annak a valoszintisége, hogy az elsd olyan
hoénap, amikor 8 vagy tobb ongyilkossag torténik a varosban az i-edik hénap lesz, i > 17

Megoldds: Feltessziik, hogy a lakosok egymastol fliggetleniil, az év barmely idGszakaban egyforma valoszi-
ntiséggel lesznek ongyilkosok.

(a) A 400000-res varosban varhatoan 4 ongyilkossag torténik havonta, ezért az ongyilkossagok X szama
Poisson eloszlasi A = 4 paraméterrel. Ekkor

7
p=PX>8=1-PX<T)=1-> P(X=j)=1-)_
j=0 j=0

(b) Az ilyen hoénapok Y szama az évben BIN(12,p) eloszlast kovet (itt p értéke az (a) részben mér
kiszamoltuk). Tehat

PY>2)=1-PY=0)-PY =1)=

12 12
=1- (0) -0.0511% - (1 — 0.0511)*2 — < ) > -0.0511" - (1 — 0.0511)* ~ 0.123

(¢) Az els6 ilyen honap sorszama egy Z geometriai eloszlastu valoszintségi valtozo a fenti p paraméterrel.
Tehat _
P(Z =1i) = (1 —0.0511)""".0.0511.

19. Egy varosban atlagosan 15 baleset kovetkezik be egy hét alatt. Ezen balesetek 20%-aban sajnos stlyos
sériilés is torténik. Mennyi annak a valoszintisége, hogy

(a) egy hét alatt 13 baleset kovetkezik be?
(b) egy hét alatt 4 stlyos sériilésekkel jaro baleset kovetkezik be?
(c) egy hét alatt 13 baleset kovetkezik be, amibdl 4 silyos sériilésekkel is jar

Megoldds: Jelolje X az egy hét alatt bekovetkezett balesetek szamat, illetve Y az egy hét alatt bekovetkezett
stlyos balesetek szamat. Ekkor mindkét valoszintiségi valtozonk Poisson eloszlast kovet: X ~ POI(15),
Y ~ POI(3).
_ 13
(a) P(X =13) =145
(b) P(Y =4) =33,

4!



(c) P(X = 13,Y = 4) = P(Y = 4|X = I3)P(X = 13) = ¢ 2620 o~151527
Itt a feltételes valoszintségdefinicidja mellett felhasznaltuk azt, hogy az Y|X = 13 valoszintiségi
valtozo6 is Poisson eloszlast kovet A = 2.6 paraméterrel.

20. Van két érmém, az egyik igazsidgos érme, a mésik cinkelt, de rdnézésre nem tudom &Sket megkiilonboztetni
egymastol. A cinkelt érme 3/4 valoszintiséggel mutat fejet. ElGveszem az egyik érmét a zsebembdl, 1/2
eséllyel az igazsdgosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet. A kivilaszott érmét feldobom 30-szor és azt tapasztalom,
hogy 25-sz6r mutatott fejet. Mennyi annak a valoszintsége, hogy a cinkelt érmét vettem els?

Megoldds: Legyen X a dobott fejek szama, C pedig az az esemény, hogy a cinkelt érmével dobtam. Ekkor
a Bayes-tételt hasznélva kapjuk, hogy

P(X = 25|C) - P(C)
P(X = 25|C) - P(C) + P(X = 25|C) - P(
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A megoldésban felhasznaltuk, hogy az (X = 25|C) valdszintiségi valtozéo BIN (30,3/4), mig a (X = 25|C)
valoszintiségi valtozo BIN (30,1/2) eloszlast kovet.

P(C|X = 25) =

325
~ (.9987
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