Villamosmérnok A4
4. gyakorlat (2012. 10. 01.-02.)
Varhaté érték, szoras, moédusz

1. Ap, = %, (k=1,2,3,4) diszkrét eloszlasnak (itt pr, = P(X = k)) mennyi a

b

(a) varhato értéke,

(b)

(¢) masodik momentuma,
)

modusza,

(d) szorasa?
Megoldds: A feladat szovegébol az dertil ki, hogy p1 = 1/30, ps = 4/30, p3 = 9/30 és ps = 16/30.
(a) A varhato értéket a 22:1 kpy, képlettel szamoljuk:

1 4 9 16 10
EX)=1-—4+2- —+3- —+4. — = —
0 307L 30Jr 30Jr 30 3

(b) A mo6dusz 4, hiszen ez a legvaloszintibb érték.

(¢) X2 varhato értéke a Yp_, k2py képlettel szamolhato. Azaz

1 4 9 16 59
E(X*) =1 - —+4-— 21162 =22
(X%) 30 * 30 +9 30 10 30 5
(d) A szorasnégyzet
59 100 31
= 2 — 2 = — — — = —
Var(X) = B(X?) — ((X))? = 2 - 0 = 2

ebbdl a szoras D(X) = 4/ Var(X) = 0.83.

2. Tételezziik fel rendre az 1.750 Ft, 6.500 Ft, 725.000 Ft, 2.000.000.000 Ft fix nyereményeket az 6t6s lotton
2, 3, 4 illetve 5 talalat esetére. 225 Ft-os 6t6s lotté arral szdmolva, egy szelvénnyel fogadva mennyi a
nyereségiink varhaté értéke?

Megoldds: Az, hogy hany taldlatunk van pontosan az 6t6s lotton, hipergeometriai eloszlast. Emlékeztetiil
példaul p; = P(pontosan 3 taldlatom van) = (3) (%) /(7). Ekkor a nyeremény varhat6 értéke:

5
> kpr, = 97.12,
k=2

ahol k értéke most a nyeremények értékevel egyezik meg. Tehat mivel a szelvény ara 225 Ft, igy a ny-
ereséglink varhato értéke —127.88 Ft.

3. Haromszor olyan valdszinii, hogy egy évben két ember sziiletik pontban éjfélkor, mint az, hogy &t.

(a) Mire tippelne, hany ember fog a jov6 év folyaman éjfélkor sziiletni?
(b) Mennyi annak a valészintisége, hogy senki sem sziiletik éjfélkor egy év alatt?

(c) Atlagosan hany ember sziiletik éjfélkor egy év alatt?

Megoldds: Legyen X az a valoszintiségi valtoz6, ami megmondja, hogy az adott évben hany ember sziiletik
éjfélkor. Ekkor X Poisson eloszlast kévet valamilyen ismeretlen A paraméterrel. A feladat szovegéhdl
tudjuk, hogy P(X = 2) = 3-P(X = 5). Felirva az eloszlasokat és megoldva a kapott egyenletet A = 2.7144
adodik.

(a) A mo6duszra érdemes tippelni. A modusz megkereséséhez vizsgaljuk a pr41/pr hanyadost.

A Ak
Pe+1 ¢ TGy A

Pk e_A;‘f—k B k+1

Ezen tort értéke nagyobb mint 1, ha k = 1, és kisebb mint 1, ha k£ = 2. Tehat a moédusz 2.
(b) P(senki nem sziiletik éjfélkor) = P(X = 0) = e~* = 0.0662
(c) Az atlag nem més, mint a varhato érték, azaz A\ = 2.7144.
4. Egy tankor 30 hallgatdjanak mindegyike egymastol teljesen fliggetlentil, 3/4 valoszintséggel jar Valoszintiségszamitas
Oréra.
(a) Atlagosan hanyan vannak jelen?
(b) Melyik létszam a legvaloszintibb?

(c) Mennyi a jelenlevSk szamanak szorasa?



Megoldds: Jelolje X a Valoszintségszamitas oran részt vevék szaméat. Ekkor X ~ BIN(n = 30,p = 3/4)
eloszlast kovet.

(a) Az atlagosan jelen lévek szamat a varhato érték adja: EX = np = 22.5.

(b) A legvalésziniibb létszam a modusz. Ennek megkereséséhez vizsgaljuk a pg1/pr hanyadost.

Pk+1 (13?1) (%)kﬂ (i)n_k_l _ 3(30 - k)

e @@ kel

Ezen tort értéke nagyobb mint 1, ha k& = 22, és kisebb mint 1, ha k = 23. Tehat a modusz 23.
(c) D(X) = \/np(l —p) =+/30-0.75-0.25 = 2.3717.

5. Legyen X egy dobokockaval dobott szam. Mennyi lesz X varhato értéke és szorasa?

Megoldds: A feladat szévegébdl az deriil ki, hogy p1 = p2 = ps = ps = p5s = ps = 1/6. A varhato értéket a
Zizl kpy. képlettel szamoljuk:

1 1 1 1 1 1
E(X)=1-242-243-244-245-246-> =35.
(X) R R S T

A szoéras kiszdmitasihoz sziikségiink van a masodik momentumra, ami a 22:1 k2py. képlettel kaphato:

1 1 1 1 1 1 91
E(X)=1-—+4+4-—+9-—+16--+25-—+36- - = —.
x5 R I R A T

Azaz D(X) = \/E(X2) — (E(X))2 = 1.705 a kockadobds szérasa.

6. Andras és Béla a kovetkezdt jatsszak. Mindketten feldobnak egy dobokockat, majd Andréas annyi forintot
kap Bélatol, amennyi a két kockan 1évé pontok kiilonbségének a négyzete. Béla pedig annyit kap Andrastol,
amennyi a két kockén 1év6 pontok Gsszege. Melyikiiknek kedvez a jaték?

Megoldds: Legyen X a két kockan levs pontok kiilonbségének négyzete. Ekkor po = 6/36, p; = 10/36,
ps = 8/36, pg = 6/36, p1g = 4/36, pas = 2/36, igy a varhatd érték:

1 10 8 6 4 2 35
E(X)=0-—+41-—-+4-—4+9-— 416 — +25- — = —
(X) 36 36 367 36 036 3 6

Hasonloan legyen Y a két kockan 1évs pontok Osszege. Ekkor po = p12 = 1/36, ps = p11 = 2/36, py = p1o =
3/36, ps = pg = 4/36, ps = ps = 5/36, pr = 6/36, igy a varhato érték:

42

1 2 1
EX)=2-—4+3 =+ +12:- — = —.
(X) 36+ 36+ - 36 6

Tehat hosszu tdvon Béla jobban jar.

7. Egy dobozbdl, amiben 4 piros és 6 fehér golyd van, visszatevés nélkiil kihizunk 3 golyot. Jeldlje X a
kihtizott piros golyok szaméat. Hatarozzuk meg X

) eloszlasat,

b) varhato értékét,
) moduszat,

) szorasat!
Megoldas:

(a) X eloszlasa:

OB G 1
0 ’ 10
(5) 10 () 30
(b) A fentiek alapjan a varhato érték:
1 3 1 6
E(X)=0 6—%1-5—1-2-1—0+3-%_g

(¢) A mo6dusz értéke 2.

(d) A szoras kiszamolaséhoz sziikségiink van a masodik momentumra:

1 1 3 1
E(X2Y=0-Z+1-=4+4.— . =9
(X7 06+ 2+ 10+9 30

Azaz D(X) = /E(X2) — (E(X))2 = 0.74 a szorés.



8. Két kockaval dobva mennyi lesz a dobott szamok

(a) nagyobbikanak illetve
(b) kisebbikének varhaté értéke?

Megoldds:

(a) Legyen X a dobott szamok maximuma. Ekkor p; = 1/36, p2 = 3/36, p3 = 5/36, p4 = 7/36, ps = 9/36,
pe = 11/36, igy a varhato érték:

1 3 ) 7 9 11 161
E(X)=1- 2. —4+3 —=4+4- =45 —=+6- - = —.
(%) 36 + 36 + 36 36 * 36 36 36

(b) Legyen X a dobott szamok minimuma. Ekkor pg = 1/36, ps = 3/36, ps = 5/36, p3 = 7/36, p2 = 9/36,
p1 = 11/36, igy a varhato érték:

11 9 7 ) 3 1 9
EX)=1-—=+2- —+3- —=+4-—=+5- 6 - .
(X) 36 * 36 * 36 * 36 * 36 * 36 36

9. Anna és Cili két kockaval jatszanak. Anna akkor fizet Cilinek, ha mindkét feldobott kockan péaratlan szam
szerepel. Cili akkor fizet Annanak, ha pontosan egy kockéval dobnak paros szamot. Ha més eset fordul
eld, egyikiik sem fizet. Milyen pénzdsszegben allapodjanak meg, hogy a jiték igazsigos legyen?

Megoldds: Anna 3 - 1 = 1 eséllyel fizet Cilinek, mig Cili 1 -1 + 1.1 =1 eséllyel fizet Annanak. A jaték
tehat akkor lesz igazsagos, ha Anna kétszer annyit fizet, mint Cili.(példaul Anna 2 petakot, Cili pedig 1
petakot.)

10. 20 ember k6z6tt sorsolnak ki 9 kiilfoldi nyaralast. A 20 személy kozott 12 csalados.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy a 9 nyertes kozott 7 csalddos?

(b) Mi a kisorsolt csaladosok szamanak legvaloszintibb értéke?

Megoldds: Legyen X a nyertes csalddosok szama. Ekkor X hipergeometriai eloszlast kdvet.
(7))
(%)
(b) A legvaloszintibb létszam a modusz. Ennek megkereséséhez vizsgaljuk a pgy1/pr hanyadost.
G (oia)
P () (12-R)O-K)
Pk (s 22 N ) k(k+1)

Ezen tort értéke nagyobb mint 1, ha k = 4, és kisebb mint 1, ha k = 5. Tehat a modusz 5.

(a) P(7 nyertes csalados van) =P(X =7) =

11. Egy cukorkaboltban 10 perc alatt atlagosan 4 ember vasarol.

(a) Varhatéan hanyan vasarolnak egy ora alatt?

(b) Mennyi annak a valészintsége, hogy fél ora alatt legalabb ketten vasarolnak?
Megoldds:

(a) Ha 10 perc alatt atlagosan 4 ember vasarol, akkor 60 perc alatt atlagosan 6 -4 = 24 ember vasarol. A
vasarlok atlagos szdma, pedig nem més, mint a vasarlok varhatd szama.

(b) A fél ora alatt vasarlok X szama Poisson eloszlast kovet A = 3-4 = 12 paraméterrel. Tehat a keresett
valdsziniség:
PX>2)=1-P(X=0)-PX=1)=1-e2—-e'2.12,

12. Két kockat n-szer dobunk fel. Tudjuk, hogy a dupla hatos dobasok szamanak legvaloszintibb értéke 2 (ez
az értek egyertelmi). Mit allithatunk n értékérsl?

Megoldds: A dupla hatosok X szama binomialis eloszlast kovet n és p = 1/36 paraméterekkel. Binomialis
eloszlas esetén a modusz nem més, mint [(n + 1)p|. Igy

2<(n+1) L <3,
. il
- 36
tehat 71 < n < 107. Hogyha n = 71, akkor a médusz nem egyértelmi, két moédusz van, az 1 és a 2
ugyanolyan valészini.

13. Egy iskolai kirandulas soran négy busz széllitja a didkokat. A négy buszban 40, 33, 25 illetve 50 didk
utazik. Véletlenszertien kivalasztunk egy didkot, és legyen X az 6 buszidban utazé Osszes tanuldé szama.
A négy buszsof6r koziil egyet szintén véletlenszertien kivalasztunk, és legyen Y az 6 buszan utazé tanulok
szama.

(a) Mit gondolunk, E(X) vagy E(Y) lesz nagyobb? Miért?



14.

15.

16.

17.

(b) Szamoljuk ki E(X) és E(Y) értéekét!
(c) Szamoljuk ki X és Y szorasat!
Megoldds:

(a) Nagyobb eséllyel vilasztunk egy didkot egy tomottebb buszrol, mig a sof6r valasztédsakot minden busz
egyenld valészint. Ezért X varhatéan nagyobb lesz Y-nal

(b) A feladat szovege alapjan a kovetkezd varhato értékeket kapjuk:

40 33 25 50
E(X)=40- — +33- — 4+ 25 — 4+ 50 — = 39.28
(X) 7 VTR VIR VT ’
1 1 1 1
E(Y)=40-~ 425 - L= =37
(Y) =40+ 433 7 +25- 1 +50. 5 =37

(c) A szorashoz meg kell hataroznunk a masodik momentumokat:

40 33 25 50
2 f— 2 - —_— 2 - —_— 2 - —_— 2 6 —_— =
E(X?) =407 T2 +383% 2o 4+ 257 S0 507 0 = 16254,

1 1 1
E(Y?) =407 = +33%. = +25%. =

1
50% .- = = 1453.5.
4 4 i 4

Ezalapjan a szérasok:

D(X) = VE(X?) — (E(X))? = 9.06,

DY) = E(Y2) — (E(Y))2 = 9.19.

Egy forgalmas utszakaszon, ahol egyébként is szoktak radarozni, fogyelik, hogy 5 perc alatt hany auté 1épi
at a megengedett sebességhatart. Tudjuk, valészintbb az, hogy lesz ilyen aut6, mint az, hogy nem lesz.
Adjon minél élesebb alsé becslést annak a valdszintségére, hogy pontosan 3 autéd lépi 4t a megengedett
sebességhatart!

Megoldds: A sebességkorlatozast megszegék X szama, a nagy forgalom és a gyakori radarozis miatt

Poisson-eloszlast kovet. Tudjuk, hogy P(X = 0) < P(X > 0). Falirva a fenti eloszlasokat kapjuk, hogy
e <1—e? azaz In2 < \. Igy

P(X=3)=e TR

= 0.03.

Statisztikak alapjan sok évre visszamendleg vizsgaltak, hogy julius honapban mi volt a balatoni vitorlésbale-
setek leggyakoribb szama. Ilyen szamnak a 3 ad6dott. Becsiilje meg, hogy legalabb hany év statisztikajat
kellene végightngészni ahhoz, hogy a statisztikdban taldljunk olyan juliust, amikor egyaltalan nem volt a
Balatonon vitorlashaleset.

Megoldds: A juliusi vitorlasbalesetek szama A paraméterii Poisson eloszlast kévet. A modusz 3-nak vehetd,
igy [A\] = 3, tehat 3 < A < 4. Annak a val6szintisége, hogy jiliusban nem torténik vitorlasbaleset:
P(X =0) = e . Az e~ valészintiségti esemény atlagosan e* fiiggetlen megfigyelés alatt kovetkezik be.
Mivel 3 < ), igy e < e*, tehat az atnézends évek szama atlagosan [e?’] = 20.

Egy kisvallalkoz6 3 aut6t tart fenn bérbeadasra. Minden egyes autéra a napi kiadasa 600 tallér, fiiggetleniil
attol, hogy az autét bérbe veszik-e avagy sem. Egy-egy autd napi bérleti dija 7000 tallér. Nagy a kereslet
az autdbérlésre, és ez a villakozas szinte még ismeretlen. Ha naponta dtlagosan ketten kiviannak autot
bérelni, akkor mennyi az iizlet atlagos napi nyeresége?

Megoldds: A kereslet Poisson eloszlasinek tekinthetds, mivel nagy a kereslet és a vallalkozas még kevéssé
ismert. Ha X jelenti a napi nyereséget, akkor

E(X) = p(21000 — 1800) + p (14000 — 1800) + p1 (7000 — 1800) + po(—1800) = 10673, 88,

aholp=1—py —p1 — p2 éspk:e_”k—]:,k:O,l,Z

Hatarozza meg az 6t6s lotton kihtizott szamok nagysag szerinti mésodik legnagyobbikianak moduszat!

Megoldds: Jelolje X a kihtuzott mésodik legnagyobb szamot. Ekkor X eloszlasa a kovetkezs:

pk:P(sz):W, k=4,5,...,89
5

Szokas szerint a médusz meghatéarozasahoz a pr11/pr hanyadost kell vizsgalnunk.

(90—k—1)(})

Dk+1 (%) 90—k -1k
o (90,(2(;;) (90— k)(k—3)

Ezen tort értéke nagyobb mint 1, ha k = 67, és kisebb mint 1, ha & = 68. Tehat a mdédusz 68.



18.

19.

20.

21.

Mosoporvésarlasnal hatféle matricat kell 8sszegytijteni a minden dobozban megtalalhaté matricikbol ah-
hoz, hogy ingyen kapjunk egy doboz moséport. Atlagosan hany doboz moséport kell ehhez vasarolni?

Megoldds: Jeldlje rendre X1, Xo, ..., X azon moséporvéasarlasok szamait, melyek ahhoz sziikségesek, hogy
egy-egy matrica megtalalasa utan tjfajta matricat talaljunk. X; = 1. X, geometriai eloszlast 2 paraméter-
4

rel, ezért varhatd értéke %.Xg is geometriai eloszlast 7 paraméterrel, ezért varhato értéke 7. Xy is ge-
ometriai eloszldsu % paraméterrel, ezért varhaté értéke %. X5 is geometriai eloszlasa % paraméterrel, ezért
varhaté értéke g. X¢ geometriai eloszlasi i+ paraméterrel, ezért varhato értéke 6. Hasznalva a varhato

6
érték linearitasat kapjuk, hogy

6

6 6 6 6

E(X1+X2+~-~+X6)=ZE(Xi):1+5+1+§+5+6:14,7.
=1

Egy tanteremben 10 darab kétiiléses pad talalhaté. 10 fitat és 10 lanyt iltetnek le véletlenszertien. Hany
olyan pad lesz atlagosan, amelyben fit és lany is il?

Megoldds: Tekintsiink egy tetszdleges padot. Annak a valoszintisége, hogy a padon "vegyes par" foglal
helyet, 10/19, mivel barki is il az adott pad bal oldali helyén, még 10 masik nemd és 9 azonos nemi ember
lehet mellette. Legyen X; (i = 1,2,...,10) annak az eseménynek a Bernoulli valtozoja, hogy az i-dik
padnal "vegyes par" il. Ekkor E(X;) =1- % +0- 1% = %. Igy hasznalva a varhaté érték linearitasat
kapjuk, hogy

10

10
E(X1 4+ Xp 4+ X10) = Y _E(X;) =10- g = 5 2632.
=1

(Tétduplazasos rulettstratégia) 2V —1 zseton tékével kezdjiik a jatékot és addig jatszunk, amig nem nyeriink
vagy el nem fogy a tékénk. Elgszor feltesziink 1 zsetont a pirosra. Ha nyeriink, akkor abbahagyjuk a jatékot,
ha veszitiink, akkor tovabb jatszunk és feteszlink 2 zsetont a pirosra. Ha nyeriink, abbahagyjuk a jatékot,
ha veszitiink, akkor feltesziink 4 zsetont a pirosra. Ha nyeriink ledllunk, ha veszitiink, akkor feltesziink 8
zsetont a pirsora stb. Szamolja ki a nyereséglink (veszteségiink) varhato értékét!

Megoldds: Ugy veszithetiink, hogy rendre az elsé N tétet elveszitjiikk. Ennek valoszintsege p?, ahol
p = 19/37. Ekkor veszteségiink Osszege 1 +2 + 4 + --- +2¥-1 = 2N 1. Ha nyeriink, akkor a netto
nyereségiink biztos, hogy 1 zseton. Ez megtorténhet rendre az els6, masodik, ... , az N-dik tét utan. Tehat
a nyerés valészintisége

L=p)+p—p) +p*(L—p)+ - +p" ' (1-p)=1-p".
Ezért nyereségiink varhato értéke:
VY -+ (1 -pY)-1=1-2p".
Ez az érték negativ, hiszen % > %

(Minimalis kockazat rulettstratégia) A jatékhoz Osszesen 1 zsetonra van sziikségiink. Feltessziik példaul
a pirosra az 1 zsetonunkat. Ha veszitiink, akkor abbahagyjuk a jatékot, ha nyeriink, akkor feltesziink 2
zsetont. Ha veszitiink, akkor abbahagyjuk a jatékot, ha nyeriink, akkor feltesziink a pirosra 3 zsetont stb.
Addig jatszunk, amig a fekete vagy a 0 ki nem jon. Irja fel a nyeresés (veszteség) varhaté értékét szumma
alakban!

Megoldds: Legyen N az, hogy hanyszor nyeriink, miel6tt veszitiink. Ekkor a nyereségiink 1 4+243+4---+

N—(N+1)= w Annak valoszintisége, hogy pont N-szer nyeriink, p™ (1 —p), ahol p = %. Ezzel

tehat a varhato nyereségiink

Z (n+ 1)2(n - 2)p”(1 ).

n=0



