Villamosmérnok A4

5. gyakorlat (2012. 10. 08.-09.)
Folytonos valbszintiségi valtozok. Eloszlasfiiggvény, stiriségfiiggvény
fogalma. Egyenletes eloszlas.

1. Van egy mérlegiink, ami két tizedesjegy pontossdggal irja ki kilogrammban, kerekitve, a lemérends targy
tomegét. Feltessziik, hogy a késziilékiink pontosan mér, és utana kerekit. Ha a mérleg altal kiirt értéket
fogadjuk el, mi a valészintisége, hogy a tényleges értéktsl valod tévedésiink

(a) legfeljebb 3 gramm?
(b) legalabb 1 gramm?
(c) tobb, mint 1 gramm, de kevesebb, mint 3 gramm?

Megoldds: A hiba egyenletes eloszlast a [0, 0,005] intervallumon, ennek megfelelGen az eltérés eloszlasfiig-

gvénye F'(z) = 5755 = 2002,0 <z < 0,005. A vélaszok pedig

(a) F(0,003) = 0,6
(b) 1— F(0,001) = 0,8
(¢) F(0,003) — F(0,001) = 0,4

2. Jancsi és Juliska randevit beszéltek meg este 6 6rara. Mindketten elég pontatlanok, de legfeljebb 30 percet
késnek, a taldlka helyszinére val6 érkezési idejiik tehat véletlen, egyenletes eloszlasu a 6 ora és fél 7 kozti
idgintervallumban. Amikor valamelyikiik megérkezik, ha nem talalja ott a masikat, akkor 10 percet véar,
és ha addigra sem érkezett meg a masik, akkor csalédottan hazamegy. Mi a valoszinisége, hogy létrejon a
talalkozo6?

Megoldds: A két ember lehetséges érkezési id6pontjait dbrazoljuk két dimenzioban (lasd a bal oldali dbrat).
A sz6veg szerint a lehetséges idGpont-parok a négyzeten beliil helyezkednek el. A négyzeten beliil bea-
zonosithaté azon pontok halmaza, aminek megfelel6 érkezési idépont-parok esetén a talalkozé létrejon,
nevezetesen akkor, hogyha a két koordinata eltérése maximum 10 perc (vastag vonallal koriilhatéarolt tar-
tomany). Mivel a teljes négyzet teriileten egyenletesen érkezik meg a par, ezért a jo esetek és az Osszes eset

teriiletének ardnya adja meg a valoszintiséget. Megoldas: g.

Juliska Juliska
30p 30p —
10p 10p
Ton 20p Jancsi S Jancsi

1. abra. Jancsi és Juliska feladatok abrai

3. Jancsi és Juliska randevit beszéltek meg este 6 érara. Mindketten elég pontatlanok, de Jancsi legfeljebb 10
percet, Juliska legfeljebb 30 percet késik. Jancsi, amennyiben érkezésekor nem taldlja ott Juliskat, hajlando
még 10 percet varni rd, a lany azonban csak 5 percig var, ha a fiat nem talalja ott. Mi a valészintsége,
hogy létrejon a talalkozd?

Megoldds: Az el6z6 feladathoz hasonldéan beazonosithat6 a "jo esetek" és "Gsszes eset" ardnya, lasd a fenti
&bra jobb oldali részét. Megoldés: %.

4. Egy R sugaru korre radobunk egy r < R sugard kort dgy, hogy kozéppontja a nagy kordn egyenletes
eloszlasu. Mi a valdsziniisége, hogy a kis kor teljes egészében a nagy korre esik?

Megoldds: A nagy korén egyenletes eloszlasi pontot Ggy generdlunk, hogy valasztunk egyenletesen a
[0°,360°] intervallumbol egy ¢ szdget, majd ettdl fliggetlentil a [0, R] intervallumbol egyenletesen egy s
szamot, és a véletlen pontunk az (s, @) polarkoordinaték altal meghatarozott pont lesz. Ha az s pont kiré
most egy r sugart kis kort rajzolunk, az pontosan akkor nem fog kilogni a nagy korbél, hogyha s < R —r,
és mindegy, hogy ¢ mekkoranak adédott. Azaz a keresett valdszintiség Rg’“

=1-%.
5. Mi az (a,b) intervallumon egyenletes eloszlasi X valdszintségi valtozo striiségliiggvénye?
1
—, haa<xz<b
M is: =< b-a
egoldds: f(z) { 0, egyébként

6. Egy kalapacsvets bekotott szemmel hajitja el a kalapacsot, par forgas utéan, véletlenszertien. A sportolot
0° és 300° szog kozott vedshals veszi koriil, amin azonban tatong egy 2 foknyi rés 100° és 102° kdzott.

(a) Mi a valoszintsége, hogy a halé megfogja a kalapacsot?

(b) Mi a valdszintisége, hogy a kalapacs a 2 fokos résen keresztiil kirepiil a védshalon kiviilre?



10.

11.

(c) Feltéve, hogy a kalapacs kir6piilt a védshalon kiviilre, mi a valészintisége, hogy a 2 fokos résen repiilt
ki?

Megoldds:

(a) 228 =0,8278
(b) =2 = 0,0056

360

(c) & =0,0323
A reggeli buszom egyenletes eloszlasi idépontban érkezik 7:30 és 7:40 kozott.

(a) Hanyra menjek oda a megélloba, ha legalabb 80%-o0s esélyt szeretnék arra, hogy elérjem?

(b) Maér késésben vagyok, mikor elindulok otthonrol, és latom, hogy csak 7:37-re fogok kiérni a megélloba.
Gyorsan kitok egy fogadast a lakotarsammal, 100 Ft-ot teszek arra, hogy lekésem a buszt, de azért
mindketten tudjuk, hogy rohanni fogok és odaérek 7:37-re. Mennyit tegyen ellenemben a lakdtarsam,
hogy igazsagos legyen a fogadas?

Megoldds:

(a) Legkéssbb 7:32-re.

(b) 70%, hogy megnyerem a fogadast, tehat a varhato nyereségem 0, 7- 100Ft — 0, 3z, vagyis ahhoz, hogy
igazsagos legyen a jaték, a lakotarsamnak x = 8’5100]5“5 = 233 Ft-ot kell tennie ellenem.

Generalunk két véletlen egyenletes eloszlast szamot egymastol fiiggetleniil a [0, 1] intervallumon.

(a) Mi a kett6 maximumanak strtségfiiggvénye?

(b) Mi a valoszintisége, hogy a nagyobbik szam nagyobb, mint 0,757
Megoldds:

(a) Pmax(X,Y) <z)=P(X <zésY <) =P(X <2)P(Y <z)=2% ahol 0 < z < 1. A metszet
valészintisége a két valtozo fiiggetlensége miatt irhato fel a valdszinilségek szorzataként. Ebbél a
strtsegfiiggvény derivalassal adodik, f(z) = 2z, ahol 0 < z < 1.

1 1
(b) P(max(X,Y) > 0,75) = [ .5 2adw = [2°], . =1-10,75% = 0,4375.

. Vegylink egy félkort, aminek a keriiletére egyenletes eloszlassal dobjunk le egy pontot, majd ezt vetitsiik

le merdlegesen az &tmérdre. Az dtmérén ilyen modon kapott pont milyen eloszlasu?

Megoldds: A félkoron egyenletes eloszlast pontot a (0,7) intervallumon egyenletesen valasztott ¢ szog
hatdrozza meg. Ennek a szognek az eloszlasfiiggvénye P(p < y) = L. Az atmérére vetitett pont elss

koordinataja pedig cos ¢ lesz. Ennek megfelelGen az dtmérdre vetitett X pont eloszlasa (—1 < z < 1):
arccos

F(z) =P(X <z)=P(cosp < x) = P(p > arccosz) =1 — P(p < arccosx) =1 — ,
i

a striiségfiiggvény ennek a derivéltja,

Legyen X egyenletes eloszlasu [0, 1]-en.
(a) MiY = VX stirtségfiiggvénye?
(b) Mi Z = X? stirtiségfiiggvénye?
Megoldds:
(a) F(y) = P(Y <y) = P(\/(X) <y) = P(X <y?) =y% (0 <y < 1), tehat a stiriiségfiiggveny f(y) =
2y, 0 <y < 1.
(b) F(2) = P(Z < z) = P(X? < 2) = P(X < \/(?)) = vz (0 < z < 1), tehat a stirGségfiiggvény f(2) =

1
L 0<z<1).

Lehetnek-e az alabbi fliggvények abszolit folytonos eloszlasa valészintségi valtozok eloszlasfliggvényei? Ha
igen, szamoljuk ki a striiségfiiggvényt és a mediant, valamint a P(0 < X < 1) értéket, ahol X olyan
valoszintiségi valtozo, melynek eloszlasfiiggvénye F'(x).

0, haz <0

(a) F(x) =4 cosz, hal<z <7
1, haz > 3
0, hax <0

(b) F(x) =4 sinz, ha0<z<7T

1, ha z > 5



0, hax<O0
(c) F(z)=<¢ 2%, hal0<z<1
1, haz>1

Megoldds:

(a) Nem, mert monoton cstkken.

(b) Igen, mert monoton ng, derivilhato, az also hatéron 0, a felsén pedig 1. Strtiségfiiggvénye

| cosuz, ha0<m§g
fla) = { 0 egyébként .

Medianja az F(x) = 1/2 egyenlet megoldasa, azaz x = arcsin1/2 = 0,5236. A kérdezett valoszintség
P(0< X <1)=F(1)— F(0) =sin1 —sin0 = 0, 8415.

(c) Igen, mert monoton ng, derivalhato, az als6 hataron 0, a felsén pedig 1. Strtségliiggvénye

Fz) = 2¢, hal0<zx <1
"1 0 egyébként .

Medianja az F(z) = 1/2 egyenlet megoldasa, azaz © = 1/v/2 = 0,7071. A kérdezett valosziniiség
P(0< X <1)=F(1)-F(0) = 1, ami abbdl is kiolvashato, hogy a (0,1) intervallumon van értelmezve,
tehat biztosan 1-nél kisebb.

12. Lehetnek-e az alabbi fiiggvények abszolut folytonos eloszlasi valészintiségi valtozok strtségfiiggvényei? Ha
igen, szamoljuk ki az eloszlasfiiggvényt és a mediant.

_ J sinz, ha -5 <z< 3
(2) flz) = { 0, egyébként
1

o) s ={ 57

hal<z
egyébként

_ J sinz, ha0<z <3
(c) fz) = { 0, egyébként

Megoldds:

(a) Nem, mert felvesz negativ értékeket is.

b) Igen, mert csak nemnegativ értékeket vesz fel és az integralja [~ #~2d = 1. Eloszlasfiiggvénye
g g g 1 gs

1—%7 hax>1
F(“L){O, haxz <1

Medianja az F(z) = 1/2 egyenlet megoldasa, azaz % = 1/2, = = /(2).

(c¢) Igen, mert csak nemnegativ értékeket vesz fel és az integralja [, sinzdz = 1. Eloszlasfiiggvénye

1, ha x> 5
F(z) = l—cosz, ha0<zr <3
0, haz <%

Medianja az F(x) = 1/2 egyenlet megoldasa, azaz 1 — cosx = 1/2, 2 = arccos 1/2 = 0, 6667.

13. Hatéarozzuk meg tgy az A paraméter értékét, hogy az alabbi f(x) fiiggvény siirtségfiiggvény lehessen, és
szamoljuk ki a P(X < 2) valészintiséget.

A
. =, hal<zx
flw) = { 0, egyébként

Megoldds: Az kell, hogy a fliggvény integralja a teljes intervallumon 1 legyen.

A 1 >~ 1
1 T 2 1 2

azaz A = 2 valasztas kell.

14. Az (1, 3) intervallumon egyenletes eloszlasbol sorsolunk tizezerszer, egyméastol fiiggetleniil. Azt tapasz-
taljuk, hogy ezek koziil 9985 érték kisebb lett, mint y, a tobbi pedig nagyobb. Mi a legjobb tippiink ez
alapjan y-ra?

Megoldds: 1+ 19(;‘1)80502 =2,997.




15. A zsebemben van egy ropi. Egyenletesen véletleniil véilasztott pontban kettétérom, majd kivalasztom az
egyik darab ropit, 1/2-1/2 valoszintiséggel a két darab koziil. Mi a valosziniisége annak, hogy annak a
ropidarabnak a hossza, amit most a kezemben tartok, kisebb mint 0,257

Megoldds: Jozan ésszel: 1/2 annak valoszintsége, hogy van olyan darab ropi a ketts kozott, ami kisebb
mint 0,25. Ha ez a helyzet, akkor megint 1/2 annak az esélye, hogy azt a darabot vélasztom ki, amelyik
kisebb, mint 0,25. Tehét a kérdezett valosziniség (1/2)? = 0,25. Képlettel: Legyen az osztépont, ahol
eltérom a ropit, X, és legyen a kivalasztott darab hossza Y. Tudjuk, hogy X eloszlasa egyenletes a (0,1)
intervallumon.

1 1
P(Y < 0,25) :/ P(Y<O,25\X:x)f(x)dx:/ PY <0,25|X =x)-1dx =
0 0

1
P(Y <0,25|X =z)dz —|—/ P(Y <0,25|X = z)dz =
0,75

0,25 ¢ 0,75 1o
:/ fdx—i—/ de—i—/ —dx =0,25.
0 2 0,25 0,75 2

16. A zsebemben van egy ropi. Egyenletesen véletleniil valasztott pontban kettétérom, majd kivalasztom az
egyik darab ropit, a darabok hosszdnak megfelel§ aranya valészintségekkel. Mi a val6szintsége annak,
hogy annak a ropidarabnak a hossza, amit most a kezemben tartok, kisebb mint 0,257

0,25 0,75
/ P(Y <0,25|X = z)dz +
0 0,25

Megoldds: Legyen az osztopont, ahol eltorom a ropit, X, és legyen a kivalasztott darab hossza Y. Tudjuk,
hogy X eloszlasa egyenletes a (0,1) intervallumon.

1 1
P(Y <0,25) = / P(Y<O,25|X:x)f(x)dx:/ PY <0,25|X =x)-1dz =
Jo 0

0,25 0,75 1
/ P(Y < 0,25X = ) da:+/ P(Y <0,25X —a)de+ | P(Y <0,25X = 2) do
0 0,25 0,75

0,25 0,75 1
/ acda:+/ Oda:—i—/ (1 —z)dz = 0,25% = 0,0625.
0 0,25 0,75



