Villamosmérnok A4

7. gyakorlat (2012. 10. 29-30.)
Normalis eloszlas és tulajdonsagai

Azt mondjuk, hogy egy X valdszintiségi valtozd standard normalis eloszlast kovet, ha = € R esetén
O(z)=P(X <x)= L / exp (—2%/2) dz
V2 '

Szimmetria: ®(z) + ®(—z) = 1 (az eloszlasfigggvény értékeit tipikusan tablazatbol nyerjik ki). X strtségfiiggvénye:

olz) = V% exp <x;> (z €R).

X varhato értéke 0, szorasa pedig 1. Az Y := 0 X + p valoszintségi valtozod (4, o) paraméterd normalis eloszlast
kévet, EY = pu, SD(Y) = o, ahol p € R, 0 > 0. Hasonloéan, a Z := exp(cX + u) valosziniségi valtozo (u,o)
paraméterti log-normalis eloszlast kovet, EZ = exp(u + 02/2), SD(Z) = y/exp(0?) — Lexp(pu + 02/2).

. Legyen X standard normaélis eloszlast. Szamoljuk ki a kovetkezd mennyiségeket: P(X < 2.5), P(—-2 < X), P(—1 <
X <52),P(-15< X <19]|X > 0)!

Megoldds: P(X < 2.5) = ®(2.5) ~ 0.9938, P(—2 < X) = 1 = P(X < —2) = 1 — ®(—2) = ®(2) ~ 0.977, P(—1 < X <
5.2) = ®(5.2) — B(—1) = D(5.2) + ®(1) — 1 ~ 0.841, P(—1.5 < X < 1.9| X > 0) = % = 2(®(1.9) — (0)) ~
0.943, mert P(X < 0) = ®(0) = 3.

. Legyen X (u,0) paraméterd normalis eloszlast. Hatarozzuk meg P (1 — 30 < X < u+ 20) értékét!

Megoldas:

P(u—3agxgu+2a):P<—3gX;“§2) = ®(2) — &(—3) = B(2) + ®(3) — 1 ~ 0.976

. Legyen X normalis eloszlast 1.2 varhaté értékkel és 2 szorassal. Szamoljuk ki a kovetkezd mennyiségeket: P(X < 1.5),
P(-10< X),P(-5 <X <8),P(-42< X <11]X <0)!

Megoldds: Mivel X (1.2,2) paraméterdi normalis ezért (X — 1.2) standard normélis eloszlasa. Igy P(X < 1.5) =

B(0.15) ~ 0.56, P(~10 < X) = 1 — P(X < —10) = P(X < 10) = ®(4.4) ~ 0.99, P(-5 < X < 8) = P(~3.1 <
P(—4.2<X

X =12) < 3.4) = B(34) — B(=3.1) = B(3.4) + D(3.1) — 1 ~ 0.998, P(-4.2 < X < 11| X < 0) = K200

3.65(P(X < 0) — P(X < —4.2)) = 3.65(0.274 — &(—2.7)) = 3.65(®(2.7) — 0.726) ~ 0.987, mert P(X < 0) = &(—0.6) =

1 — ®(0.6) ~ 0.274.

. Legyen X normaélis eloszlasu 4 varhato értékkel és 10 szorassal. Milyen a > O-ralesz: P(4—a < X <4+ a) =0.87

Megoldds: Standardizalunk: P(4—a< X <4+4+a) = P(—a/10 < (X —4)/10 < a/10) = ®(a/10) — ®(—a/10) =
29(a/10) — 1 = 0.8, abbgl ®(a/10) = 0.9, ezt a tablazatbol visszakeresve: a = 12.8.

. Egy X valoszintiségi valtoz6 varhato értéke 0, szorasa pedig 1. Melyik esetben valésziniibb, hogy X > %; akkor, ha X

eloszlasa normalis, vagy akkor, ha egyenletes?

Megoldds: Ha X normaélis, akkor P(X > 1/2) =1 — ®(1/2) ~ 0.31. Ha X egyenletes — valamilyen (a, b) intervallumon
2

(a < b) — akkor 0 = EX = %£2 illetve 1 = Var(X) = (b;;) , ebbdl a = —v/3, b = V/3, igy a stirliségfiiggvénye X-nek

=, ha z € (—V/3,v/3) egyébkent 0. Tehat P(X > 1/2) = Y312 ~ 0,36,

. A csokigyarban azt figyelték meg, hogy 1000 tejcsokibol kdriilbeliil 10 csoki témege tér el az elsirttol legalabb 1 g-mal.
Normalist eloszlast feltételezve mekkora a csokik tomegének szorasa?

Megoldds: Jelolje X egy véletlen csoki tomegét, ennek varhato értékét illetve szorasat pedig (u, o). Ekkor

10 X—pn -1 X—p 1
1000 PIX —pl>1)=PX —p<-D)+P(X —-pn>1) IP’( < a>+1 ]P’( . <a>
22P<X_“<1),

o o

amibdl azt kapjuk, hogy

azaz % = 2.58, igy o ~ 0.39.
. Magyarorszagon a férfiak testmagassiga atlagosan 178 cm, 9 cm szoéréassal.

(a) Mennyi annak a valosziniisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott férfi testmagassaga 169 és 187 cm kozé esik?
Mekkora a valoszintisége annak, hogy egy ilyen ember magasabb mint 180 cm?



(b) Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy férfi magasabb 2 méternél?
(c) Mekkora testmagassag alatt van a férfiak 90%-a? Mekkora testmagassag felett van a férfiak 80%-a?

Megoldds: Jelolje X egy férfi véletlen testmagassagat, melynek varhato értéke 178, szorasa 9.
(a)

X-1 X-1
P(169 < X < 187) = IF’(X<187)IP’(X<169)IP’(978 <1> 9(78 <1>

9
— B(1) = (1—B(1)) = 28(1) — 1 ~ 0.68.
P(180 < X < 187) 1 X — 178 X—178 2
P(X > 180]169 < X < 187) — P ) —p(2=18 o 2)) =
(X > 180[169 < X < 187) P(169 < X < 187) 2@(1)—1(( 9 <) ( 9 <9)>
1

- m(@(l) — ®(2/9)) ~ 0.371.

22
) =1— ®(22/9) ~ 0.007.

X —178
IP(X>200):1—P(X<200)=1—IP<9< 5

(c) Keressek azokat az a, b szamokat, melyekre P(X < a) = 0.9, illetve P(X > b) = 0.8. El6bbi esetében:
X —-178 a—178 a—178
P(X =P = =0.
k<o (X i) g (0o
azaz a = 1.28 x 9 + 178 =~ 189.52. Az utobbi esetében tudjuk, hogy b < 178 kell legyen, ezért

IP(X>b)—1]P’<X_9178 < b—9178> —IP’<X_9178 < 1789—b> —<I><1789_b> — 08

azaz b =178 —0.84 x 9 ~ 170.44.

8. Decemberi napokban Budapesten a minimalis hdmérséklet legvalosziniibb értéke 0 °C. A szélsGséges idGjaras nagyon
valoszintitlen: a napok 5%-ban nem mériink +8 °C-nal kevesebbet vagy, hogy épp —8 °C-nal kevesebbet meriink.
Milyen valoszintiségi valtozdval modellezné a minimum hémérsékletet? Mi ennek a varhato értéke, szorasa? Mi annak
a valészintisége, hogy nem mériink 2 °C-nal kevesebbet egy decemberi napon?

Megoldds: Jelolje X egy decemberi napon a minimélis hmérsékletet (Celsius fokban). A miniméalis hémérséklet
normaélis eloszlastnak vehetd (sok kis tényezd eredejé a hémérséklet). Normalis esetben a moédusz egybeesik a varhato
értékkel, azaz X véarhato értéke 0. X szorasa (o) pedig:

g

= 2—2]P’<X_0<8),azaz IP’(X_O<8>:<I><8>=0.975,
g ag g ag g

X-0 8 X-0 -8
005 = IP’(X>8)+]P’(X<—8):1—IP’( <>+IP( <)=
ag g g

igy o = %96 ~ 4.08.
Veégiil:
IP’(X>2)—1—IF’(X<2)—1—IP<XO < 2) =1-—®(0.49) =~ 0.312
B B 408 ~4.08) T
9. Szegeden a maximum hémérséklet junius honapban (is) elég stabilis, sokéves statisztikai adatok alapjan erre a honapra
es6 tipikus maximum hémérséklet 35 °C, 4 °C szorassal. Mi annak a valészintisége, hogy egy nap 42°C-ot is eléri a
hémérs higanyszala? Atlagosan hany napot kell varnunk ahhoz, hogy el tudjunk menni strandra, ha a j6 id6t 40 °C-tol
szamitjuk? A legutobbi junius 31-én jartunk tizedjére strandon (mindig mentiink ha jo volt az id§). Mennyi annak a
valoészintisége, hogy ezt 31 nap alatt tudtuk abszolvalni?
Megoldds: Jelolje X egy juniusi napon a maximalis hémérsekletet (Celsius fokban). X normalis eloszlasi, melynek
varhato értéke 35, szorasa pedig 4.

X-35 7
5 <>:1—<I>(1.75)¢:¢0.04.

]P(X>42):1—]P(X<42):1—]P< i i

A siker — tehat a strandra menés — valoszintisége:
X-3 5

<2) =1-®(1.25) ~ 0.11,
<3 (1.25)

IP(X>40)=1—P(X<40):P(

Az els6 olyan alkalomra vart napok szama, amikor j6 idG volt, geometriai eloszlasi p = 0.11 paraméterrel. Ennek a
varhato értéke % ~ 9.45. Tehat atlagosan 10 napot kell varni ahhoz, hogy el tudjunk menni strandra.

P(31 nap alatt voltunk 10-szer strandon, de junius 31-én voltunk) =
= P(az els6 30 nap alatt voltunk 9-szer strandon és junius 31-én is voltunk) =
= IP(30 nap alatt voltunk 9-szer strandon)P(junius 31-én voltunk strandon) =

30 30
frng (9>p9(1 _p)21 Xp: (9>p10(1 _p)Ql ~ 2.4 X 10—4'



10. Atlagosan 1000 felnstt emberbdl 550 né, 450 pedig férfi. A férfiak testsulyanak a szérasa 10 kg és tudjuk, hogy férfiak

11.

12.

fele 80 kg-nal kénnyebb, mig a n6knél ugyanezen adatok 15 kg, illetve 60 kg. Normalis eloszlast feltételezve, mennyi
annak a valdsziniisége, hogy egy véletleniil valasztott férfi testsilya 70 és 90 kg k6zott van? Mi az esélye, hogy egy né
45 kg-nél kénnyebb? Mi annak a valoszintisége, hogy egy ember testsilya 50 és 100 kg kozott van? Szamitsuk ki a
felnsttek atlag testsulyat!

Megoldds: Jelolje X egy né véletlen testsulyat, illetve Y egy férfiet (kg-ban). Legyen X, illetve Y varhato értéke px,
illetve py. A feladat szovege alapjan: X szérdsa 15, mig Y-é csak 10; tovabba

60 — pux

15

IP(X<60):<I>< o

):0.5:P(Y<80)=<1>(80_“Y>.

Ebbél kapjuk, hogy pux = 60, illetve puy = 80. Ezt szdmolas nélkiil rogton megkaphattuk volna, ha arra gondolunk,
hogy a normalis eloszlas striségfiiggvénye szimmetrikus a varhato értéke koriil (azaz 1/2 suly esik t6le jobbra illetve
balra). Végiil:

P(70 <Y < 90) = P(Y < 90) — P(Y < 70) = ®(1) — ®(—1) = 2&(1) — 1 ~ 0.68
P(X < 45) = &(—1) = 1 — ®(1) ~ 0.16

4
P(50 és 100 kg kozott van egy ember testsilya) = %P@O < X < 100) + %P(E)O <Y < 100) =

= 0.55(P(X < 100) — P(X < 50)) + 0.45(P(Y < 100) — P(Y < 50)) =
= 0.55(®(40/15) — ®(—10/15)) + 0.45(®(2) — ®(—3)) =
— 0.55(®(8/3) + ®(2/3) — 1) + 0.45(D(2) + D(3) — 1) ~ 0.85.

Felnottek atlag testsulya: 0.55E(X) + 0.45E(Y) = 0.55ux + 0.45uy = 0.55 X 60 + 0.45 x 80 = 69.

Megfigyelték, hogy egy napszakban egy metrékocsiban az atlagos utaslétszam 80 f6. Azt is tudjuk, hogy a kocsik 80%-
aban kevesebb mint 100 f6 utazik. Feltételezziik, hogy az utaslétszam (kozelitSleg) normalis eloszlast kovet, mekkora
a valészintisége, hogy az utaslétszam egy kocsiban: 50 fénél kevesebb? 85 és 110 {6 kozott lesz?

Megoldas: Jelolje X a metrokocsiban 1évé emberek véletlen szamat. Felthetd, hogy X normalis eloszldst, melynek
varhato értéke 80, szordsa (o) pedig a kovetkezskbdl adodik:

X —80 20 20
O.8:]P’(X<100):IP< <):<1>(),

g g g

amib6l — tablazat segitségével — azt kapjuk, hogy o = 527 ~ 23.81. Ebbdl

X —80
P(X <50) = IP( 5381 <—1.26>:@(-1.26):1-@(1.26)z0.1,
X —80 X —80
11 = 110) — = 1. — 21 =
P(85 < X < 110) P(X < 110) — P(X < 85) P(23.81 < 26) P(23.81 <02>

$(1.26) — ®(0.21) ~ 0.313.

Az emberek kiilonb6zé életkorban kiilonb6z6 sebességgel bicajoznak: a fiatalabbak gyorsabban, a tapasztaltabbak
kimértebben tekernek. Tegyiik fel, hogy a 15 és 30 év kozotti fiatal atlag 20 km /h-val, 30 és 60 év kozotti kozépkora
atlag 15 km/h-val, mig 60 év felett egyenls eséllyel bicajozik valaki 10 km/h-nal kisebb illetve nagyobb sebességgel.
Mindhérom esetben minden tizedik bringés sebessége tér el az atlagtol legalabb 1 km /h-val. Magyarorszagon a bicajozo
emberek 50%-a fiatal és 10%-a idGsebb mint 60 év. Mi annak a valoszintisége, hogy egy fiatal legalabb 30 km /h-val
teker? Mi az esélye, hogy egy kozépkord kevesebb, mint 10 km/h-val hajt és mi a valoszintsége, hogy egy id6s 5
km /h-val gyorsabban halad? Mi annak a valoszintisége, hogy egy bicajozé sebessége legalabb 15 km/h? Adjuk meg a
bicajozok sebességének eloszlasfiiggvényét és sirtiségfiiggvényét! Szamitsuk ki a bicajosok atlagsebességét!

Megoldds: Jelolje X, Y, illetve Z rendre a fiatal-, kozépkori-, illetve tapasztalt (60 feletti) bringds véletlen sebességét,
ami normaélis eloszlast kovet. X véarhato értéke 20, Y-é 15, mig Z varhato értéke 10 (km/h) (¢ szimmetridja miatt).
A feladat szovege alapjén a szérasokra fennéll, hogy ox = oy = o0z, tehét elegendd az egyiket meghatéarozni:

X -2 1 X -2 -1
0.1 IP>(|X—20>1):IP>< 0>>+IP’< 0<>:

oXx ox ox ox

o) () ()

azaz 0.95 = ®(1/0x), ebbdl ox = 0.61. Kérdésekre a valaszok:

X —-20
0.61

PX>30)—1—P< <16.4>_1—<I>(16.4)z0.

(
P(Y < 10) = &(—5/0.61) = 1 — (8.2) ~ 0.

P(Z >5)=1—®(—5/0.61) = ®(5/0.61) ~ 1.

P(bicajoz6 sebessége min. 15 km/h) = 0.5P(X > 15) 4+ 0.4P(Y > 15) + 0.1P(Z > 15) =
= 0.5(1 — &(=5/0.61)) + 0.4 x 0.5+ 0.1(1 — &(5/0.6)) ~ 0.7.
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Bicajozok eloszlasfiiggvénye, ha x € R:

F(z) = P(egy bicajos sebessége < x km/h) = 0.5P(X < z) + 0.4P(Y < z) + 0.1P(Z < z) =

x — 20 xr—15 xz— 10
5P 4P 1P .
0-5 < 0.61 >+0 ( 0.61 >+0 ( 0.61 )

Bicajosok atlagsebessége: 0.5E(X) + 0.4E(Y) +0.1E(Z) = 0.5 x 20 + 0.4 x 15+ 0.1 x 10 = 17 (km/h).

Egy csokiautomata kis finom csokimazsoldkat gyart és csomagol. A csokimazsoldk csinos csomagolasa elég érzékény,
ezért a gép csak akkor tudja biztonsigosan becsomagolni a csokimazsolat, ha annak tomege 4 és 6 g kozé esik. A
csokimazsolak tOmege normalis eloszlast kovet: a legnagyobb valoszintiséggel 5 g-os csokimazsolak késziilnek. Tovabba
a csokimazsolak 80%-anak a tomege a normaélistol valo eltérése nem haladja meg az 1 g-ot. Mi annak a valdszintisége,
hogy egy csokimazsola tomege 4 és 6 g kozé esik? Atlagosan hany csokimazsolat kell a gépnek legyartani, hogy 400-at
biztonsagosan csomagolni tudjon?

Megoldds: Jelolje X egy csokimazsola véletlen sulyat. A normaélis eloszlas esetében a médusz egybeesik a varhato
értekkel, tehat X varhato értéke 5 (g). X szorédsa (o) pedig:

0.8:IF’(|X—5<1):]P’<X_5<1>—P(X_5<_1>:2<1><1>—17

g g g g g

amibdl kapjuk, hogy 0.9 = ®(1/0), azaz o = 0.78 (g).

X - X -
IP’(4<X<6)IP’(X<6)IP(X<4)IP’< 0785 <1.28> IP( 0785 <1.28> =20(1.28) — 1 ~ 0.8

Ahhoz tehat, hogy 400-at biztonsagosan csomagolni tudjon koriilbeliil n = % = 500-at el kell késziteni.

Egy pékségben minden nap 100 db kenyeret szeretnének legyartani. Ehhez atlagosan 100 kg alapanyagot hasznalnak
fel. A pékek pontos emberek, azonban éjjel ébrednek és hajnalban dolgoznak igy elég almosak ezért atlagosan minden
7-edik kenyér tomege az atlagostol legalabb 10 dkg-mal eltér. Az elkésziilt kenyereknek mi az atlagos tomege és mekkora
a szorasuk?

Megoldds: Mivel 100 db kenyeret gyartanak és ehhez atlagosan 100 kg alapanyagot hasznélnak fel (egyszertiség kedvéért
tegyiik fel, hogy az alapanyagot 100%-ban felhasznaljak), ezért az atlagos kenyértomeg 1 kg. Feltehet6 tovabba, hogy
a kenyértomeg normalis eloszlast, igy ennek a szorédsa (o):

1 X-1 -01 X-1 01 1
7:IP(X—1|>0.1):]P’< <O>+1—IP< <0>=2—2¢><0>,

(o g g g g

azaz 0.93 = ®(0.1/0), ebbdl: o ~ 0.0685 kg, ami 6.85 dkg.

Sok intelligencia teszt normaélis eloszlast kovet, 100 pont varhato értékkel és 15 pont szérassal. Ha ezeknek a teszteknek
és értékelésiiknek hihetiink, akkor az emberiség hény szazalékanak van 95 és 110 pont k6zott az IQ-ja? A 100 pont koriili
mekkora intervallumban van az emberiség 50%-anak az 1Q-ja? Egy 2500 {6s telepiilésen varhatéan hany embernek lesz
125 pont folott az 1Q-ja?

Megoldds: Jelolje X az intelligencia teszt eredményét, ami normaélis eloszlast kovet 100 pont varhato értékkel és 15
pont szoéréssal, igy

P(95 < X < 110)

X-1 2 X-1 -1
]P>(X<110)—]P’(X<95):IP’(100<>—]P’<00<>:

5 3 15 3
2 1
(=) —(1-@(z))=~0378

Tehat az emberiség 37.8%-anak van az 1Q-ja 95 és 110 k6zott.
Meg kell hataroznunk z-et (z > 0) gy, hogy:

X — 100
0.5:P(100—m<X<100+m):2P<15<1$5>—1:2<I>(x)—1,

amibsl ®(x/15) = 0.75, igy « ~ 15 x 0.67 = 10.05. Végiil:

X-1
P(X >125) = 1—IP’(X<125)_1—IP<1500<2)_1—<I>(2> ~ 0.0478

Egy 2500 {6s telepiilésen azoknak a szama, akik 1Q-ja 125 f6lott van binomialis eloszlast n = 2500, p = 0.0478
paraméterrel, tehat atlag 2500 x 0.0478 =~ 119.5 ember rendelkezik 125 feletti IQ-val.

Az 1Q teszteknek még mindig hisziink és tegytik fel (mint el6bb), hogy az eredmény 100 pont varhato értékd és 15
szorasu normalis eloszlast kovet. A teszteket megirt és kiértékelt alanyokat altalaban 3 csoportba szoktak sorolni:
alacsony-, atlagos-, illetve magas intelligenciahdnyadostak. A résztvevsknek rendre 20, 65 illetve 15%-a keriilt a
megfelel§ csoportokba. Hol huztak meg a hatarokat, azaz melyek azok a pontszamok melyek megkiilonboztetik az
egyes csoportokat?
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Megoldas: Jelolje X az 1Q teszt eredményét, ami normadlis eloszldst 100 varhaté értékkel és 15 szérassal. Jelolje a
valasztovonalakat 1 < x2, ezekre a kovetkezbket tudjuk:

X100 1 — 100 100 — 1
2=PX =P =1-® | ———=
02=P(X <) ( 5 - 15 ) ( 15 )

vagyis 1 = 100 — 15 x 0.84 = 88. Végiil az x,:

X —100 29 —100 x9 — 100
85 =P(X =P =9 =
085 = P(X <) = (5500 < 20 g (22200,

vagyis x1 = 100 + 15 x 1.04 = 115.6. Tehat 88 pont alatt az alacsony 1Q-juak, 88 és 115.6 kozott az atlagos 1Q-juak,
mig 115.6 f6lott a magas intelligenciahdnyadostak csoportja hizodik.

Tegyiik fel, hogy egy nagy villamosmérnok évfolyam ZH eredményei normalis eloszlast kovetnek, 62 pont atlaggal és
12 szoérassal.
(a) Mi annak a valosziniisége, hogy egy hallgaté 85 pontnal tobbet szerez?

(b) Azon hallgatd, melynek eredménye a dolgozatok legrosszabb 25%-4ban van automatikusan megbukott. Legalabb
hany pontot kellett szerezniink, hogy ha atmentiink a ZH-n? Egy véletleniil valasztott hallgaté mekkora eséllyel
szerzett a minimum pontszamtol legalabb 10 ponttal tébbet?

(c) Azon hallgatoknak, akik elérték a 70 pontot hany szazaléka érte el a 80 pontot is?
Megoldas: Jelolje X a villamomérnck ZH eredményét, ami 62 pont varhatéd értékii és 12 szérédst, valamint normélis
eloszlas.
(a) P(X >85)=1—-—P(X <85)=1—(1.92) = 0.028
(b) Keressiik z-et (min. pontszam), melyre az kell, hogy: 0.25 = P(X < z) = &((x — 62)/12) =1 — &((62 — z)/12),
amibdl ®((62 — x)/12) = 0.75, azaz x = 62 — 0.67 x 12 ~ 54. Tehat legalabb 54 pontot kellett, hogy szerezziink,
ha atmentiink. Végil: P(X >64)=1—-P(X <64) =1— ®(1/6) ~ 0.434.

()

P(X >80) 1-P(X52<2) 1-d(
P(X>70) 1-P(X252<2) 1-9

Tehat 26.5%-a érte el a 80 pontot is azok koziil akik elérték a 70 pontot.

) ~ 0.265

)

P(X >80|X > 70) =

win|N|w

Kora reggel a mindig tomott négyeshatos megallojaban 2 villamosmérnok hallgaté varakozik: Péter és Miklos. Mind-
ketten ugyanoda, A4 gyakorlatra szeretnének eljutni. A villamosok egymaés utén érkeznek atlagosan 80 ember il rajtuk
és tipikusan 2 perc telik el két villamos érkezése kozott. A villamossal nagyon sok ember is utazhat, azonban minden
tizedik villamoson utazik csak tébb mint 100 ember. A hallgatok szeretnének kényelmesen utazni, ezért csak akkor
széllnak fel, ha legfeljebb 60 ember iil a villamoson.

(a) Ha egyszerre szallnak fel, hanyadik villamossal tudnak elmenni? Atlagosan hany perc alatt érnek be az egyetemre?
(tegyiik fel, hogy az utazas fix 15 perc hosszusagu)

(b) Néha, az els6 olyan villamoson, amire fel tudnanak szallni, megtippelik koriilbeliil hanyan lehetnek. Egészen
pontosan: Miklés azt allitja, hogy nem lesz tobb mint 40 ember rajta, Péter pedig azt, hogy tobb mint 50 ember
lesz rajta. Mi a valészintibb, ki fog elébb elutazni?

Megoldds: Feltehetd, hogy a villamoson {ilgk szama (X) — kozelit6leg — normalis eloszlast kovet 80 ember varhato
értékkel és o szoréssal, ahol

0.1:P(X>100):1—P(X<100):1—P<X_80 <20) :1-@(”)

g g g
amibsl 0.9 = ®(20/0), igy o = 15.625.

(a) A siker valoszintsége: P(X < 60) — a varhato értékre (80) valo — szimmetria miatt éppen P(X > 100), ami 0.1.
Az els6 villamosra — amivel el tudnak menni — valo varakozési id6 geometriai eloszlasti p = 0.1 paraméterrel.
Tehat varhatoan 1 = 10 villamost kell varni ahhoz, hogy végre el tudjanak menni. Mivel 4tlagosan 2 perc telik

el két villamos érlfezése kozott ezért atlagosan 10 x 2 4 15 = 35 perc alatt érnek be.
(b) Miklos esélye:
P(X <40, X <60) P(X <40)

40
P(X < 40| X < 60) = - — 100 —10(1 — ® (2.56) ~ 0.052
(X < 40X < 60) P(X < 60) 0.1 <15.625> (1 - 2(2.56)

Péter esélye:

P(50 < X, X < 60) P(X < 60)—P(X <50
P(X > 50| X <60) = X o6 - 0 ) _

—30
10(0.1-® =10(® (1.92) — 0.9) ~ 0.72
0(0 <15_625>) 0(® (1.92) — 0.9) ~ 0.726

Azaz joval valosziniibb, hogy Péter fog elébb felszallni!



19. Magyar autopalyakon a sebességkorlatozas: 130 km/h. Az elszaporodott balesetek miatt a sebességtullépés fokozottan
biintetett: a fizetendd biintetés ezer forintban tullépett kilometeroranként linearisan névekszik (azaz 10 km /h ttullépés
esetén 10 ezer forintot kell fizetni). Ezért a szabalysértések szama jelentGsen megcsappant, azonban igy is azt tapasz-
taljak, hogy havi atlag 12 autos tullépi a sebességhatart. Tegyiik fel, hogy az autésok sebessége atlag 120 km/h, 15
km /h szérassal.

(a) Mi a valoszintisége, hogy egy véletleniil valasztott autds tullépi a sebességhatart?
(b

) 7 véletleniil valasztott autosbol mi a valosziniisége, hogy pontosan ketten lépik tul a sebességhatéart?
(c) 100 autostol atlag mennyi biintetést szednek be?
)

(d) Atlag mennyi bevételt konyvelhet el honap végén a renddrség?

Megoldds: Az autosok sebessége kozelithets normalis eloszlassal, aminek — a feladat szovege alapjan — a varhaté értéke
120, szorasa 15 (km/h). Ebbdl

(a) P(X >130) =1—-P(X <130) =1 - P (£5320 < 2) =1 - $(2/3) ~ 0.25.

15

(b) 7 (vagy akarhany) autosbol azoknak az autésoknak a szama, akik tullépik a sebességhatért binomialis eloszlasu
p = 0.25 paraméterrel, tehat:

7
P(7-b6l pontosan 2-en lépik tal) = (2>p2(1 —p)® ~0.31

(¢) Legyen
v [ X—130, ha X >130;
10, egyébkent.

Y a fizetendd biintetés véletlen nagysaga (ezer forintban). Ekkor

1 too (z — 120)2>
— z—130)exp ( —~————2 ) dz =
15v/2m /;g=130( ) exp ( 2 x 152

15 [T 2 —120 (z — 120)2> 1 /+°° ( (z — 120)2)
= ex e —— dx — 10 ex e dx =
V2r Ja—130 152 P ( 2 x 152 15v27 Jz=130 P

Lo (] oo (252)-

15 2 2
= — —— | =101 —-® | = ~ 2.2
\/ﬂexp< 9) 0( (3)> 06

ahol az y := (v — 120)/15 dy = dz/15 integral-transzformaciot hasznaltuk.
Azaz 100 autoéstol atlag 100 x 2.2668 ~ 226680 forintot hajtanak be.

(d) Egy honapban atlag 12-en lépik tul a sebességhatart, tehat télikk atlag 12 x 2.2668 ~ 27202 forintot hajtanak be.

EY =

20. Valaszoljuk meg az el6bbi feladat kérdéseit akkor is, ha a fizetend§ biintetés kvadratikusan né kilométeréranként?
(azaz 10 km/h tuallépés 100 ezer forint birsdgot von maga utan)

Megoldds: Az elébbi feladat jeloléseit kovetjiik, az els6 két részre ugyanaz a valasz, a (c), (d) részeknél van csak
valtozas, ezek a kovetkezéek lesznek. Most

v — (X —130)%, ha X > 130;
10, egyébként.

jeloli a biintetés nagysagat (ezer forintban). Ezzel

1 teo —120)?
7/ (z — 130)? exp (—W) dz =
15v27 J2=130 2x15

15 [t x—120 (z — 120)2 15 [T 2 —120 (z — 120)2
= — —120) ——— ) dr - 20—— — -] d
Vo3 G TR < ax15 ) TV e ) L 1 P\ T ek ) T

1 +oo (x — 120)?
102 @ 12007
TN /m:130 P ( 2x 152 )"

15 (x —120)2\]" | oo (z — 120)2
= —— |—(z—120 = 152 4+ 10 = ) da—
V2T { (= ) exp ( 2 x 152 ﬂ =130 + (1574 107) 15v27m /z:130 P 2 x 152 ’
15 [T 2 —120 —120)2
x—120 (_Of)) do =

— 90—
\V4 21 =130 152 2 X 152

15 x 10 2 2 15 2 2 150 2
= e —— | +325 (1 - ( - —20——=¢e —— ) =325(1—-®( - — e —— | ~ 34.1429,
NeT: Xp( 9) < <3>> ez Xp( 9) ( (3>> N Xp( 9)

ahol a 4. egyenlségben parcidlisan integraltunk majd felhasznaltuk az el6z6 feladat (rész)eredményeit is.

Azaz 100 autéstol atlag 100 x 34.1429 ~ 3414290 forintot hajtanak be.

Végiil: egy honapban atlag 12-en 1épik tul a sebességhatart, tehat télik atlag 12 x 34.1429 ~ 409714 forintot hajtanak
be.

EY =




21.

22.

23.

24.

25.

Nemcsak az autopalydkon de a kozutakon is nagyon sok a sebességtullépés. A renddérok altaldban egy hidrol fény-
képezik le a gyants autokat, melyek sebessége normalis eloszlasa 84 km/h varhato értékkel, 5 km/h szorassal. Ha a
sebességhatar 90 km /h, 200 autésbol varhatéan hany fogja tullépni a sebességhatart? Egy atlagos nap a rendérok 40
autost fogtak meg. Hany autdst kellett ehhez lefényképezniiik?

Megoldds: Jelolje X egy véletlen autds sebességét, ami tehat 84 varhato értékd és 5 szorasu normadlis (km/h-ban). A
sebességkorlatozas 90 km /h, tehat annak a valoszintisége, hogy egy autos ezt tullépi:

X -84

P(X>90)=1-P(X<90)=1-P < < 1.2> =1-—®(1.2) =~ 0.885.

Egy autés tehat 0.885 eséllyel 1épi tul a sebességhatart, tehat 200 autosbol varhatéan 200 x 0.885 = 177 fogja tullépni.
Avagy, azoknak az autosoknak a szama, akik tullépik a sebességhatart binomialis eloszlasu, itt n = 200, p = 0.885
paraméterrel, ennek a varhato értéke pedig np.

Ahhoz, hogy egy atlagos nap 40 autést megfogjanak, kériilbeliil n = 22

osss ~ 45.2-sz0r kellett fényképezniiik.

Felhajtunk az autépélyara, az el6bbi feladatok alapjan tudjuk, hogy a sebességkorlatozas 130 km/h. A kezd&sebes-
ségiink 100 km/h, majd ralépiink a gazra, azaz valasztunk egy véletlen gyorsulast 200 km/h? varhaté értékkel és 30
km /h? szorassal. Feltéve, hogy gyorsuldsunk nem haladta meg az 210 km /h?-et, mekkora valoszintiséggel vagyunk még
hataron beliil 10 perc eltelével? Héany perc elteltével 1épjiink le a gazrol ha azt szeretnénk, hogy akkor 95% biztonsaggal
ne fényképezzenek le? (negativ gyorsulas jelentse azt, hogy valami hiba miatt félre kellett allnunk)

Megoldds: Jelolje X a véletlen gyorsulasunkat (km/h%-ben), mely normalis eloszlast; varhato értéke 200, szorédsa 30.
A feladat sz6vege alapjan ¢ id6 elteltével (¢-t mérjiik 6érakban) a sebességiink: 100 + Xt¢ (km/h). tehat:

1 P(X <180, X < 210 P(X < 180
]P’(100+6X<130|X<210) = ( ; ): ( ):

P(X < 210) P(X < 210)
_ PEEE<F) _1-2(F)
P(Xp® <) e(3)

Végiil legyen ¢ az az id6 (6raban), amikor le kell lépjiink a gézrol annak érdekében, hogy még 95%-os eséllyel hatéron
beliil autézzunk, azaz t-re a kovetkezs Osszefiiggés kell, hogy fennéalljon:
200 1 20)

X —
0.95 — P00+ Xt<130)=P (22 1 _2
(100 + Xt < 130) ( 30 7 3

ezt tablazatbol visszakeresve kapjuk, hogy % — % = 1.65, vagyis t = 0.12024 (h), ami koriilbeliil 7.21 perc.

Egy feleletvalasztos felvételi teszt 200 kérdést tartalmaz: minden kérdésnél 4 opcié van, melyekbél pontosan egy helyes.
Azokat veszik fel, akik legaldbb 50 kérdésre helyesen valaszolnak. Tegyiik fel, hogy Véletlen Viktor véletleniil betévedt
a felvételire és minden kérdésnél véletleniil (egyenld valoszintséggel) megjeldl egy valaszt. Mi a valoszintsége, hogy
felveszik?

Megoldds: Ez egy CHT’s feladat: legyen X; Bernoulli valészintiségi valtozd, amely 1 ha Viktor i. kérdésre adott valasza
helyes (ennek valoszintisége 1/4); és 0 kiilonben (ennek az esélye 3/4). Az X, valtozok fiiggetlenek és azonos eloszlastak,
Osszegiik éppen Viktor eltaldlt vilaszainak a szamat adja, ami binomiélis eloszlasi, de mi most a — standardizalt —
Osszeget normélis eloszlassal kozelitjiik. Akkor megy at, ha legalabb 50 kérdésre helyesen valaszol ennek a valdszintisége:

X1+ Xa + -+ Xogo — 2002
S = 1>0)~1-®0)=0.5,
¥3./200

mert E(X;) = 1 és SD(X;) = /E(X?) — (EX;)? = \/g .y

To6zsdén a kovetkezs feltételeket (is) tehetjiik egy részvény dralakuléséra vonatkozoan: ha most kezdiink el kereskedni
egy adott részvénnyel, melynek ara sg, akkor ennek ¢ idé mulva s; = (1 + r)sg-ra valtozik az ara, ahol r normaélis
eloszlast (ez a réata), 0 varhatoértékkel és ¢ szorasnégyzettel (az id6t merjiik években és legyen ¢ < 1). Elkezdiink
kereskedni ezzel a részvénnyel S; = 10000 Ft kezdStSkével, hogyan valtozik idében a t8kénk, milyen modellt irna fel
Sg-re? Mi az eloszlasa Si;-nek? Segitség: tegyik fel, hogy minden t/n hosszisdigi részintervallumban (n nagy) r/n
eloszlisi a rdata novekedése/csokkenése és az egyes részintervallumokban ez egymdstol figgetlendl vdltozik, valamint
kamatos kamattal szamolunk, azaz:

P(X1+X2+---X200250):IP<

S, ~ S (1+£)n

Megoldds: A segitségben tulajdonképpen mar minden le van irva, az utolsé képletben ha elvégziink egy n — +oo
hataratmenetet, akkor azt kapjuk, hogy S; = Sy exp(r), ahol (0, v/t) paraméterti normalis eloszlast, és Sy = 10000,
azaz S; = exp(4log(10) + 7), igy S; — természetes alapt — logaritmusa normaélis eloszlasi (41og(10), v/) paraméterrel,
vagyis S; log-normalis eloszlasi ugyanezzel a paraméterparral.

Hogyan generilna le (i, o) paraméterti normalis eloszlast kovets véletlen valos szamokat a RAND() (VEL()) fiigg-
vénnyel?
Megoldds: Ha U egyenletes eloszlést a (0, 1)-en, akkor ®~1(U) standard normalis, hiszen:

P(®~HU) < z) =P(U < ®(z)) = ®(z) (z € R).

Ebbél 0®~1(U) + p transzformacioval tudunk (u, o) paramétert normalis véletlen szamot gyartani (1 € R, o € RT).
Vesd ossze ezt a feladatot a 9. feladatsor utolso (18.) feladatéval.



