Villamosmérnok A4
8. gyakorlat (2012. 11. 05-06.)

Kétdimenziés valészintiségi valtozok, vetiilet- és feltételes eloszlasok
Egyiittes eloszlasfiiggvény: Az (X,Y) kétdimenzios valoszintségi valtozo (egylittes) eloszlasfiiggvénye:
F(z,y) =P(X <z,Y <y) (z,y € R); tulajdonsagai:

(a) 0 < F(z,y) <1 (z,y € R) és minden valtozojaban: balrdl folytonos, monoton nem-csékkend;
(b) lim F(z,y)= lim F(x,y)=0;
T——00 y——00

(c) lim F(z,y) = 1.
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Egyiittes stirtiségfiiggvény: f(x,y) := 9 (;; (6 v) , amennyiben ez utobbi 1étezik. Ennek tulajdonségai:

(a) 0 < f(x,y) (z,y € R);
+00 +0oo
[ [ flz,y)dedy=1.
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Valoszintiség az egyiittes stirtiségfiiggvénybsl: legyen A C R? egy tetszdleges tartomany, ekkor:

P((X,Y)e A) = / f(z,y)dzdy.

Vetiilet (marginalis) eloszlas- illetve stirtiségfiiggvények: Fx(z) = 111;1_1 F(z,y), Fy(y) = lim F(z,y),
y—+oo
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illetve stirtiségfiiggvényeik: fx(x) = OFx (z), fr(y) = . Ezen utébbiak nem feltétlentil léteznek, de amennyiben

van egyiittes strtiségfiiggvény, akkor i 1gen és:

/fxydy, fr(y /fwy (z,y € R).

Feltételes eloszlas- és strtiségfliggvény: akkor definialt ha léteznek a marginalis strtségfiiggvények, ekkor:

Fxyy(zly) = P(X <z|Y =y) fyl(y) 6Fé(,Z’y), Fyix(ylz) =P(Y <y|X =2) = fxl(x) %. Ha létezik egytittes
stirtiségfliggvény, akkor a feltételes strtiségfiiggvények rendre:
OFxy(zly) _ f(x,y) OFyx(ylz) _ f(z,y)
T = = ) €r) = = ’
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feltéve, hogy fx, fy > 0.
Azt mondjuk, hogy a marginalisok (X és Y) fiiggetlenek, ha F(x,y) = Fx(z)Fy (y). Ugyanez stirtiségfiiggvények-
kel: f(z,y) = fx(z)fy(y) (z,y €R).

Folytonos Bayes-formula:

Ixy (@ly) fy (y)
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Diszkrét kétdimenzios eloszlasok

. Egy urnaban van 7 piros, 6 kék és 5 zold goly6. Kihtzunk visszatevés nélkiil harmat. Legyen X a kihtizottak koziil a
pirosak szama, Y pedig a kékeké. Adjuk meg (X,Y) egylittes eloszlasat, és a peremeloszlasokat!

. El6szor egy (szabélyos) kockaval dobunk, majd annyi (igazsagos) érmével, ahanyast a kockaval dobtunk. Mi a valdszi-
niisége, hogy a kockaval 4-est dobunk és az érmékkel 2 fejet kapunk? Mi a valoszintisége, hogy 5 fejet kapunk? Adjuk
meg az egylittes és feltételes eloszlasokat is!

. Két kockaval dobva, mi a dobott szamok
(a) Osszegének és kiilonbségének;
(b)
(c) Osszegének és kiilonbség négyzetének;
(d)

minimumaéanak és maximumanak;

maximumaénak, illetve 6sszegének;

az egylittes eloszlasa? Fiiggetlenek-e a marginalisok egymastol? Ha nem, szamitsuk ki a P(X =n, Y =m) - P(X =
n)P(Y = m), illetve E(XY) —EXEY értékeét, ahol (X,Y) jeloli a részfeladatoknak megfelels valoszintségi valtozo part.



4. Kockéaval dobva az elsé, illetve masodik paros dobashoz sziikséges id6t jelolje X illetve Xo. Mi az eloszlasa (X7, Xo2)
parnak? Adjuk meg a feltételes eloszlasokat is!

5. A hamis érme p valoszintiséggel mutat fejet, 1 — p valoszintiséggel irast (p # %) Ezt az érmét feldobjuk tizszer és
felirjuk hanyszor dobtunk fejet. Majd ezt a kisérletet — el6bbitdl fiiggetleniil — megismételjiik. Feltéve, hogy Osszesen
7 fejet dobtunk, mi az eloszlasa az els§ kisérletben dobott fejek szamanak?
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. Egy drogériaba érkezé emberek 60%-a ns. Egy adott 6raban atlagosan 10 ember jar a drogériaban. Feltéve, hogy 10
né lépett be az utoébbi egy éraban, mi annak a valoszintsége, hogy még 3 férfi jart ott?

7. Kockaval dobunk addig, amig nem paros szam jon! Ehhez sziikséges dobasok szamat jelolje IV és legyen X az els6 nem
péros dobas értéke. Mi az eloszlasa X-nek, illetve N-nek? Fliggetlen-e X N-t61?7 Adjuk meg az egyiittes eloszlasukat
is!

Folytonos kétdimenzios eloszlasok

oo

. Lehet-e egy (X,Y) par eloszlasfiiggvénye az alabbi fiiggvények koziil valamelyik? Ha igen, adjuk meg az egylittes-
vetiilet- és feltételes stirtiségfiiggvényeket is (amennyiben léteznek)!

(a)
_ J T—exp(=z) —exp(—y) + exp(=(z +y)), ha0<wy;
Flz,y) = { 0, egyébkeént.
(b)
Fla,y) = 1 —exp(—z) —exp(—y) — zexp(—z) + (1 + x) exp(—(x + y)), ha 0 < z,y;
Y= o, egyébként.

()

1, hal<x1<y<ux;
F(z,y) = F(y,z) = ¢ y(1 -y +min(z,1)), ha0<z;0<y<min(z,1);
0, egyébként.

9. Lehet-e egy (X,Y) par egyiittes stirtiségfliggvénye az alabbi fliggvények koziil valamelyik? Ha igen, adjuk meg a
marginalis- és feltételes stirtiségfiiggvényeket is! Filiggetlen-e X Y-t0617

(a) -
f 2e7@ T2 ha 0 <, y;
flay) = { 0, egyébkeént.

(b)

[ 2242y, haO<z<1;0<y<1;
Hay) = { 0, egyébkeént.

(c)
Floy) = 24zy, ha0<z<1;0<y<lés0<xz+y<l;
Y= o, egyébkeént.

10. L&jiik be a C > 0 konstans értékét ugy, hogy az alabbiak stirtiségfliggvények legyenek:

()

[ Czy(l—=z), had<z<1;0<y<],;
ay) = { 0, egyébkeént.

(b)
Flany) = C(y? — 2% exp(—y), ha0<y< +oo; —y < <uy;
=00, egyébként.

Legyen (X,Y) par egylittes stirtiségfiiggvénye f. Fliggetlen-e X Y-t6l? Szamitsuk ki E(XY), EX, EY, Var(X) és
Var(Y) értékeét!

11. Legyen az (X,Y) par egyenletes a (0,0) kozépponttt 2 hosszisagi négyzetben. Mi az eloszlasa X-nek, Y-nak?
Fiiggetlenek-e? Adjuk meg a P(X? + Y2 < 1) értékeét!

12. Egy korbe szabélyos hatszéget rajzolunk. Mi a valoszintisége, hogy a korben egyenletesen valasztott pont a hatszogben
is benne van?

13. Egy véletlen téglalapot ugy szerkesztiink meg, hogy mindkét oldalanak hosszat egymastol fiiggetlenil 0 és 1 kdzott
egyenletes eloszlas szerint valasztjuk. Mi a valoszintisége annak, hogy a téglalap keriilete nagyobb 2 hosszegységnél, és
a tertilete kisebb 1/4 teriiletegységnél?
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Két, egymastol fliggetlen, véletlen szamot generalunk a (0,1) intervallumbol. Mi a valoszintisége annak, hogy a két
szam tavolsiga kisebb, mint a kisebbik szam? A két szam harom darabra vagja a [0, 1] intervallumot. Mi a valoszintisége
annak, hogy a harom részintervallumbol haromszoget lehet szerkeszteni?

Egy mentGaut6 folyamatosan szallit sériiletek két, 10 km-re talalhatd varos k6zott. Minden idépillanatban a ment&kocsi
pozicidja egyenletes eloszlasu a két varos kozott. Egyszercsak egy baleset torténik valahol a két varos kozott. A baleset
helye szintén egyenletes eloszlasu, de fiiggetlen a mentSkocsi pozicidjatéol. Mi annak a valdszintisége, hogy a baleset
helyt6l legfeljebb 1 km-re talalhatoé a mentékocsi?

X1, X5, X3 harom egyenletes eloszlasa véletlen pontot jelol a [0, 3] intervallumbol. Mi annak a valoszintsége, hogy az
Xo pont X, és X3 kozott helyezkedik el?

Legyen X, Y két fiiggetlen, egyenletes eloszlast pont a (0,1)-ben. Mi az eloszlasa U = X + Y-nak és V = X — Y-nak?
Mi az (U, V) par eloszlasa? Fiiggetlen-e U V-t617?

4 véletlen szamot generaltunk a [0, 1] intervallumbol, majd rendeztiik Sket. Mi a rendezett szamok egyiittes strtiségfiigg-
vénye? Mi a mésodik és negyedik legnagyobb szam egyiittes eloszlasa? Adjuk meg a marginalis strtiségfiggvényeket,
hogyan neveztiik az egydimenzios vetiilet eloszlasokat? Feltéve, hogy a méasodik legnagyobb szam legalabb 0.5, mi az
eloszlasa a legnagyobb szamnak?

Egy kisiskolaban harom egymas mellett iils, kiilondsen virgonc gyerek a kicsdngetést kdvetGen felpattant a helyérdl
és kiszaladt az osztalyterembdl a 20 méterre talalhatd biifébe. A négy gyerek véletlen sebessége: Uy, Us, illetve Us
m/s, melyek fliggetlen, egyenletes eloszlast valoszintségi valtozok [0,4]-en. Az osztalyféndk — latva a rendetlenséget
— 5 masodperc utan rajuk szolt, mire a gyerekek azon nyomban megalltak. Mi az els§, masodik, illetve utols6é gyerek
pozicidjanak a striiségfiiggvénye? Mi az els6 és masodik, illetve masodik és harmadik gyerek pozicidjanak egyiittes
strtségfiiggvénye? Mi az els6 és utolso gyerek pozicidjanak egyiittes stirtiségfiiggvénye? Mi az utolsd két gyerek altal
megtett Osszes Ut eloszldsa? Mennyi a gyerekek altal megtett Gsszes ut varhato értéke?

Egy gyarban 5 gép iizemel egy gyartasi sor mentén. Ezek barmelyike id6vel elromolhat, de — koltségkimélés miatt — csak
akkor allitjak le ket és nytulnak hozzajuk, ha mar legalabb 3 gép nem iizemel, ugyanis legfeljebb 2 kiesett gépet még a
maradék tud helyettesiteni. A gépek tizemelési ideje egymastol fiiggetlen, exponencialis eloszlasi, mindannyiszor 1000
ora varhato értékkel. Mi az eloszlasa az els6 elromlo gép miikodési idejének? Es a masodiknak? Mi a strtiségfiiggvénye
az els6 két elromld gép Gsszes miikodési idejének? Mennyi annak az idének az eloszlasa, amig nem kell leallitani Sket,
azaz mig legalabb 3 tizemel? Véarhatdéan hany 6ra milva kell hozzajuk nydlni?

Erika és Ervin randit beszélnek meg este hat orara. Mindketten elég késGsek: késett perceiknek szama egymaéastol fiig-
getlen, egyenletes eloszlasi, legfeljebb azonban 30 percet késnek. Barmikor is érkeznek meg egy véletlen exponencialis
id6t varnak a méasikra 10 perc varhato értékkel. Mi annak a valoszintisége, hogy 6sszejon a randi?

Erika és Ervin még mindig randizni szeretnének, meg is beszélnek egy talalkat djfent este hat o6réra. Erika azonban
valamiért nagyon kés@s tipus, késett perceinek szama egyenletes eloszlasu, legfeljebb azonban 50 percet késik. Ervin,
Erikatol fiiggetleniil, legfeljebb 10 percet késik, szintén egyenletesen. Barmikor is érkezik meg Ervin, roppant kitarto,
ezért az 6 véletlen varakozasi ideje 20 perc varhatoé értékd, mig Erika — ahogy jott Ggy megy is — varhatéan csak
3 percet marad (mindkett$jiiknek exponenciélis 6ra van a zsebében). Mi az esélye annak, hogy sszejon az ahitott
talalka?

Béla és Joska is munkanapokon busszal jar dolgozni. A két jarat — melyre Bélanak, illetve Joskanak kell szallnia
— egymastol fliggetleniil jar. Béla esetében atlagosan 2 percet kell varni, mig Joska altalaban 3 percet var a busz
érkezésére. A furcsa csillagallasoknak is koszonhetSen 6k mindig egyszerre érkeznek meg reggel a buszmegalloba. Mi
az esélye, hogy Joska el6bb széll fel a buszra, mint Béla? Mi a valdszintisége annak, hogy ugyanannyit vartak a buszra?
A két barat hétvégente is szokott buszozni, akkor azonban Béla 10 percet, mig Joska csak 5 percet var atlagosan. Béla
és Joska is a hét Osszes napjan szokott utazni. Mi az esély arra, hogy egy tetsz6leges napon Béla kevesebbet var a
buszra, mint Joska?

Egy telefonkézpontba véletlen id6kozonként érkeznek be a hivasok. Azt tapasztaljak, hogy az operatorok egy oran
beliil 4tlagosan 12 hivéist regisztralnak. Ha tudjuk, hogy fél 6ran beliil 4 hivast kaptak be, mi az eloszlasa az els6
bejovés hivasnak? Es a masodiknak? Adjuk meg az eloszlas- és strtségfiiggvényt is! Mi az egyiittes strtségfiiggvénye
a harmadik és negyedik bejové hivas idépontjanak?

Egy A4-et hallgat6 villamosmérnok hallgaté szeretné megoldani az Osszes kiadott héazi feladatot, azaz mind a hatot.
Akarmelyik is keriil elscként a kezébe azt (egy véletlen) Z; id6 alatt oldja meg. Azonban, ahogy id6ben halad elére a
kivetkezs feladatra mar csak v/Z id6 kell, a harmadikra /Z3, végiil </Z id6 alatt oldja meg az utols6 feladatot, ahol
71,2, ..., Zs fliggetlen, exponencialis eloszlasu valoszintségi valtozok, 1 varhato értékkel. Mi az egyiittes eloszlasa a
masodik és harmadik feladat megoldasahoz kell idének? Mennyi az elsé két feladat megoldasahoz sziikséges Osszes
id6 eloszlasa? Adjuk meg a strtségfiiggvényt! Varhatoan hany perc milva fog végezni az els6 két feladattal? Tudjuk,
hogy 25 perc alatt oldotta meg az els6 két feladatot, mi az els6ként megoldott feladat eloszlésa?

Megjegyzés: ~/Z; tigynevezett oregedd (Weibull) eloszldsi, azaz minél tébbet gondolkodik, anndl kevesebb idd kell mdr
ahhoz, hogy megoldja az adott feladatot.



26. Egy altalanos biztositasi cégnél minden biztositottnak van tgynevezett baleseti paramétere, ez legyen A > 0. Egy
évben egy ilyen egyén baleseteinek szama A varhato értékii Poisson eloszlast kdvet. A cégnél azt a feltevést teszik
meg, hogy egy tjonnan belépett egyén baleseti paramétere gamma eloszlasu (k, «) paraméterrel. Ha ennek az Gjonnan
biztositott egyénnek 5 balesete volt az els6 évben, mi a feltételes stirtisége a baleseti paraméterének? Hatarozzuk meg
az els6 éves baleseteinek varhato szamét!



