Villamosmérnok A4

8. gyakorlat (2012. 11. 05-06.)
Kétdimenziés valdszintiségi valtozok, vetiilet- és feltételes eloszlasok

Egyiittes eloszlasfiiggvény: Az (X,Y) kétdimenzios valoszintségi valtozo (egyiittes) eloszlasfiiggvénye:
F(z,y) =P(X <z,Y <y) (x,y € R); tulajdonsagai:

(a) 0 < F(x,y) <1 (z,y € R) és minden véltozojaban: balrol folytonos, monoton nem-csékkend;
(b) lim F(z,y)= lm F(z,y)=0;
(c) lim F(z,y) =1

r—+00, y—+00

Egyiittes striségfiiggvény: f(x,y) := %, amennyiben ez utobbi létezik. Ennek tulajdonsagai:
(a) 0< f(z,y) (,y €R);
+0o0 +oo

() [ [ fley)dedy=1.

— 00 —O0

Valészintiség az egyiittes striségfiiggvénybdl: legyen A C R? egy tetszéleges tartomany, ekkor:

P((X,Y)e A) = // f(z,y)dz dy.
A

Vetiilet (marginalis) eloszlas- illetve siriségfiiggvények: Fx(z) = lirf F(x,y), Fy(y) = lim F(x,y),
y——+00

r—r+o0
illetve stirdségfiiggvényeik: fx(x) = aFgT(i), frly) = a%y(y). Ezen utobbiak nem feltétleniil léteznek, de amennyiben
van egyiittes siriiségfiiggvény, akkor igen, és:

+o0 +oo
nwzjﬁmmw n@z/fmwM<mmm.

Feltételes eloszlas- és strtségfiiggvény: akkor definidlt ha léteznek a marginalis stiriiségfiiggvények, ekkor:

Fxpy(zly) = P(X < 2|V = y) = 71 )| Fyix(yle) =P(Y < y| X = 2) = e OFlry)  Ha letezik egyiittes

strdségfiiggvény, akkor a feltételes stirtiségfiiggvények rendre:

0 T x 0 T T

feltéve, hogy fx, fy > 0.

Azt mondjuk, hogy a marginalisok (X és Y) fiiggetlenek, ha F(x,y) = Fx(z)Fy (y). Ugyanez stirtségfiiggvények-
kel: f(z,) = fx(2)fy (y) (2, € R).

Folytonos Bayes-formula:

Ixiy (@ly) fy (y)
+oo
L/ Fxiy (@ly) v (y)dy

—0o0

frix(yle) =

Diszkrét kétdimenziés eloszlasok

. Egy urnaban van 7 piros, 6 kék és 5 z0ld goly6. Kihtzunk visszatevés nélkiil harmat. Legyen X a kihtuizottak koziil a
pirosak szama, Y pedig a kékeké. Adjuk meg (X,Y) egylittes eloszésat, és a peremeloszlasokat!

Megoldds: Osszesen 18 golyé van az urnaban. Legyen 0 < n,m < 3, melyekre n 4+ m < 3, ekkor

7\ (6 5
(n) (m) (37n7m)
18 J
(5)
a peremeloszlasok pedig hipergeometrikusak (ezt lehet kbzvetleniil vagy az el6bbi szummazéasaval)

() (55 () (5,)
() (5)

P(X =n,Y =m)=

P(X =n)= P(Y =m)

ahol 0 < n,m < 3.

. ElGszor egy (szabélyos) kockaval dobunk, majd annyi (igazsagos) érmével, ahanyast a kockaval dobtunk. Mi a valoszi-
niisége, hogy a kockaval 4-est dobunk és az érmékkel 2 fejet kapunk? Mi a valészintsége, hogy 5 fejet kapunk? Adjuk
meg az egyliittes és feltételes eloszlasokat is!

Megoldds: Az X (perem)eloszlasa — a kockadobas eredménye — egyenletes az {1,2,3,4,5,6} halmazon. A dobott fejek
szama (Y') fiigg a kockadobés eredményétdl, igy Y | X = i binomiélis n = i, p = 1/2 paraméterrel, ahol 1 < ¢ < 6 egész



szam. Ebb6l az egyiittes eloszlas: P(X = i,Y = j) = P(Y = j|X = )P(X =) = (] 2711 (1 < j < iegész). Azaz
P(Y =j) = Z?:j P(X =4Y =4 = Gij! Z?:j i(i—1)---(i—j+1)27% A masik feltételes eloszlas.

P(X =i,Y=j)  i(i—1)---(i—j+1)27"

P(X=iY=j)= P(YZj) 7Zgzjk(kfl)...(k—jﬁ»l)Q*k.

Tehat a kérdésekre a valaszok rendre: P(X = 4,Y =2) = (3)27%1 = L =0.0625, és P(Y =2) = 5 >0 ,i(i—1)27" =
129><932 = % ~ 0.258.

3. Két kockéaval dobva, mi a dobott szidmok

az egylittes eloszlasa? Fiiggetlenek-e a marginalisok egymastol? Ha nem, szamitsuk ki a P(X =n,Y =m) —P(X =
n)P(Y =m), illetve E(XY) —EXEY értékét, ahol (X,Y) jeloli a részfeladatoknak megfelels valoszintségi valtozod part.

Megoldas: Jelolje U, illetve V' a két fliggetlen kockadobas eredményét.
(a) Ha2 <n <12, =5 <m <5 és n > m, akkor

PU+V=nU-V=m) = P<U—n+2m,v—”2m>_P<U_”+m>P(V_”m>_

{ 35, han+m és n—m is péaros;

0, han+m vagy n —m nem paros.

Nem fiiggetlen U + V az U — V-t6l. Ezt a tényt példaul mutatja az n = 10, m = —5 vélasztas, hiszen ekkor az
egylittes valosziniség: P(U+V =n,X —-Y =m) =0,de P(U+V =n) =1/12é P(U -V = —5) = 1/36.
Hasonléan felithat6 az Osszes ilyen valoszintiség. Végil E(XY) — E(X)E(Y) = E[(U + V)(U — V)] —EU +
V)E(U — V) = 0, mert U,V azonos eloszlast és (U + V)(U — V) = U? — V2 (erre a 9. feladatsorban azt fogjuk
mondani, hogy korreldlatlanok de nem fiiggetlenek).

(b) A két valoszintségi valtozo (min. és max.) egylittes eloszlasa: ha 1 < n,m < 6, akkor

%, ha n = m;
1

P(min(U, V) = n,max(U,V) =m) = { 15, han<m.

0, egyébként;

ebbdl meghatéarozhaté a két marginalis is, amelyek nem lesznek fiiggetlenek! (gondoljuk meg miért, vagy nézziik
meg a 9. feladatsor 2. feladatat)

(¢c) Ha2<n <12,1 <k <5ésn >k, akkor
P(U +V =n, (U ) k?) = IPU—i—V—nU V=k)+PU+V=nU-V=—k) =
n+k n+k
o o .
1 . _
QIP(Un;rk>JP’(Vn ){8 ha2|n+k;2|n—k

1
0 egyébként.
A marglnahsok nem fiiggetlenek, mert példaul: P(U +V =4,(U—-V)? =9) =0, de PU+V =4) = 3 &s
P(U-V)?=9)=PU-V =3)+P(U -V = -3) =22 = L. Tébbi szdmolést lasd 9. feladatsor 2. feladataban.

(d) Ha 1l <m <6 és2 <k <12, akkor

P(max(U, V) =m, U +V = k) = P(max(U,V) = m, max(U, V) + min(U,V) = k) =
=P(max(U,V) =m, min(U,V) =k —m) = P(min(U, V) = n,max(U, V) = m),

ahol n = k —m jelolést hasznéltuk. Ez utébbit pedig mar a (c) részben meghataroztuk. Szamoljuk ki a marginé-
lisokat! Nem lesznek fiiggetlenek, mivel példaul: P(max(U,V) =1,U+V =3) =0, de P(max(U,V) =1) = 3—16 és

P(U+V =3) = 1z. E(XY)—E(X)E(Y) = E(min(U, V) max(U, V)) —Emin(U, V)E max(U, V) +E(min(U, V)?) —
(Emin(U, V))? ~ 0.945 + 1.96 = 2.905, lasd hozzé a 9. feladatsor 2. példajat.

4. Kockaval dobva az elsd, illetve masodik paros dobashoz sziikséges id6t jelolje X illetve X5. Mi az eloszlasa (X7, X3)
parnak? Adjuk meg a feltételes eloszlasokat is!

Megoldds: X, eloszlasa geometriai, a siker valoszintsége: 1/6. Jelolje X| az els és masodik paros dobas kozotti
dobasok szamat. Ez is geometriai és nyilvanvaloan X;-t6l fliggetlen, valamint X7 + X eloszlasa X, eloszlasaval
egyezik meg, tehat, ha 1 < n < m, akkor

5 m—n 11
PXo=m|X1=n)=P(X;+X{=m|X;=n)=PX{=m—-n|X;=n)=P(X]=m—n) = () &



ahol utolso el6tti lépésben hasznaltuk a fliggetlenséget (azért hagyhattuk el a feltételt a valoszintiségbdl). Ebbdl az
egyiittes eloszlas:

m—n-—1 n—1 m—2
5 1/5 1 5 1

ha 1 < n < m; egyébként 0. X5 eloszlasa:

m—1 m—1 5 m—2 1 5 m—2 1
]P’(ngm):ZP(ngm,Xlzn):Z(6> 62:(m—1)<6) ol
n=1 n=1

amin nem lep&diink meg, hiszen ez a jolismert negativ binomiélis eloszlas (varunk a masodik sikerre). Ebbgl a masik
feltételes eloszlas B(X X ) )
=m 1= n
P(X1=n|Xy=m) = 2 -
(X1 =n[Xs=m) P(X, = m) m—1
ahol 1 <n <m — 1, egyébként 0. Azaz feltéve, hogy m. dobésnal dobtunk masodszorra pérosat, az elsé parosdobas
ideje egyenletes eloszlasu {1,2,...,m — 1}-ben. Vesd Ossze ezt a 26. feladattal.

. A hamis érme p valoszintiséggel mutat fejet, 1 — p valoszintséggel irast (p # %) Ezt az érmét feldobjuk tizszer és
felirjuk hanyszor dobtunk fejet. Majd ezt a kisérletet — elgbbitdl fliggetleniil — megismételjiik. Feltéve, hogy Gsszesen
7 fejet dobtunk, mi az eloszlasa az els6 kisérletben dobott fejek szdmanak?

Megoldds: Ez hipergeometrikus eloszlasu lesz. Lassuk: jelolje X az els6 kisérletben dobott fejek szamat (ez (10, p)
binomilis eloszasi), és Y — X-t6l fliggetlen — a masodik kisérletben dobott fejek szamat (ez is (10,p) binomialis
eloszlast). Ekkor a kérdezett valoszintség (p-t6l fiiggetleniil):

. o PX=n,X+Y=T7) P(X =n,Y=7-n) B
P = XY =D = Xy =7 S BX+Y=T|XRPX k)
PX=nPY=7-n) _ Gop (1 =p)' " (;5,)p" "p* " ()65 G)GE)

(%)

7 = 7 Z —r 7 -
Sheo P =T—RP(X =k) Xl (D)™ (1 =p)*()pr (1 —p)0F 50 (2 (5)
ahol 0 < n < 7 és felhasznaltuk X, Y fiiggetlenségét (miért igaz az utolsé egyenlSség?).

. Egy drogériaba érkezé emberek 60%-a né. Egy adott 6raban atlagosan 10 ember jar a drogéridban. Feltéve, hogy 10
né lépett be az utobbi egy érdban, mi annak a valészinisége, hogy még 3 férfi jart ott?

Megoldds: Jelolje M (F) azon férfiak (nék) szaméat akik egy ordban a drogéridban jartak. Természetes, hogy M-et
(és F-et is) Poisson eloszlasunak tekintjiik m (f) paraméterrel, egymastol fiiggetleniil. A feladat szovege alapjan
10=EM +EF =m + f, valamint f = E(0.6(X +Y)) = 0.6(m + f) =6, m = 4. Ezekbdl:

P(X=3,X+Y=10) P(X=3Y="7)

P(X+Y =100  PX+Y=10)

_ %?exp(—4ﬁg%eXp(—6):: (10)4?67
L5r exp(—10) 3 ) 1010

P(X =3|X +Y = 10)

~ 0.215.

Ahol hasznéltuk, hogy két fliggetlen Poisson eloszlast valoszintiségi valtozo Osszege is Poisson eloszlasu (a paramétere
pedig az egyes paraméterek Osszege), ugyanis:

n n n—k mk
IWX+Y:n)::}:MY:n—MMX:Jﬂ:§:Gt%ﬁMM—ﬁ2TmM—m%:
k=0 k=0 ’ ’

= el 3 (L)t = B ot 1)

k
k=0

. Kockaval dobunk addig, amig nem péros szim jon! Ehhez sziikséges dobasok szamat jelolje N és legyen X az els6 nem
paros dobas értéke. Mi az eloszlasa X-nek, illetve N-nek? Fiiggetlen-e X N-t617 Adjuk meg az egyiittes eloszlasukat
is!

Megoldds: Az els6 nem paros dobas (X) értéke: {1,3,5}-bol keriil ki egyenls valoszintséggel. N eloszlasa pedig
geometriai, a siker valoszintsége: 1/2. X N-t6l fliggetlen, hiszen semmilyen informaciot nem ad az a tény, hogy N-
edikre dobtunk nem parosat arra vonatkozéan, hogy mi a nem péros dobés értéke, avagy megforditva: az, hogy az els6
péros dobas mi lett nem befolyasolja azt, hogy ezt hanyadikra dobtuk ki. Emiatt egyiittes eloszlasuk szorzat-eloszlas:

PX=2,N=n)=P(X =2)P(N=n)=— () - (z=13,5n=12..)

Folytonos kétdimenzios eloszlasok

. Lehet-e egy (X,Y) par eloszlasfiiggvénye az aldbbi fiiggvények koziil valamelyik? Ha igen, adjuk meg az egylittes-
vetiilet- és feltételes stirtiségfiiggvényeket is (amennyiben léteznek)!



Flz,y) = { 1 —exp(—z) —exp(—y) + exp(—(x +y)), ha0<z,y;

0, egyébként.
(b)
Foy) = { L~ o(=2) —exp(=y) —wexp(—z) + (1 + z)exp(—(z+y)), ha0<z,y;
= o, egyébkeént.

(c)

1, hal<xz;1<y<ux;
F(xz,y) = F(y,x) =¢ y(1 —y+min(z,1)), ha0<z;0<y <min(z,1);

0, egyébként.

Megoldds:

(a) Igen, ez egyiittes eloszlasfiiggvény: két fiiggetlen 1 paramétert exponenciélis egyiittes eloszlasfiiggvénye; igy a
perem- és feltételes eloszlasok is exponencialisok.

(b) Igen, ez is egylittes eloszlasfiiggvény: fliggetlen (2,1) paraméteri gamma illetve 1 paraméterd exponencialis
egylittes eloszlasfiiggvénye; igy az egyik perem/feltételes eloszlas gamma mésik exponencialis.

(c) Ez nem lehet eloszlasfiiggvény, mert ha az lenne, akkor példaul az Y marginalisanak eloszlasfiiggvénye Fy (y) =
limy 400 F(z,y) =y(1 —y) (0 <y < 1) lenne, ami pedig nem eloszlasfiiggvény (nem monoton).

9. Lehet-e egy (X,Y) par egylittes strtiségfiiggvénye az alabbi fliggvények koziil valamelyik? Ha igen, adjuk meg a
marginalis- és feltételes strtségfiiggvényeket is! Fiiggetlen-e X Y-t6l?

a
() S
(b)
e
() |
TR i
Megoldis:

(a) A nemnegativitas teljesiil, és az integrél is okés, ugyanis (X, Y) fiiggetlen exponenciilis eloszlast valtozok egyiittes
eloszlasa (az egyik 1- a masik 2 paramétert).

(b) Nem lehet egyiittes stirtiségfiiggvény, hiszen: fwl:O fylzo (22 +2y)dady =2 # 1.

(c) Nemnegativitas pipa, integral: [ o [~ " 2daydyds = [, 120(1 — z)2dz = 12(1/2 — 2/3+ 1/4) = 1. X (V)
stiriiségfiiggvénye: fx(r) = 122(1 — 2)? (fy(y) = 122(1 — x)?), ahol 0 < z < 1 (0 < y < 1). Tehat nem
fiiggetlenek, feltételes eloszlasok a f(x,y)/fx(z) illetve f(z,y)/fy (y) hanyadosok adjak.

10. L6jik be a C' > 0 konstans értékét ugy, hogy az alabbiak siriségfiiggvények legyenek:

(a)
[ Caxy(l1—2), haO<z<1;0<y<]I;
fay) = { 0, egyébként.

(b)
Flany) = C(y? — 2% exp(—y), ha0<y< +oo; —y<zx<uy;
Y=o, egyébkeént.

Legyen (X,Y) par egyiittes strtiségfiiggvénye f. Fiiggetlen-e X Y-t617 Szamitsuk ki E(XY), EX, EY, Var(X) és
Var(Y) értékét!

Megoldas:

(a) Kell: 1 = szlzo fyl:() zy(l — z)dydz = C(1/4 — 1/6), azaz C = 12-re f strtségfiiggvény. X és Y fiiggetlen
mert egységnégyzeten vagyunk, marginalis sirtségfiiggvények: fx(z) = 6z(l —z) (0 < z < 1); fy(y) = 2y
(0 <y <1). Ezért E(XY) = EXEY. EX = [,_ 26z(1—x)de = 1/2, EY = [_ y2ydy = 2/3, B(X?) =
oo @ 62(1 — 2) dw = 3/10, E(Y?) = [ ¢ 2ydy = 1/2. Ebb6l Var(X) = 1/20, és Var(Y) = 1/18,

=0
(b) Kell: 1 = ny;OOO f:,y C(y? — 2?) exp(—y) dzdy = 4C/3 fyiooo yexp(—y)dy = 8C, azaz C = 1/8. Y siirtiség-
fiiggvénye fy (y) = y>exp(—y)/3! (y > 0), azaz (4,1) paraméterti gamma eloszlasi (varhato értéke: 4, szorasa:

2), mig X siiriségfiiggvénye: fx(z) = § yJ;O;(yZ — 2%) exp(—y) dy = £((2® + 22 + 2) exp(—z) — 2? exp(—x)) =
(z + 1) exp(—x)/4, ha & > 0; egyébkent pedig fx(z) = % ;:im(yz — 2% exp(—y)dy = (—z + 1) exp(z) /4, azaz



11.

12.

13.

14.

fx(x) = (|z] + 1) exp(—|z|)/4. Vagyis Y X-t6l nem fiiggetlen.

1 e Y 2 2
=3 zy (y° — 2%) exp(—y) dzdy = 0.
y=0 Jr=—y

(rOgzitett y-ra: péaratlan x hatvanyokat integralunk szimmetrikus, origo koriili intervallumon, ezért a 0). Pont
ezért lesz EX = 0, végiil:

+oo  ry
Var(X) = E(X?) = 1/ /7 2 (y? — 2?) exp(—y) dady =

1
= */ y® exp(—y) dy = 4.
30 Jy—o

Legyen az (X,Y) par egyenletes a (0,0) kozépponti 2 hosszisagi négyzetben. Mi az eloszlasa X-nek, Y-nak?
Fiiggetlenek-e? Adjuk meg a P(X? +Y?2 < 1) értékét!

Megoldds: X, Y egyenletes eloszlasu a (—1,1) intervallumban, fiiggetlenek, egyiittes eloszlasuk egyenletes az origd
kozéppontt 2 hossziisag négyzetben (itt 1/4 a strtségfiiggvényének értéke egyébként 0). Igy a P(X2 + Y2 < 1)
valoszintiség két teriilet hanyada; Osszteriilet 2 x 2 = 4, ebbdl az {(z,y), 22 + y*> < 1} korlap teriilete © (kedvezd
teriilet), azaz P(X? + Y2 < 1) = m/4 ~ 0.785.

Egy (egységsugart) korbe szabalyos hatszoget rajzolunk. Mi a valoszintisége, hogy a korben egyenletesen valasztott
pont a hatszogben is benne van?

Megoldds: Mivel az egységsugaru korben egyenletes eloszlas szerint valasztunk pontot, ezért a széban forgd valoszintiség
‘kedvezd teriilet’ per *6sszteriilet’, ahol a kedvezd rész a hatszog teriilete, ami 6 egyenls (1-ségnyi) oldalit haromszog
teriilete azaz 3v/3/2; az Gsszteriilet pedig 7, azaz P(X véletlen pont beleesik a hatszdgbe) = 3v/3/(27) ~ 0.827

Egy véletlen téglalapot gy szerkesztiink meg, hogy mindkét oldalanak hosszat egymastol fiiggetleniil 0 és 1 kozott
egyenletes eloszlas szerint valasztjuk. Mi a valészintisége annak, hogy a téglalap keriilete nagyobb 2 hosszegységnél, és
a teriilete kisebb 1/4 teriiletegységnél?

Megoldds: Jelolje X (V) a téglalap vizszintes (fligg6leges) oldaldnak véletlen hosszat, mindketts egyenletes (0, 1)-ben,
raadasul fiiggetlenek, igy egyiittes siirtségfiiggvényiik az egységnégyzeten ([0, 1] x [0, 1]-en) konstans 1; egyébként zérus.
Azaz a keresett valoszintség

P2X +2Y >2,XY <1/4)= // foxv)(z,y) dedy == // fixvy (@, y) dedy =

2z+2y>2, zy<1/4 0<z<1, 1—z<y<1l/(4x)

1/4 1/(41) 1 1 1
= / / dydz —|—/ / dyde = — —|—/ (1/(4z) =1+ z)dz = —(log(4) — 1) = 0.1.
=0 1-z x=1/4 32 z=1/4 4

Ahol kihasznéltuk, hogy az y;(x) = 1 — = egyenes az yo(x) = 1/(4x) hiperbola alatt halad a pozitiv negyedben (yo
érintSegyenese az x = 1/2 pontban éppen az y;).

Két, egymastol fiiggetlen, véletlen szamot generdlunk a (0,1) intervallumbol. Mi a valoszintsége annak, hogy a két
szém tavolsaga kisebb, mint a kisebbik szam? A két szam harom darabra vagja a [0, 1] intervallumot. Mi a valoszintsége
annak, hogy a harom részintervallumbol haromszoget lehet szerkeszteni?
Megoldds: Jelolje X, Y a két fliggetlen egyenletes pontot a (0, 1) intervallumban. Egyiittes siiriségfiiggvényiik konstans
1 a[0,1] x [0, 1] négyzeten; egyébként zérus. Tehat

2z

1 xT
P(X — Y| < min(X,Y)) = / / Foxry (@ y) dady = / O / oy s / Joxw (@, y) dyde =
)

y=x
|z —y|<min(z,y

1 1/2 1
T 1 1 1 1
= *dx-i—/ xdx—i—/ (l-z)de=~=+=-+-=—.
/x=02 =0 z=1/2 4 8 8 2

Masik megoldas:

Tudjuk, hogy min(X,Y) = (X +Y — | X — Y|)/2. Ezert P(|X — Y| < min(X,Y)) = P3|X — V| < X +Y) = P(Y <
X <2Y)+P(X <Y <2X) =2P(X <Y < 2X), ahol — egyenletes eloszlas lévén teriiletaranyokkal szamolva — utébbi
valoszintség: 1/2 —1/4=1/4 (ez a {(z,y) € (0,1)? |z <y < 2z} haromszdg teriilete per dsszteriilet, ami 1).

Annak a feltétele, hogy a harom részintervallumbol haromszoget tudjunk szerkeszteni az kell, hogy min(X,Y) < 1/2 <
max(X,Y) és max(X,Y) — min(X,Y) < 1/2 (gondoljuk meg ezt), azaz

P (min(X, Y) < % < max(X,Y), max(X,Y) —min(X,Y) < ;) = // Jxyvy(z,y)dedy =

min(z,y)<1/2<max(z,y),
max(z,y)—min(z,y)<1/2

= // fxvy (@, y) dedy + // Jfoxyy(x,y) dedy =
r<1/2<y, y—x<1/2,2<y y<l/2<z,z—y<1/2,2>y

1/2  pat1/2 /2 py+1/2 1/2 1/2 1
/ / dyd:c+/ / dxdy:/ xdx+/ ydy=-+-=-.
= 1/2 y=0 Jz=1/2 =0 y=0 4

| =
| =
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Egy mentGauté folyamatosan szallit sériiletek két, 10 km-re taldlhaté varos kozott. Minden idépillanatban a mentgkocsi
pozicibja egyenletes eloszlasu a két varos kozott. Egyszercsak egy baleset torténik valahol a két varos kozott. A baleset
helye szintén egyenletes eloszlasi, de fiiggetlen a mentSkocsi pozicidjatol. Mi annak a valoszintisége, hogy a baleset
helytdl legfeljebb 1 km-re talalhaté a mentékocsi?

Megoldds: Grafikusan a legegyszertibb megoldani ezt a feladatot, mivel egyenletes eloszlasrél van sz6, kedvez teriilet
per Osszteriilet (ami itt 100) képlettel dolgozunk. A [0,10] x [0,10] négyzetben az y(x) = = + 1 egyenesek &ltal
kozbezart teriilet lesz kedvezs (hiszen pont itt lesz |z —y| < 1). Igy a valoszintség (100 — 9 x 9)/100 = 19/100 = 0.19.
Masik megoldas: (hosszabb, itt integralunk)

Jelolje a mentGauto véletlen helyét: X, ez egyenletes a (0, 10) intervallumban, ettdl fiiggetlen a baleset helye, amit Y
jeldl, és ami szintén egyenletes (0, 10)-en, egyiittes stirtségfiiggvényiik: 155 a [0,10] x [0, 10] négyzeten, kiilonben zérus.

Tehat a keresett valoszintség:
J[ fonte sy = [ / Fox(a,y) dydz =
= y=z—1

|z—y|<1

1 1 10 19
1 2 10 — 1 =,
100 (/m_o(x+ )da:+/m:1 dx+/ng( 0—z+ )dm) 100

X1, X5, X3 harom véletlen pontot jeldl a [0, 3] intervallumbol. Mi annak a valoszintisége, hogy az X5 pont X; és X3
kozott helyezkedik el?

P(X - Y| <1)

Megoldds: A harom véletlen pont legyen fiiggetlen egymastol. Az egyiittes strtiségfiiggvényiik ezért a [0,3]® kockan
1/27; egyébként 0. Ekkor

]P)(Xl < X2 < X3) = /// f(Xl,X27X3)(£E1,x2,JC3) dl’gdl‘gdxl / / / d:EngCQd.Tl
xr1= =0 To2=XI1 r3=T2

0<z1<z2<23<3

(3 —21)> 133 1
—(EQ dl’gd(El 7(21%1 -— = —.
/11 =0 \/912 =1 27 21=0 2 272 x 3 6

Szimmetria miatt
]P(XQ X1 és X3 kozott van) = ]P(Xl < Xo < Xg) +P(X3 < Xo < Xl) = 2]P(X1 < X< Xg) = -

Masik megoldas: (szamolas nélkiil)

Szimmetria miatt: P(X; < X2 < X3) =P(X; < X; < X}), ahol (i, j, k) tetszéleges az (1,2, 3) sorozat egy permutéacioja
(itt azt sem kell feltenniink, hogy [0, 3]-ban vagyunk). Az Gsszes permutaciora az el6bbi valoszintségeket Osszegezve
1-et kapunk ezért valoban P(X; < X5 < X3) = 1/3.

Legyen X, Y két fliggetlen, egyenletes eloszlast pont a (0,1)-ben. Mi az eloszlasa U = X + Y-nak és V = X — Y-nak?
Mi az (U, V) par eloszlasa? Filiggetlen-e U V-t617

Megoldds: Legyen X, Y két fliggetlen véletlen pont (0,1)-bsl. Ha 0 < u <2 és —1 < v < 1, akkor

Y ~
2 2

- U+ v U U w=(utv)/2 .
P(x~ )P (v B50) T (o) fr () =

fx (“”) fy ( > | det (T (u, v))]| dudw,

mivel az attérés (z := (u+v)/2, y := (v — v)/2) Jacobi-méatrixa:

(12 12
I(u,0) = ( /2 —1/2 )
igy |det(J(u,v))| =|—1/2% —1/2%| = 1/2. Azaz fyvy(u,v) =1/2,ha0<u<2és -1 <v<1és0<u+v<2,
0 < u—v < 2;egyébként 0. Azaz (U,V) eloszlasa egyenletes egy négyzeten, melyet a (0,0), (1,1),(2,0), illetve (1,—1)

pontok feszitenek ki.
Marginalis sfirfiségfﬁggvények' ha u < 1, akkor fu(u) = ["_ fwv)(u,v)dudv = u. egyébként (1 < u < 2):

Jowvy(u,v)dudv = ]P’(X—i—qu,X—Y%v):P(qu—’—v Nu—v) =

fu(u) = f , fwvy(u,v) dudv = 2 —u. Ez egy haztetd fiiggvény, aminek u = 1-ben van a cstcspontja. Ugyanennek
a haztetonek az egy egységgel balra toltja adja V sirtségfiiggvényét (gondoljuk ezt meg)! Ebbdl sikidimok teriiletsza-
mitasaval rogtén kijon az eloszlasfiiggvény is.

Avagy anélkiil, hogy tudnank az egyiittes eloszlasfiiggvényt, direktbe is kiszdmithatjuk (analitikusan) mondjuk U el-
oszlasfiiggvényét: ha 0 < u < 1, akkor Fx y(u) =P(X4+Y <u) = fu P(X <u—y)x1ldy = fyu (u—y)dy = u?/2,
ha pedig 1 < u < 2, akkor meg Fx.y(u —f IP’X<u—y)><1dy:fu11dy—|—f J(u—y)dy =
u—14+u@2—u) —1/2+ (u—1)2%/2 = 2u — u2/2 — 1. Mindkét esetben hasznaltuk a teljes Valoszmuseg tételét
meg azt, hogy X, Y striségfiiggvénye (0, 1)-en 1.

Ezért (is) U a V-t6l nem fiiggetlen, de Cov(X,Y) = E(UV) —EUEV =E(X? -Y?) -EU(EX —EY) =0, mert X, Y

azonos eloszlasu.
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4 véletlen szamot generaltunk a [0, 1] intervallumbol, majd rendeztiik Sket. Mi a rendezett szamok egyiittes strtségfiige-
vénye? Mi a masodik és negyedik legnagyobb szam egyiittes eloszldsa? Adjuk meg a marginalis striségfiiggvényeket,
hogyan neveztiik az egydimenzios vetiilet eloszlésokat? Feltéve, hogy a masodik legnagyobb szam legalabb 0.5, mi az
eloszlasa a legnagyobb szamnak?

Megoldds: A 4 fiiggetlen egyenletes szamot jeldlje V := (Uy, Uy, Uz, Uy); egyiittes stirtségfiiggvénytik:

*N *N *N *N —
P(Ul ~$1,U2 ~.T2,U3 ~$3,U4 ~$4) =

4 3 2 1
= <1) dSCl (1> dl‘g (1) d$3 (1> d.’174 = 4! d$1d$2d$3d$47

ha 0 <z < w9, z3 < x4 < 1, egyébként pedig 0.
Masodik és negyedik szam egyiittes eloszlasat megkaphatjuk a fent kijott stirtiségfiiggvény megfelel§ tartomany vett
integralasabol, vagy direktbe hasonldéan az el6bbiekhez is kijon. Az el6bbi utat valasztjuk:

fv(xy, 2, 3, x4) dridrodrsday

Ta xro
f(Ug’UI)(a?Q,le) = // fv($1,$2,$3,$4) d.rldl‘g = / / 4! d.%‘ldl‘g, = 4!$2($4 — .TQ).
0,12 r3=x2 Jx1=0
ha 0 < x5 < x4 <1, egyébként 0.

A marginalis eloszlasok az ugynevezett béta-eloszlasok nevét viselik (ezzel/ilyenekkel mér talalkoztunk/fogunk még
talalkozni), példaul:

1 2
(1 — $2) 4! 2
ng (562) = L4I2 4!1‘2(I4 — 132) dl’4 = 4'1‘2 2 = 1'1'2'562(1 — 562) y

ha 0 < xy < 1, egyébként 0. Ebbél Uy eloszlasfiiggvénye: Fy;(z2) = 1 — (1 — 29)% — 429(1 — 22)3, ha 0 < 5 < 1.
Vegiil meghatarozzuk a F(x) := P(U;y < x|Us > 1/2) valoszintséget (x rogzitett (1/2,1)-beli szam). Az el6z6ekbdl:
P(Us > 1/2) = 1 — Fy; (1/2) = 1/16 + 1/4 = 5/16. Tehat

PU; <z,Us >1/2 16
_ PU; 2 /2) _ / fwyz v (@2, 24) drodzy =

F — - -
(z) P(U3 > 1/2) s A
Ty <T,T2

16 [* @4 16 s 16, .,
=— UNro(xy — 29) dooday = — (1= 3z4 + 4ay)dey = —(2* — 32%/2 4+ 2 — 3/16).
5 fE4:1/2 I2:1/2 1‘4:1/2 5

Egy kisiskoldban harom egymas mellett iilg, kiilonosen virgonc gyerek a kicséngetést kovetGen felpattant a helyérdl
és kiszaladt az osztilyterembdl a 20 méterre talalhato biifébe. A négy gyerek véletlen sebessége: Uy, Us, illetve Us
m/s, melyek fiiggetlen, egyenletes eloszlasa valoszintségi valtozok [0,4]-en. Az osztalyfénok — latva a rendetlenséget
— 5 masodperc utan rajuk szolt, mire a gyerekek azon nyomban megalltak. Mi az elsd, masodik, illetve utols6 gyerek

........

megtett Osszes it eloszlasa? Mennyi a gyerekek altal megtett Gsszes ut varhatod értéke?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: Z; := 5U; (masodperc), ahol i = 1,2,3. Z; tehat az i. gyerek altal
megtett ut (5 masodperc alatt). Z;’k fiiggetlen, azonos, egyenletes eloszlastak a [0, 15] intervallumban (miért?)

Z3 stirtiségfiliggvénye:

!

Fz:(23) = P(Z3 < 2z3) = P(mind a harom pozici6 (0, 23)-ba esik) = 155"

ha 0 < z3 < 15. Hasonléan hatadrozhaté meg a maradék Z;’k eloszlasfiiggvénye is.
Nem szamoljuk ki az Gsszes gyerekpéar egyiittes strtségfiiggvényét, csak egyet, a tobbi hasonl6an szamolhatd, tehat

* * 3 V) 2 dZQ ]. ng
fiz;.z;)(22, 25) dzpdag = P(Z3 = 20, Z3 ™ 25) = (1> 15 <1> 15 (1> 15

ha 0 < zp < z3 < 15; dzadzs-mal osztva, majd veliik O-ba tartva adodik a sirdségfiiggveny, ami f(z; z:)(22,23) =
TTOTTT 788 22-
Az utolso két gyerek altal megtett Gsszes ut eloszlasa:

30

3! min(z,15) 1 L2 ' .
fZSJng (Z) = f(Z;,Z;)(Z - Z3,Z3) dz3 = 1753 /23_2/2 (Z _ 23) dzg = W (4 _ (Z B mln(z7 15)) ) _
23:()
22 )
B {451007 3,2 ha <2< 15
i35 (—225 4302 — 22%), ha 15 < z < 30;

egyébként ez a stirtiségfiiggvény 0.
A hérom gyerek altal megtett Osszes ut varhatod értéke pedig: Z7 + Z5 + Z5 = Z1 + Zs + Zs valdszintségi valtozo
vérhato értéke, ez meg 3 x 12 = 22.5 (m).



20. Egy gyarban 5 gép iizemel egy gyartasi sor mentén. Ezek barmelyike idével elromolhat, de — koltségkimélés miatt — csak
akkor allitjak le 6ket és nytulnak hozzajuk, ha méar legalabb 3 gép nem iizemel, ugyanis legfeljebb 2 kiesett gépet még a
maradék tud helyettesiteni. A gépek iizemelési ideje egyméstol fliggetlen, exponencilis eloszlasti, mindannyiszor 1000
ora varhato értékkel. Mi az eloszlasa az els6 elromlo gép miikddési idejének? Es a masodiknak? Mi a stirtiségfiiggvénye
az els6 két elromld gép Gsszes miikodési idejének? Mennyi annak az idének az eloszlasa, amig nem kell leallitani 6ket,
azaz, mig legalabb 3 {izemel? Varhatéan hany éra mulva kell hozzajuk nytlni?

Megoldds: Jelolje az egymastol fiiggetlen (exponencialis) munkaidsket: X7, Xo, X3, X4, illetve X5. Az els§ elromlo gép
munkaideje: X7 := min(X7, Xo, X3, X4, X5). Ennek eloszlasa:

]-_FXi“(x) = P(min(Xl,Xz,X37X4,X5) Z.f):P(Xl Zx,Xg ZZL',X;; 2%,X4ZI,X5 23:):
= P(X; > 2)P(Xy > 2)P(X3 > 2)P(Xy > 2)P(X5 > z) = exp(—5 x 1000z),

ha x > 0, egyébként 1. Elsbb hasznaltunk fliggetlenséget és azt, hogy az X;’k azonos 1/1000 paraméterd exponencia-
lisok voltak. Azaz az els6 elroml6 gép munkaideje X is exponencialis eloszlast 5/1000 paraméterrel (200 6ra varhato
értekkel). Masodik elromlé gép munkaidejének (legyen ez X3) eloszlasa:

1 — Fxs(r) = P(X; > x)=P(legfeljebb egy gép romlik el (0,z)-ben) =
— (g) (exp(—2/1000))” + (f) (1 — exp(—2,/1000)) (exp(—z,/1000))* .

Ebbsl:
Fx;(x) =1+ 4exp(—5x/1000) — 5 exp(—4z/1000),

ha x > 0 egyébként 0; ennek a derviiltja lesz a stirtségfiiggvény, amit kbzvetleniil is kiszamithatunk, nevezetesen:

fx;(x)der = P(X5 ~x)=P(pont 1 max. z ideig él, 1 (z,r + dz)-ben romlik el, 3 min. x + dx ideig él) =

= () 00 ) (o (i) 0) (o () -

5! T 1 4x 3dx
= 2 (mep (- E)) exp [ ) (1= 282 ) g
113! ( eXp( 1000)) 1000 eXp( 1000) ( 1000) .

dz-szel osszunk le, majd tartsunk vele a 0-ba, igy kapjuk, hogy

Fo@) = L (22 (176 (,L))
X\ = 111311000 P\ 1000 *P\" 1000/ /)

Az els6 két gép elromlasi idejének egytittes sirtségfiiggvénye:

fxr xp) (1, 22) dridre = P(XT = 21, X5 = 22) = P (els6 elromld gép (v1, 71 + do1)-ben,

a masodik (za,x2 + das)-ben hal meg, a maradék 3 pedig legalabb x5 + das ideig él) =
5 1 X 4 1 T2 3 o + dl‘g 3
= ()= exp (2L ) d —exp (- d S
(1) 1000 P ( 1000) . (1> 1000 P ( 1000) 2 (3) (eXp ( 1000 ))
. 5! 1 ox T + 4xo 1_ 3dxs A de
= 1113110002 P 1000 1000 )

ha 0 < x7 < 9 < 4005 kiilénben zérus. Osszunk le el6bb dzidxs-vel, majd tartsunk veliik 0-ba kapjuk a stirtiségfiigg-
vényt. Vegyiik észre, hogy persze X7 nem fiiggetlen X;-t6l, ami a fentiekbdl is latszik. Ellendrizziik tovabbé, hogy
ennek az egyliittes siriségfiiggvénynek a marginélis strtségfiiggvényei valéban a fent kiszamoltakkal egyeznek meg.
Ebbdl az els6 két elromld gép Osszes miikddési idejének stirtiségfiiggvénye:

—+o0 x
. « 20 T — o + 4x
Ixpex;(@)de =P(X] + X5 = z) = / foxp xp (@ = w2, 22) dz e = 155 / exp (—13002> dz dzy =

z2=0 To=x/2

_2 (_L)@ oxt (=% Y o (=27 V) de e oo (2 Y (oxn (27 2 1) de
=705 P\ 1000/ 3 P\ 72000 P\ 77000 ~ 150 P\ T 1000 P{ 2000 :
ha = > 0, egyébként 0.

Legyen X3 a harmadiknak elromlé gép mtikddési ideje. Az utolso el6tti kérdés ennek az eloszlasara vonatkozik:

1— Fx;(z) = P(X3 > x) = P((0, z)-ben legfeljebb 2 gép romlik el) =

= (8) (exp(—2/1000))° + <51)> (1 — exp(—2/1000)) (exp(—a/1000))* + (;) (1 — exp(—2,/1000))? (exp(—z/1000))*> .

Ebbél az eloszlasfiiggvény:
Fx;(z) =1 —exp(—52/1000) — 5(1 — exp(—z/1000)) exp(—4x/1000) — 10(1 — exp(—2/1000))? exp(—3z/1000).

Ennek a striiségfiiggvénye:

3 6 3
Ix:(x) = 100 exp(—5x/1000) — 100 exp(—4x/1000) + 100 exp(—3x/1000).
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Végiil meghatarozzuk X3 varhat6 értékét:

. Hoo 3 6 3
E(X3) /ac:O x (100 exp(—5x,/1000) — 100 exp(—4x/1000) + 100 exp(—3x/1000)> dz =

3 10002 6 10002 3 10002
= —— — — = 1200 — 3750 + 3333.3 = 783.3.
100 52 100 42 + 100 32 +

Erika és Ervin randizni szeretnének este hatkor. Mindketten elég késGsek: késett perceiknek szama egymastol fiiggetlen,
exponencilis eloszlast, 30 perc varhato értékkel. Barmikor is érkeznek meg egy 10 percet varnak a masikra. Mi annak
a valészintisége, hogy Osszejon a randi?

Megoldds: Jelolje Erika, illetve Ervin késett perceinek szamat X, illetve Y; mindkett exponencialis 1/30 paraméterrel.
Ekkor

+oo —+o00
P(X§Y§X+10):/ P(X§Y§X+10|X:x)fx(a:)dx:/ Pl <Y <24 10)fx(z)dx =
x=0 =0
+oo T z+10\\ 1 T 1
= /1:0 <eXp (—3—0) — exp (— 30 )) 30 &P (—3—0) de=...= 5(1 —exp(—1/3)) = 0.14,

ahol a teljes valosziniiség tételét hasznaltuk meg a fliggetlenséget.
E kett&bol: P(6sszejon a randi) = P(X <Y < X+10)+P(Y < X <Y +10) =2P(X <Y < X+10) = 1—exp(—1/3) =
0.28.

Erika és Ervin randizni szeretnének este hatkor. Mindkettejiik késett perceinek szidma egymastoél fiiggetlen, exponen-
cialis eloszlasu, Erikdnak 40 perc, mig Ervinnek 10 perc varhaté értékkel. Barmikor is érkeznek meg Erika legfeljebb
5 percet var, mig Ervin maximum 10 percig tiirelmes. Mi annak a valészintisége, hogy 0sszejon a randi?

Megoldds: Ujfent jelolje Erika, illetve Ervin késett perceinek szamat X, illetve Y'; mindketts exponenciélis elébbi 1 /40-,
utébbi 1/10 paraméterrel. Ekkor

+00 Foo
P(X§Y§X+5):/ IP’(XSYgX—i—lO\X:x)fX(x)dm:/ Pla <Y <24 10)fx(z)dx =
=0 z=0
Heo x x+5 1 x 4
_ i _ —_ N = ... ==(1- -1 =~ 0.094
/ho (eXp( 40> exp( 40 ))106"‘)( 10) de 5 (1~ oxp(=1/8)) ~ 0.094,

—+oo —+o0
P(stswlm:/ P(Y§X§Y+10|X=af)fy(y)dy=/ Ply < X <y +10)fy(y)dy =
Yy

y=0 =0

“+o0
= exp|—=) —exp | — —exp(——=)dy=...= (1 —exp(—1)) = 0.126,
/y_o ( ( 10) ( 10 40 ( 40) 5

Mindkét valészintiség kiszamitasdban hasznéltuk a teljes valészintiség tételét valamint XY fiiggetlenségét.
E kett6bol: P(dsszejon a randi) =P(X <Y < X +5)+P(Y < X <Y +10) = 0.22.

Erika és Ervin ismét randit beszélnek meg este hat 6rara. Mindketten elég késGsek: késett perceiknek szama egy-
mastol fliggetlen, egyenletes eloszlasu, legfeljebb azonban 30 percet késnek. Barmikor is érkeznek meg egy véletlen
exponencialis id6t varnak a mésikra 10 perc varhato értékkel. Mi annak a valészintsége, hogy 6sszejon a randi?

Megoldds: Elészor meghatarozzuk, hogy mennyi a p(z) := P(X <Y < X + z) valoszintiség minden 2z € RT rogzitett
szamra, ahol XY fliggetlen egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozok a (0,30) intervallumban. Nyilvan ha z > 30,
akkor p(z) =  egyszeri szimmetria miatt. Ha 0 < z < 30, akkor a (0,30) x (0, 30) négyzeten beliil - egyenletes eloszlas
léevén — a kedvez$ teriilet nagysdga: az yi(x) = =z, illetve az ya(x) = = + z (z rogritett) egyenesek altal (négyzeten
beliil) kozrezért teriilet nagysaga: 30%/2 — (30 — 2)?/2. Tehét p(z) = (302 — 22/2)/30%, ha 0 < z < 30 egyébként meg
1/2, azaz ha Z mindentdl fliggetlen exponencialis eloszlasu valtozo 1/10 paraméterrel, akkor

<X +2) /ﬂo()le ( Z)d ! /30 300 — 2 e ( Z>d+
= zZ)—exp|—— ) dz= ——— z—— |exp(——) dz
= o P10\ 10 10 % 302 /., 2 )P\ 10

30

1 [t1 z 130 2 1 z 1
= Cexp(—Z) dr= o (_7) d —7/ 2 (_7) dz + —10exp(—3) =
10 /2,:30 2eXp< 10) *=300 ) _, 2 ("10) ¥~ 15000 /_, * O (T1p) 42 gp10exp(=3)

100 — 400exp —3 2000 — 17000 exp(—3) exp(—3) 2 1
= _ = - — — ~ .2
300 18000 T g T goP(=3)~023

=
>
IN
~

Szerepek szimmetrikussaga (és fiiggetlenség) miatt: P(X <Y < X47) =P(Y < X <Y +Z), vagyis P(Gsszejon a randi) =

WX <Y <X+Z)=4/9+2exp(—3)/9 ~ 0.46.

Erika és Ervin még mindig randizni szeretnének, meg is beszélnek egy talalkit ujfent este hat 6rara. Erika azonban
valamiért nagyon késGs tipus, késett perceinek szdma egyenletes eloszlasi, legfeljebb azonban 50 percet késik. Ervin,
Erikatol fiiggetleniil, legfeljebb 10 percet késik, szintén egyenletesen. Barmikor is érkezik meg Ervin, roppant kitarto,
ezért az & véletlen varakozasi ideje 20 perc varhaté értékd, mig Erika — ahogy jott gy megy is — varhatéan csak
3 percet marad (mindkettGjiiknek exponenciélis 6ra van a zsebében). Mi az esélye annak, hogy Osszejon az dhitott
talalka?
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Megoldds: Az el6z feladat megoldasahoz sziikséges lépéseket kovetjiik. ElGszor meghatéarozzuk, hogy mennyi a p(z) :=
P(X <Y < X + 2), illetve a ¢(z) := P(Y < X <Y + 2) valoszintiség minden z € RT rogzitett szamra, ahol X,Y
fiiggetlen egyenletes eloszlast valészintségi valtozok, elébbi (0, 50)-en, utébbi (0, 10)-en.
Ha z > 10, akkor p(z) = P(X <Y < 10) = 50/500 = 1/10, mivel ez egy haromszog teriilete per az Osszteriilet
a (0,50) x (0,10) téglalapon. Ha pedig 0 < z < 10, akkor — ugyancsak teriiletek hanyadabol adodik a — p(z) =
(100/2 — (10 — 2)2/2) /500 = 2/50 — 22,/1000.
Hasonloan, ha z > 50, akkor ¢(z) = 1 — p(z) = 9/10, ha 0 < 2 < 40, akkor ¢(z) = z/50, egyébként pedig — ha
40 < z < 50, akkor — p(z) =1 — (50 + (50 — 2)?/2) /500 = —8/5 + 2/10 — 22/1000. Most legyen Z;, Z> exponencialis
valoszintségi valtozok, el6bbi 1/3, utobbi 1/20 paraméterrel. Az el6bbiekbdl adodik, hogy

+oo

1 z 1 /19 /2 22 z
PX<Y<X+27Z)= - (_7)(1:, Z (_,)d
(X =Y =sX+2) /Z:O pizlgexp (3 ) dz 3/Z_0(50 1000) exp{~3) et

+1/+OO ! ( Z) d L (21 — 41 exp(=10/3)) + — exp(—10/3) ~ 0.0426
— — X Z = ... — ex — X — ~ U. .
3)._,107P\73 = 500 P 10 P

Valamint:

oo 1 1 [0 2 1 [t 9

p(y§X§y+ZQ):/Z: ()%exp( 220) dz:% Z:O%exp( 20) dz+2—0 Z SOE xp( 20) dz +

0
+1 50 8+z 22 <Z>d
— i exp|—=—)dz=...=
20 /.o \ "5 710 1000) P20

= %(1 —3exp(—2)) + % exp(—5/2) + 10( 2exp(—5/2) + 8exp(—2)) ~ 0.3574.

Tehat: P(Gsszejon a randi) =P(X <Y < X+ Z1) + P(Y < X <Y + Z5) = 0.0426 + 0.3574 = 0.4.

Béla és Joska is munkanapokon busszal jar dolgozni. A két jarat — melyre Bélanak, illetve Joskanak kell szallnia
— egymaéstol fiiggetleniil jar. Béla esetében atlagosan 2 percet kell varni, mig Joska altalaban 3 percet var a busz
érkezésére. A furcsa csillagallasoknak is koszonhetGen 6k mindig egyszerre érkeznek meg reggel a buszmegalloba. Mi
az esélye, hogy Joska elgbb szall fel a buszra, mint Béla? Mi a valoszintisége annak, hogy ugyanannyit vartak a buszra?
A két barat hétvégente is szokott buszozni, akkor azonban Béla 10 percet, mig Joska csak 5 percet var atlagosan. Béla
és Joska is a hét Osszes napjan szokott utazni. Mi az esély arra, hogy egy tetszéleges napon Béla kevesebbet var a
buszra, mint Joska?

Megoldds: A busz érkezések kozott eltelt id6t exponencialis valdszintségi valtozokkal modellezziik. Munkanapokon
(hétvegén) Béla buszanak paramétere 1/2 (1/10), Joska esetében ez 1/3 (1/5), percekben szamolva. X (Y) jeloli azt
az id6t amennyit Bélanak (Joskanak) kellett varni az els6 buszra. Ekkor a keresett valoszintiség

+oo
P(Y > X, munkanap) = // foxvy (@, y dxdy—/ / fexp( x/2) exp(—y/3) dydx =

y>ax
1 [ree 1o[tee 1
= = exp(—x/2) exp(—x/3)dz = - exp(—z/2) exp(—z/3)dz = —.
2 z=0 2 =0 15
Az, hogy ugyanannyit vartak 0 valdszintiségi, mivel folytonosak a valdszintiségi valtozoink.
14 22 1
P(X <Y)= E;]P’(X <Y,, munkanap) + 7]P’(X <Y,, hétvége) = §15 + 73 = g,
mivel:
“+oo “+oo 1 1 “+oo
P(X <Y, hétvége) = ... = / / m exp(— x/l()) exp(—y/5) dady = 3/ exp(—y/10) exp(—y/5)dy = =
y=0 Ja=y y=0

Egy telefonkézpontba véletlen id6kozonként érkeznek be a hivasok. Azt tapasztaljak, hogy az operatorok egy oéran
beliil atlagosan 12 hivéist regisztralnak. Ha tudjuk, hogy fél 6ran beliil 4 hivast kaptak be, mi az eloszlasa az els6
bejovs hivasnak? Es a méasodiknak? Adjuk meg az eloszlas- és strtségfiiggvényt is! Mi az egyiittes stirtiségfiiggvénye
a harmadik és negyedik bejévs hivas idGpontjanak?

Megoldds: Két hivas kozott eltelt id6 exponenciélis (A paraméterrel), és ezek egymaéstol fiiggetlenek. Ezért az egy éran
beliil bejové hivasok szama Poisson eloszlast, mivel az atlag — egy érara vonatkozdéan — 12, ezért A = 12. Jelolje X; az
i — 1. és 4. hivas kozott eltelt id6t, ezek tehat fiiggetlen exponencialisok 1/12 varhato értékkel, azaz az els6 kérdésre a
vélasz:

Ixirx i xaWlo)fx (@) fx,(y—2)fx,(x) _ Aexp(=Ay —z))Aexp(-Az) 1

fX1 \X1+X2(:E | y) fX1+X2(y) - fX1+X2(y) - )\ y eXp( )‘y) - ;

ha 0 < z < y, egyébként 0. Tehat X;|X; + Xo feltételes eloszlas egyenletes! Hasonléan szdmolhaté ki, hogy a
méasodik hivas feltételes eloszlasa is egyenletes, az el6bbi levezetésben az 1-es indexeket 2-esekre kell cserélni, de a
striségfiiggvények képletei nem valtoznak.

A harmadik és negyedik bejovs hivas id6pontjanak egyiittes eloszlasa:

JOX+ X0+ X5, X0+ X0+ X5+ X4) (T, Y) = Fx0 4 X0+ Xa+X4 | Xa+ X0+ X5 (Y[ 2) (X1 4 X055 (T) =
31,2 $2>\4
exp(—Az) =

= fx, (Y — @) f(x, 1 X2+ x3)(T) = Aexp(=A(y — z)) exp(—\y),

ha y > x > 0; egyébként 0, mivel X’k fiiggetlenek voltak, 0sszegiik meg gamma eloszlésu.
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Egy Ad-et hallgaté villamosmérnok hallgatd szeretné megoldani az 6sszes kiadott hazi feladatot, azaz mind a hatot.
Akéarmelyik is keriil els6ként a kezébe azt (egy véletlen) Z; id6 alatt oldja meg. Azonban, ahogy id6ben halad el6re
a kovetkezs feladatra mar csak +/Z, id6 kell, a harmadikra /Z3, végiil /Zs id6 alatt oldja meg az utols6 feladatot,
ahol Zy,Zs, ..., Zs fliggetlen, exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozok, 1 (6ra) varhato értékkel. Mi az egyiittes
eloszlasa a masodik és harmadik feladat megoldasahoz kellg idének? Mennyi az elsé két feladat megoldasahoz sziikséges
Osszes 1d6 eloszlasa? Adjuk meg a sirtségfiiggvényt! Véarhatoan hény perc mulva fog végezni az elsé két feladattal?
Tudjuk, hogy 25 6ra alatt oldotta meg az els6 két feladatot, mi az els6ként megoldott feladat eloszlasa?

Megjeqyzés: /Z; tigynevezett dregedd (Weibull) eloszldsi, azaz minél tébbet gondolkodik, anndl kevesebb idé kell mdr
ahhoz, hogy megoldja az adott feladatot.

Megoldds: Meghatarozzuk egy v/Z; eloszlasat, mivel Z; nemnegativ valdszintségi valtozo ezért az el6bbi transzformalt-
jai is mind azok (és nem lesz gondunk a hatvany invertélasaval). Ha z > 0, akkor P(v/Z; > 2) = P(Z; > 2') = exp(—2"),
mert Z;’k exponencidlisak voltak. Ebbdl az eloszlasfiiggvény: Fyr-(2) = 1 — exp(—z'), ha z > 0; egyébként 0. A
stirségfiiggveny pedig: fy5-(2) = i2' " exp(—2'), ha z > 0; egyébkeént 0 (i = 1,2,...,6). Mivel Z;’k fiiggetlenek
voltak, ezért \/Z;'k is fiiggetlenek, azaz egyiittes stirtiségfiiggvényiik a megfelels stirtiségfiiggvények szorzata lesz.

Az elso két feladat megoldasahoz sziikséges 6sszidd strtiségfiiggvénye:

+o0 z
fooyz(@)de = P(Zi+\/Zy =)= / fz vz (@ —2z,2)dedz = / exp(—(z — 2)) 2zexp(—2%) dzdz =
z=0 z=0

exp(—z + 1/4) /io(zz —1+1)exp(—(z—1/2)?)daxdz =

= exp(—z+1/4) {exp(l/él) —exp(—(z — 1/2)?) + /io exp(—(z — 1/2)2)dz] dz =
exp(—z) {1 — exp(—2? + x) + exp(1/4) V7 [®(V2x — V2/2) — @(—\/5/2)}} dz

amennyiben z > 0, egyébként pedig 0.
V' Zy varhato értékét a 9. feladatsorban szamoljuk ki, 1asd hozza a 9. feladatot: E(Z; +/Z3) =1+ @ ~ 1.89.
Percekben szamolunk, ekkor, ha 0 < z < 25:

fez,.2,1v73)(%,25) le+\/27|21(25|2)le()
fz.vz:(25) [z, yz:(25) a
1 — exp(—(25 — 2)2 + 25 — 2) + exp(1/4) /7 [®(V2(25 — 2) — V2/2) — ©(—v/2/2)]
1 — exp(—600) + exp(1/4)/7[(25V2 — v2/2) — &(~v/2/2)] -

1
= g (L= exp(—2" + 492 — 600) + 2.28 [9(34.65 — L412) — 0.24]),

le|zl+¢72(z |25) =

mert a fiiggetlenség kovetkeztében: f, . 7z (v|2) = f 7z (2 — 2), ha x > z, egyébként 0.

Egy &ltalanos biztositasi cégnél minden biztositottnak van ugynevezett baleseti paramétere, ez legyen A\ > 0. Egy
évben egy ilyen egyén baleseteinek szama A varhaté értékid Poisson eloszlast kovet. A cégnél azt a feltevést teszik
meg, hogy egy ujonnan belépett egyén baleseti paramétere gamma eloszlasu (k, o) paraméterrel. Ha ennek az ijonnan
biztositott egyénnek 5 balesete volt az elsé évben, mi a feltételes stirtisége a baleseti paraméterének? Hatarozzuk meg
az els6 éves baleseteinek varhatd szamat!

Megoldds: Legyen A gamma eloszlast (k,a) paraméterrel (k € NT, « 6 R*), majd legyen X Poisson eloszlasa A

paraméterrel, ezalatt azt értjiik, hogy fx a(n|A) =P(X =n|A=)\) = , exp(—A). Hasznéljuk a folytonos Bayes-
formulét:
)\5 akkkfl
Faix(A]5) = Ix 1 a(BIA) fa(N) 5T (=N Gogr exp(—ad)
AlX - oo o 25 akz -
f;r:() fX\A(5‘Z)fA(Z)dZ ero B exp ) (: kl)' eXp( az)dz
B Nt exp(—(1 4 a))) (1 )N exp(—(1 4 a)A)
= — - =
% fz:() (1+ )kt (k’::i), exp(—(1+ a)z)dz (k+4)!

azaz a A| X =5 feltételes eloszlas is gamma eloszlasta, méghozza (k + 5,1 + «) paraméterparral.
Az els6 éves baleseteinek szama: X | A = )\ feltételes eloszlas varhato értéke A és A varhato értéke k/«, azaz EX = k/a.
Mindez analitikusan kiszamolva:

+o00
]EX:ZnIP(X Z/ fxa(mA) fa(A) dA =

’I’L—l—k—Q) ok +o0 (1+a)n+k 1Ly\n+k=1
- —(1 -
Z I (14 a)rth-1 /A:O (n+k—2) exp(—(1 +a)X)dA
1 oF PN ) N
= 1 - 1 p— — _.
(1+a YL (k ;Z (n+ (n+k )(1+a)n—1 (1+ )1k —1)! ( 1— 2 ) . o
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