Villamosmérnok A4

9. gyakorlat (2012. 11. 12-13.)
Kétdimenziés normalis eloszlas, varhato érték és szoras tulajdonsagai

Egy kétdimenzios (X,Y") valoszintségi valtozo fliggvényének varhato értéke, strtségfiiggvénnyel kifejezve:

Be(X.Y) = [[ ta)fG.y)dray,

ahol ¢ : R2 — R.

Kovariancia: Cov(X,Y) = E[(X —EX)(Y —EY)] = E(XY) — E(X)E(Y); és a kovariancia métrix
(kétdimenzios eset):
5 ( Var(X) Cov(X,Y) )
~\ Cov(X,Y) Var(Y)

Korrelacios egyiitthato: r(X,Y) = %.

Kétdimenzios normaélis eloszlas
Standard kétdimenzios normalis eloszlasu egy (U, V) par, ha strtségfiiggvénye

1 2 2
o(u,v) = o7 €XP (_u ;—v > (u,v € R).
(U, V) zérus véarhaté érték vektoru, egységmatrix kovarianciadju par. Azt mondjuk, hogy az (X,Y) =
(U, V)A + i péar kétdimenzios normaélis eloszlast p € R? varhato érték vektorral és ¥ € R?2*? (invertélhato)
kovariancia matrixszal, ha (U, V) standard normaélis par, és AT A = X, ahol A € R2x2,
Egy kétdimenzios normalis (X,Y") par strtségfiiggvénye:

1 1

2 2
_ exp { — <93MX> +(1!NY) _QT(I*uX)(Z/*#Y)
2noxoy V1 —r? 2(1—1r2) ox oy oxO0y ’

ahol EX = ux, EY = py, SD(X) = ox, SD(Y) = oy, és r = r(X,Y) X és Y korrelaciés egyyiithatoja.
Kétdimenzios normélis eloszlas esetében a perem- illetve feltételes eloszlasok is normaélisok.

f(z,y)

1. Hatarozzuk meg az aldbbi mennyiségeket:

(a) r(X,Y), SD(X +Y), SD(2X — 3Y);
(b) E(X —3Y)2, E(XY + Y?);

feltéve, hogy Cov(X,Y) =2, SD(X) =3, SD(Y) =4, EX = -1, EY = 1.
2. Két kockaval dobva, mi a dobott szdmok

(a) Osszegének és kiilonbségének
(b) minimumanak és maximumanak;

(c) Osszegének és kiilonbség négyzetének;
kovarianciaja? Szamitsuk ki a perem véarhaté értékeket és szorasokat is!

3. Legyenek X7, X5, X3, X, paronként korrelalatlan valészintségi valtozok, melyek kzos szordsa 1. Szamoljuk
ki a kovetkezd parok korrelécids egyiitthatoéit:

(a) Xl +X2 és X2 +X3,
(b) Xl +X2 és X3 +X4

4. Szabalyos kockaval dobunk tizszer, majd felirjuk hényszor dobtunk 6-ot, ezt jeldlje X, illetve hényszor
dobtunk 1-et, ezt meg Y jeloli. Mi (X,Y") kovariancéja, korrelacios egyiitthatoja?

5. Legyenek X és Y fiiggetlen valoszintiségi valtozok kozos p varhatod értékkel, de kiilénboz6 ox és oy sz6-
rasokkal. p értékét nem tudjuk, de egy mintavétel alapjan az X és Y silyozott atlagaval szeretnénk
megbecsiilni. Azaz: p értékére a AX + (1 — A\)Y becslést adjuk, valamilyen 0 < A < 1 parameterrel.
Hogyan valasszuk \-t, hogy a becslésiink szérdsa minimélis legyen?

6. Egy kaszinoban a kiévetkez§ jatékot jatszék: két jatékos (egyméastol fliggetleniil) gondol egy nemnegativ
1-nél kisebb véletlen szamra. Ezt kovetGen, Téliik fiiggetleniil, a Bank is gondol egy ilyen véletlen szamra,
majd az a jatékos nyer, akinek a szdma nagyobb volt a Bank szaméandal. Legyen X és Y az egyes ja-
tékosok nyerésének Bernoulli valoszintségi valtozoja. Mi (X,Y) kovarianciaja, korrelacios egyiitthatoja?
Ertelmezze a kapott eredményt!

7. Egy kisvaros durvan négyzet alaki, a négyzet oldalai 3 kilométer hosszuak. A varos (0,0) kézéppontjaban
van a korhaz, és a varos utcai négyzethalod szertiek. Ezért, ha a varos (z,y) pontjan torténik egy baleset,
a mentének |z| + |y| tavolsagot kell megtennie a balesettd] a korhézig. Ha egy baleset a varoson beliil
egyenletes eloszlasu helyen kovetkezik be, szamoljuk ki a betegszallitas varhatd hosszat! Hogyan véltozik
az eredmény, ha a tavolsag négyzetével aranyos hosszi utat kell megtennie a mentének?



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Legyen U egyenletes eloszlasi véletlen szam a (—1, 1) intervallombol. Mi a varhato értéke a /U, U?, illetve
U? valosziniségi valtozonak?

Magyarorszagon egy ember egy véletlen v/Z ideig él, ahol Z exponenciélis eloszlasu valészintiségi valtozo
valamilyen ismeretlen A paraméterrel. Mi A értéke, ha atlagosan 67 évig éliink?

Az (X,Y) egyiittes stirtiségfiiggvénye az alabbiak valamelyike:

6030;1/27 ha0<x<1,0<y<1—ux;

@ ren={§

, egyébként.
2
_J Zexp(—2z), haO0<uz,0<y<u;
(b) g(@,y) = { 0, egyébként.

exp(—y —x/y), ha0<umz,y;
egyébként.

|

© hea) = {
Hatarozzuk meg X, Y varhato értékét, szorasat illetve kovariancidjukat!

Egy gyarban két gép egymas mellett miikodik, de egyik iizemelése vagy épp nem iizemelése sem befolyasolja
a masik miikodését vagy épp nem miikddését. Mindketts exponencialis ideig él, és az esetek 90%-aban tbb,
mint 1000 6rat tizemelnek.

(a) Varhatéan meddig lesz lizemképes mindkét gép?
(b) Varhatoan meddig fog iizemelni legaldbb az egyik gép?

(c) A két gép egyiittesen atlagosan hany orat tizemel?

Hatarozzuk meg 6 egyenletesen véletleniil valasztott (0, 1) szam koziil a harmadik legkisebb varhato értékét
és szorasat! Mi a masodik és negyedik legnagyobb szam kovariancidja, korrelacidja?

Tegyiik fel, hogy egy jolmens étterem heti Gsszbevétele normélis eloszlast kdvet 1 millio forint varhato
haszonnal, és 700000 forint szorassal. Mi annak a valoszintsége, hogy kevesebb, mint 1.5 millié forint a
bevétele két, egymast kovets héten? Itt tegyilink még fel fiiggetlenséget! Majd nézziik meg, hogyan véltozik
annak a valészintisége, hogy a mésodik héten tobb mint 2 millié forint a bevétel feltéve, hogy az elsé héten
1.5 milli6 forint volt a bevétel és a korrelacié —0.5! Mi a masodik hét varhatd bevétele ugyanezen feltétel
mellett? Mennyi a két hét varhato Gsszbevétele? Mi a szoras?

Budapesten méajusban az atlagos hémérséklet 25°C, 7°C szérassal, valamint az atlagnyomas 10° Pa, 2 x
10* Pa szorassal. A hémérséklet /nyomés valtozdsa szoros dsszhangban van, koztiik 1évS korrelacio 0.7.
Irjuk fel a kovariancia matrixot majd hatarozzuk meg a kovetkezsket:

(a) Mi a valoszintisége annak, hogy egy nap melegebb lesz, mint 40 °C? Es, hogy alacsonyabb a nyoméas
6 x 10* Pa-n4l?

(b) Egy nap 20°C-ot mértiink. Mi annak a valosziniisége, hogy a légnyomés 1.2 x 10° Pa folott jart?
Atlagosan mekkora volt a légnyomas? Mekkora a szoras?

(c) Feltéve, hogy egy nap 10° Pa volt a légnyomés, mi annak a valészintisége, hogy melegebb volt, mint
35°C? Atlagosan hany fok volt aznap? Mekkora a széras?

Magyarorszagon a felnétt férfiak testmagassaga atlagosan 178 cm, 9 cm szorassal, mig testsulyuk 85 kg,
10 kg szorassal. A korrelaciés egyiitthato 0.7, azaz minél magasabb valaki, annal stlyosabb is. Irjuk fel a
kovariancia métrixot!

(a) Mi a valészintisége annak, hogy egy férfi magasabb 2 méternél? Es, hogy nehezebb 100 kg-nal?

(b) Feltéve, hogy egy férfi 190 cm, mi annak a valészintisége, hogy konnyebb, mint 60 kg? Atlagosan
mekkora sulyd egy ilyen férfi? Mekkora a szoras?

(c) Feltéve, hogy egy férfi 80 kg, mi annak a valoszintisége, hogy magasabb, mint 180 cm? Varhatéan
hiny cm magas egy ilyen férfi? Mekkora a szoras?

Legyen a (X,Y) par kétdimenzios normalis eloszlasu, r korrelacioval. Mi az eloszlasa U = X + Y-nak és
V = X — Y-nak? Filiggetlen-e U a V-t6l? Szamoljuk ki a varhaté értékeket és szérasokat is!

Legyen U és Z fiiggetlen valoszintségi valtozok, elgbbi egyenletes a (0, 27) intervallumban, utébbi expo-
nencialis, 1 varhato értékkel. Mi az eloszlasa az X = v2Z cos(U), illetve Y = v/2Zsin(U) valdszintiségi
valtozénak? Fiiggetlen-e X Y-t617?

Hogyan generalna le kétdimenziés normadlis eloszlast véletlen pontokat a sikon, melyek varhato értéke
(1, p2), szoérasa (o1, 02), korrelacios egytitthatoja pedig r. Fiiggetlenek-e a koordinatak, ha r = 07



