Villamosmérnok A4

9. gyakorlat (2012. 11. 12-13.)
Kétdimenziés normalis eloszlas, varhato érték és szoras tulajdonsagai

Egy kétdimenzios (X,Y") valoszintségi valtozo fiiggvényének varhato értéke, strtségfiiggvénnyel kifejezve:

BeX.Y) = [[ ta)fG.y)dray,

Kovariancia: Cov(X,Y) = E[(X —EX)(Y —EY)] = E(XY) — E(X)E(Y); és a kovariancia matrix
(kétdimenzios eset):

ahol ¢ : RZ = R.

_ Var(X) Cov(X,Y)
X = ( Cov(X,Y) Var(Y) )

Korrelacios egyiitthato: r(X,Y) = %

Kétdimenziés normalis eloszlas
Standard kétdimenzios normalis eloszlasu egy (U, V) par, ha stirdségfiiggvénye

1 2 2
o(u,v) 1= o exp (_u —;—v) (u,v € R).

(U, V) zérus varhato érték vektord, egységmatrix kovarianciaja par. Azt mondjuk, hogy az (X,Y) =
(U, V)A + i pér kétdimenzios normélis eloszlast u € R? varhato érték vektorral és X € R2*? (invertalhato)
kovariancia matrixszal, ha (U, V) standard normalis par, és ATA = X, ahol A € R?*2,

Egy kétdimenzios normalis (X,Y") par strtségfiiggvénye:

flay) = exp{ — (fﬂx)ﬂ(yw)l%(wm(ym
W srrxoryi— 2 P 202 |\ o o e ,

ahol EX = ux, EY = py, SD(X) = ox, SD(Y) =0y, és r = r(X,Y) X és Y korrelaciés egyyiithatoja.
Kétdimenzios normélis eloszlas esetében a perem- illetve feltételes eloszlasok is normaélisok.

1. Hatarozzuk meg az aldbbi mennyiségeket:
(a) r(X,Y), SD(X +7Y), SD(2X — 3Y);
(b) E(X —3Y)?, E(XY +Y?);
feltéve, hogy Cov(X,Y) =2, SD(X) =3, SD(Y) =4, EX = -1, EY = 1.
Megoldds:

() T(X,Y) = spxsaiiey = 521 = 53 SD(X4Y) = /Var(X +7) = /Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) =

VI +16+2 x 2 =+/29; SD(2X -3Y) = /Var(2X — 3Y) = /4Var(X) + 9Var(Y) — 2Cov(2X,3Y) =
VEXO+9X16—2x2x3x2=1+/204;

(b) E(X-3Y)? =E(X?)-6E(XY)+9E(Y?) = 10-6x14+9x17 = 157; E(XY +Y?) = E(XY)+E(Y2)
1417 = 18; mivel E(X?) = Var(X)+(E(X))? = 9+1 = 10, E(Y)? = Var(Y) +(E(Y))? = 16+1 = 17,
illetve E(XY) = Cov(X,Y) +E(X)E(Y) =2+ (-1) x 1 =1.

2. Két kockaval dobva, mi a dobott szdmok

(a) Osszegének és kiilonbségének
(b) minimuméanak és maximumanak;
(c) Osszegének és kiilonbség négyzetének;
kovarianciaja? Szamitsuk ki a perem vérhaté értékeket és szorasokat is!
Megoldds: Jelolje X,Y a két fliggetlen kockadobas eredményét. Ekkor
(a) Cov(X+Y, X-Y)=E[X +Y)(X - Y)|-E(X+Y)E(X-Y) = 0, mivel (X+Y)(X-Y) = X?2-y?

és X-, Y-nak ugyanaz az eloszlasa. Igy a kovariancia (és igy a korrelacio is) 0, DE: X+Y nem fﬁggetlen
X-Y-t6l! E(X+Y) =2xI =7 és fiiggetlenség miatt Var(X +Y) = Var(X)+Var(Y) = 2x 32 = 32,

(b) Vegyiik a két valosziniiségi valtozo egylittes eloszlasat (ezt a 8. feladatsorban mar meghataroztuk de)
ismétlésként ez:

35, hai=j;
P(min(X,Y) =i, max(X,Y) =j) =4 15, hai<j.
0, egyébként;



Ebbél

6 6
E(min(X,Y) max(X,Y)) ZZ i P(min(X,Y) = i,max(X,Y) =j) =

5 . . 6
:1+; ;6 LS,Z Z 21—z(z—|—1)/2)

5
1 45 7?49
=14+ =) 42i—P =1+—=_— =— =12.25.
+36Z i—1 +4 2% =7 5

A marginalisok vérhato értéke: E(min(X,Y)) = 114222 4 pliix2 4 3148x2 o 4142x2 4 51*'316X2 +
Gitpxd — LLHIS+2420+1546 — 9% ~ 2.53. Valamint ]E(max(X Y)) =1z: 425 +3g + 455 + 555 +
633 = 1o ~4.47. AzaZ Cov(maX(X Y),min(X,Y)) =4 - 318 = %%% ~ 0 945

Szorasokhoz a masodik momentumokat szamoljuk ki: (mm(X Y)Y =124 4222 4325 4422 +

23 21 _ 301 : _ 301 _ 912 _ 2555 .
5755 +6%55 = 55, azaz Var(min(X,Y)) = 55 — 552 = 1556 = 1.97.

E(max(X,Y)?) = 12 4223 1323 4 427 1529 1 6211 — 791 0y Var(max(X,Y)) = T4 — 1617
2555

1206 ~ 1.97.

Masik megoldas: (rovidebb és érdemes legytirni)

A kovetkezd azonossagokat vegyiik észre: max(X,Y) 4+ min(X,Y) = X +Y, illetve max(X,Y) —

min(X,Y) =|X - Y/, igy

Cov(max(X,Y), min(X,Y)) = Cov (;(X +Y+|X-Y), (X +Y - |X - Y|)> =

= %(Var(X +Y)-Var(|X -Y])) = Z(Var(X) +Var(Y) —E(X - Y)? + (BE|X - Y])?) =

1 135% 1225
=-EX-Y|)?=-"5 = 4

4( | Y 4182~ 1296 ~ 0.945,
ahol rendre a kovetkezSket hasznaltuk: a fenti azonossigot, a kovariancia szimmetria tulajdonsagét
(Cov(X,Y) = Cov(Y, X)) és linearitasat (Cov(aX + bY,cZ + dU) = acCov(X, Z) + adCov(X,U) +
bcCov(Y Z ) —1— deov(Y U) minden X, Y Z.U val(‘)szim’iségi valtozora és a, b ¢,d € R szamra) XY
végiil E|X — Y|71>< +2x—+3x—+4x3—+5x%f%
De ebbdl az is adodik, hogy E(min(X,Y)) = 3(EX+EY —E[X -Y]|) = I - 32 = 2L, E(max(X,Y)) =
E(X +Y — min(X, Y)) =7- % = %. Szorasokat hasonléan lehet szamolni, fenti azonossagokbdl az

is adodik, hogy Var(max(X,Y")) = Var(min(X,Y)).

(¢) Cov(X +Y, (X —Y)?) =Cov(X +Y, X2 —2XY +Y?) = Cov(X, X?) + Cov(Y,Y?) + Cov(X,Y?) +
Cov(Y, X?)—2Cov(X, XY)—2Cov(Y, XY). Szimmetria és fiiggetlenség miatt: Cov(X, X?) = Cov(Y,Y?),
Cov(Y, X?) = Cov(X,Y?) =0, és Cov(X, XY) = Cov(Y,XY). Emiatt (és megint X,Y fiiggetlen-
ségét haszmilva): Cov(X +Y, (X —V)?) = 2(EX® ~ EXEX®) — 4EX’EY — (EX)’EY). Tudjuk
korabbrol, hogy Var(X) = ?g, EX =EY = 1 6s EX® = (15 + 23+ 3%+ 4%+ 5%+ 6% = 107

Osszerakva ezeket: Cov(X +Y, (X —Y)?) =2 (47 — 121) — 4357 — 0. Ez meglepetés volt, de tartsuk

észben tovabbra is: X + Y nem fiiggetlen X — Y-tol!
E(X -Y)2 =E(X?) - 2E(XY)+E(Y?) = 2E(X?) - 2(EX)? = 2Var(X) = Var(X —|—Y) 3 x5
E(X —Y)* = 2E(X?) — 8E(X3)E(X) + 6E(X2)E(X?) =2 x % -8 x %71 + 6 X 62 =16l _3
(ellendrizziik), igy Var((X —Y)?) = E(X —Y)* — (E(X — Y)?)? = 1313 ~ 46.47.
3. Legyenek X7, X5, X3, X4 paronként korreldlatlan valoszintségi valtozok, melyek k6z0s szorasa 1. Szamoljuk
ki a kovetkezs parok korrelécids egyiitthatoit:
(a) X1+ Xo és Xo + X3;
(b) X1 +X2 és X3 +X4
Megoldds: A kovariancia linearitasat hasznaljuk mindkét esetben:
(a) COV(X1 + XQ,XQ + Xg) = COV(Xl,XQ) + COV(Xl,Xg) + COV(XQ,XQ) + COV(XQ,Xg) =040+
Var(Xz) + 0 = 1, mivel paronként korrelatlanok voltak az X;’k és 1 volt a szorasuk.
(b) Hasonloan az el6bbiekhez: Cov(X; + Xo, X3 + X4) = Cov(Xy, X3) + Cov(X1, X3) + Cov(Xs, X3) +
COV(Xg,X4) =04+04+04+0=1.
4. Szabalyos kockaval dobunk tizszer, majd felirjuk hanyszor dobtunk 6-ot, ezt jellje X, illetve hanyszor
dobtunk 1-et, ezt meg Y jeloli. Mi (X,Y") kovariancéja, korrelacios egyiitthatoja?

Megoldds: A feladat megolddsanak a kulcsa az, hogy az X|Y = j feltételes eloszlas binomialis n = 10 — 7,
illetve p = % paraméterrel (ahol 0 < j < 10 egy rogzitett természetes szdm). Ennek a varhato értéke tehat:



np:%. Azaz
10 10—j
E(XY) = > ijP(X = ZJ Y P(X =i|Y =j)|PY =j) =
i,j=0 i=0
T 1 10 125 5
= j P(Y =j)=2EY — cEY2=2x — — -2 =2
Z] 5 ( J) 5 X 5 £ 5

sz

azaz EX = EY 19 s IEXQ EY? =10 x %g + 1= %5. Vagyis:

5 102 5
Cov(X,Y)=EXY)-EXEY == - — =——
ov(X,Y) = E(XY) T
azaz negativan korrelalt X és Y, ami intuitive vildgos is, hiszen minél t6bb a 6-os dobasok szdma, annél
kevesebb 1-es dobast latunk nagy valoszintiséggel.

. Legyenek X és Y fiiggetlen valoszintiségi valtozok kozos p varhatd értékkel, de kiilonb6z6 ox és oy sz6-
rasokkal. p értékét nem tudjuk, de egy mintavétel alapjan az X és Y silyozott atlagaval szeretnénk
megbecsiilni. Azaz: p értékére a AX + (1 — A\)Y becslést adjuk, valamilyen 0 < A < 1 paraméterrel.
Hogyan valasszuk A-t, hogy a becslésiink szérdsa minimaélis legyen?

Megoldds: A feladat kivansaga az, hogy a o(\) := Var(AX + (1 — \)Y') mennyiséget, mint \ fliggvényét
minimalizaljuk. Ehhez hasznaljuk a variancia (szorasnégyzet) megfelel§ tulajdonséagait, illetve X, Y fiig-
getlenségét, azaz o(\) = A2Var(X) + (1 — NM)?Var(Y) = A\2(ox + oy) — 2\oy + oy. Ez egy mosolygos

parabola A\-ban, minimumhelye a két zérushelyének atlaga, azaz A, = ax"_;’ﬂy.

. Egy kaszinéban a kovetkezs jatékot jatszak: két jatékos (egymastol fiiggetleniil) gondol egy nemnegativ
1-nél kisebb véletlen szamra. Ezt kovetGen, T6liik fiiggetleniil, a Bank is gondol egy ilyen véletlen szamra,
majd az a jatékos nyer, akinek a szdma nagyobb volt a Bank szaméanal. Legyen X és Y az egyes ja-
tékosok nyerésének Bernoulli valoszintségi valtozoja. Mi (X,Y) kovarianciaja, korrelacios egyiitthatoja?
Ertelmezze a kapott eredményt!

Megoldds: Jelolje a harom — egymastol fliggetlenil — sorsolt (0, 1)-beli valés szamot: X7 (1. jatékos), Xo
(2. jatékos), illetve X5 (Bank). A szovegben szerepld X (V') valoszintségi valtozo expliciten kifrva:

_ 1, ha X; > X3 (X2 > Xg);
X ()= { 0, egyébként.

Szimmetria miatt P(X; > X3) = P(X2 > X3), igy egyrészt X és Y szorasa megegyezik, azaz: SD(Y) =
SD(X) = /P(X; > X3)(1 — P(X; > X3)), masrészt kovarianciajuk:

COV(X, Y) = P(Xl > X3, X9 > X3) — ]P)(Xl > Xg)]P)(XQ > Xg) = P(Xl > X3, X9 > X3) — ]P)(Xl > X3)2.

Kiszamoljuk a kiillonbség mindkét tagjat; X1, X2, X3 egyiittes strtségfiiggvénye az egységkockan konstans
1, egyébként zérus (3 fiiggetlen egyenletes szorzata), ezért

1 1 1
P(Xl > X37X2 > X3 // le,XQ X3(x1,x2,x3)dx1dx2dx3 / / / d$2d$1d$3
1=z

T1>T3,T2>T3 z3=02x 3 T2=I3
1 371
—(1 —x3) 1
= (1—a3)*dog = ————| =, és
Ls—o 3 0 3
1 1 1 1
—(1 —x5)?
P(Xl > Xg le’X3 SUl,LL'g d$1d.’L‘ d$1d$3 = (1 — .7;3) dl‘g = f = 5
0
xr1>T3 3=0x1=x x3=0

azaz Cov(X,Y) = % — (%)2 = 12, igy 1(X,Y) = (}ﬁ; = % Vagyis pozitivan korrelalt a nyerések esélye,
ami természetes, hiszen feltéve, hogy az egyik jatékos nyert, az csak néveli az esélyét annak, hogy a masodik
jatékos is nyerni fog.

. Egy kisvaros durvan négyzet alaki, a négyzet oldalai 3 kilométer hossziaak. A véros (0, 0) kézéppontjaban
van a korhaz, és a varos utcai négyzethalod szertiek. Ezért, ha a varos (z,y) pontjan torténik egy baleset,
a mentének |z| + |y| tavolsagot kell megtennie a balesettd] a korhézig. Ha egy baleset a varoson beliil
egyenletes eloszlasu helyen kovetkezik be, szamoljuk ki a betegszallitas varhaté hosszat! Hogyan véltozik
az eredmény, ha a tavolsag négyzetével aranyos hosszi utat kell megtennie a mentének?

Megoldds: A feladat szovege alapjan a baleset helye modellezhets egy (X,Y") parral, melyek egyiittes el-
oszlasa egyenletes a [—1.5,1.5] x [~1.5,1.5] négyzeten, azaz az egyiittes strdségfiiggvény itt 57, egyébként
zérus és az is rogton adodik (mivel téglalapon vagyunk), hogy X és Y (a marginalisok) fiiggetlenek egy-
mastol, mindketts egyenletes eloszlasu a [—1.5,1.5] intervallumon. Azaz a betegszallitds varhato hossza:



E(|X|+|Y]|) = E[X| +E[Y]| = 2E[X| = 2 [, 2| dz = 21.5 x 1.5 = 3 = 1.5, ut6bbi levezetésben rendre
a kovetkezdket hasznéltuk: a varhato érték lineéris (Osszeg varhato értéke a varhato értékek 6sszege), X és

Y azonos eloszlasu (a fliggetlenség itt nem kell, az ahhoz kellett, hogy X és Y is egyenletes). Az utolso kér-

1.5
désre pedig E(X2+Y?2)-et kell kiszamolni (ami épp 2Var(X)), tehat EX?2 = E155 ?ide = % T 3,
azaz a keresett érték 2 x % = % = 1.5, ami csodanak csodajara épp az elébbi eredménnyel esik egybe.

8. Legyen U egyenletes eloszlast véletlen szam a (—1,1) intervallomboél. Mi a varhaté értéke a /U, U?, illetve
U3 valésziniiségi valtozonak?
0, ha u < —1;
. . _ 1 .
Megoldds: Tudjuk, hogy Fy(u) = “;‘ , ha-1<u<l1; .
1, egyébként.

Mivel —1 < U < 1, ezért /U nem valos, varhato értékét nem tudjuk meghatarozni.

1
A t6bbit viszont kiszdmoljuk: E(U?) = fulf_1 u?ldu= %3 =1
- u=-—1
1
E(U?) = [1__ uldu = %4} = 0. Avagy még egyszertibben U? eloszlasa ugyanaz, mint (—U)3-¢,
- u=—1

ezért 0 a varhato értéke.

Maésik megoldas: (hosszadalmasabb, de azért tanulsagos)

U? eloszlasanak a tartoja (0,1), U3-¢ (—1,1), elobbi eloszlasfiiggvénye: Fyz(x) = P(U? < x) = P(—y/7 <

U < vx) = Fy(vVz) — Fy(—/z) = /z, ha 0 < z < 1, egyébként ha © < 0, Fy2(x) =0, és ha x > 1, akkor

pedig Fy2(z) = 1. Azaz U? stiriségfiiggvénye fi2(z) = ﬁ, ha 0 < 2 < 1, egyébként pedig zérus, igy
5271

E(U?) = [y afoa(a)de = § 1 Vade = 5] =

=0 N
U3 eloszlasfiiggvénye: Fys(z) = P(U? < 2) = P(U < 2'/?) = Fy (21/3) = #, ha -1 < < 1,
egyébként ha z < —1, Fys(x) = 0, és ha x > 1, akkor pedig Fys(z) = 1. Azaz U3 stirtiségfiiggvénye
fos(z) = M%/S, ha —1 < x < 1, egyébként pedig zérus, igy E(U3) = le:71 xfys(x)de = %f;:,l 23 de =

1
x4/3] —0
8 r=—1

Wl

9. Magyarorszagon egy ember egy véletlen v/Z ideig él, ahol Z exponencialis eloszlast valoszintségi valtozo
valamilyen ismeretlen A paraméterrel. Mi A értéke, ha atlagosan 67 évig éliink?

Megoldds: Z exponencialis eloszlasi, azaz ha x > 0, P(Z > z) = exp(—Ax), egyébként 1. Hatarozzuk meg
V'Z eloszlasat. Ha o > 0, akkor P(v/Z > x) = P(Z > 22) = exp(—\z?), egyébként 1, mivel Z (igy VZ)
sem negativ. Azaz \/Z stirtiségfiiggvenye f z(x) = A2z exp(—Az?), ha © > 0, egyébként zérus. Ebbdl:

+o00 +oo oo
E(VZ) = / zf z(v)dr = )\2/ r? exp(—Az?)dz = )\/ z? exp(—\z?) dz =
=0 x

=0 T=—00

+o00
— 1 x? — 1 T
= TA / x27ex —_—— dx = TA— = ——.
Var L P 2 () 22 2V

V2X

Tr=—00

A 3. egyenlGség el6bb abbol kovetkezik, hogy az integrandus pozitiv integralhaté paros fiiggvény. EllenGriz-

ziik, hogy a 4. egyenlGségnél ekvivalens atalakitasokat végeztiink csak. Vegiil az utolsé el6tti egyenlGség

abbol kovetkezik, hogy a képletben utoljara felirt integral tulajdonképpen egy 0 varhato értéki és \/%

szorasd normélis eloszlasi valészintiségi valtozénak a masodik momentuma, ami — a 0 varhaté értékiség
miatt — a szérasnégyzet, azaz %
Végiil A meghatarozasahoz kell 67 = %, azaz A = 37 ~ 0.000175.

42
Masik megoldas: (ha tudunk integralni, akkor ez a révidebb)

+oo +oo
E(VZ) :/ . Vzhexp(—Az)dz g 2)\/ . y? exp(—My?) dy,
=4/z y=

ahol az integralhelyettesitésnél y? = z, azaz 2y dy = dz. Innent6l mar ismerds a dolog, a megoldas hasonld
az el6bbiekhez. Az els6 megoldas tehat egy szép valszamos szemléltetése annak, hogy mi zajlik le egy
integralhelyettesitésnél.

10. Az (X,Y) egyiittes stirtiségfiiggvénye az aldbbiak valamelyike:

60ry?, ha0<z<1,0<y<1-—uz;

@ e ={

, egyébként.
2 exp(—27), ha0<xz,0<y<ua;
(b) g(z.y) = { (:)c7 egyébkent.
Lexp(—y —x/y), ha0<az,y;
— y ) ) )
(c) h(@,y) { 0, egyébként.

Hatarozzuk meg X, Y varhato értékét, szorasat illetve kovariancidjukat!
Megoldds:



(a) Kovariancidhoz kellenek a varhato értékek, ezekkel kezdjiik:

1 1—x 1 11—z 1 (1 _ $)3
/ / x60zy? dyde = / 60> / y? dyde = / 602% ——" dz =
=0 Jy=0 =0 Y =0 3

EX

=0

1
1 1 1 1 20 1
= 20 254+ 32 =323 42 dr =20 — = 4+3-—3-4- | == ==,
/rzo(x+a: z” + %) de s T35 3113 60 -3

1 11—z 1 11—z 1 (1 _ QC)4
EY = / / y 602y dydz = / GOx/ y® dyde = / 60x——dx =
z=0 Jy=0 0 Y =0

= =0 4

1

11 1 1 15 1

= 15/ (z° — 42" + 62° — 42? +z)dx15(45+64 3+> B_1
=0

1 1—x 1 1—x 1 (1 _ .7;)4
E(XY) = / / zy 60zy? dydz = / 60352/ y3 dyde = / 602> dx =
=0 Jy=0 =0 Y =0

=0
1

11 1 15 1
= 15 (x6—4x5+6x4—4x3+x)dx—15(—4 + 6= —4- ):

_|_
0 76 5 43

Azaz Cov(X,Y) =

% %% = —é. A szorasnégyzetekhez meghatarozzuk a mésodik momentumokat:

1 1—x 1 1—x 1 (1 _ (E)?’
E(X?) = / / 22 60xy? dyde = / 60x3/ y? dyde = / 60x3T dx =
z=0 Jy=0 =0 y=0 z=0

1
1 1 20 1
— 9 _ .6 5 _ 324 4 3 de =20 [ -2 B _1
O/gg:o( x° +32° —3z" + 2°)de = 20 7+36 3 +4 0=~

1 11—z 1 1—x 1 (1 _ l‘)s
E(Y?) = / / y? 60xy? dydz = / 609;/ yt dyde = / 60z dz =
z=0 Jy=0 0 Y z=0 5

r= =0

1
1 1 1 1 1 1 12
=12 —2% +52° — 102* + 1023 — 522 de =12 —-=+5= —10= +10= —= 5= 4+ = ==
/xzo(a:—i—x x* + 10z x* +z)de 7—|— 5 5—1— 1 3—|—2

Végiil: SD(X) = /Var(X) = /1 — % = 3ﬁ’ és SD(Y) = y/Var(Y)

1

_ 1/42 1
738 = 2\ﬁ‘ Korrelacios egyutthato. r(X,Y) = T WA eV = v
(b) Varhato értékek:

+oo x 2 +oo
EX = / x — exp(—2x) dydx = / 2z exp(—2zx) da =
z=0 Jy=0 € z=0

+o0 +oo

parc. int.

1

—rexp(-20)]:% + [

-1
exp(—2z)dz =0+ 5 exp(—2x)
=0

=0

+o0 ) +oo 1
v = [ [ ylewamdr= [ Ceep(-20de == g
z=0 Jy=0 4 z=0 4

—+oo xT 2 —+o0
E(XY) = / / . zy exp(—2z) dydz = / 2% exp(—27) dr =
= y=

=0 =0
_ 2

T +oo +oo 1
parc. int. { exp(Qz)} + / zexp(—2z)dx =0+ —.
= 2 =0 =0 4

Ebbdl a kovariancia Cov(X,Y) = E(XY) — EXEY = § — 11 = §. A szorésok:

]E(XZ):/ / z? *eXp —2z) dydz =/ 212 exp(—2z)dz =...=
r=
]E(YQ) = / / exp —2z)dydz = / :c exp(—2z)dz =...=

Vegiil: SD(X) = /Var(X) = /1 — ( 2,es SD(Y) = /Var(Y) = /£ — (3)* =

cios egyutthato r(X, Y) (1/2)(%?(4{)) W

N —

| =
ER

. Korrelé-

5

(c) Varhato értékek:

“+o0 —+o00 1 “+o00
Xz/ / xfexp(—y—x/y)dxdy:/ exp(—y)ydy =...=1.
y=0 Jax=0 Y

y=0



11.

12.

+o0 +o0 1 +oo
EY = / v, exp(—y — x/y) dedy = / exp(—y)ydy =... =1
x y=0

y=0 =0
+o00 +oo 1 +oo )
E(XY) = / / xy —exp(—y — x/y) dady = / exp(—y)y“dy =...=2.
y=0 Jx=0 Y y=0
fgy a kovariancia: Cov(X,Y) =2 —1 x 1 = 1. Masodik momentumok:
+oo  ptoo 1 +oo
E(X?) = / 22 = exp(—y —z/y)dedy = ... = / exp(—y)2y? dy = 4.
y=0 =0 Yy y=0
2 oo e L1 oo 2
E(Y?) = / y°—exp(—y —z/y)dady = ... = / exp(—y)y” dy = 2.
y=0 =0 Yy y=0
Ebbél a szorasok: SD(X) = 4 —12 = /3, SD(Y) = V2 — 12 = 1 és végiil a korrelacios egyiitthato:
r(X,Y)=-L1.
’ V3

Tehat egyik esetben sem fiiggetlenek a marginalisok; utobbi két esetben pozitiv korrelaciot kaptunk, mig
az els6 esetben negativat.

Egy gyarban két gép egymaés mellett miikodik, de egyik iizemelése vagy épp nem iizemelése sem befolyasolja
a méasik mikodését vagy épp nem miikodését. Mindkettd exponenciélis ideig €l, és az esetek 90%-aban tobb,
mint 1000 6rat tizemelnek.

(a) Varhatoan meddig lesz tizemképes mindkét gép?
(b) Varhatoan meddig fog {izemelni legaldbb az egyik gép?

(c) A két gép egyiittesen atlagosan hany orat tizemel?

Megoldds: Legyen XY fiiggetlen exponenciilis eloszlast valoszintiségi valtozok, X jelenti az egyik, Y a
masik gép mikodési idejét. Paraméter meghatarozasa: P(X > 1000) = 0.9, azaz exp(—A1000) = 0.9,
vagyis A\ = w ~ 105 x 1075. A tovabbiakban a ) jellést vissziik tovabb, csak a végén irjuk be
a — kozelits — értékét.

(a) Mindkét pontosan min(X,Y") ideig tizemel. E valoszintiségi véiltozo eloszlasa: P(min(X,Y) > z) =
P(X > 2Y > z2) = P(X > 2)P(Y > z) = exp(—2A), ha z > 0, egyébként 1, ahol kihasznaltuk:
X,Y fliggetlen, nemnegativ, azonos eloszlasu valtozok. Azaz min(X,Y’) exponencidlis eloszlast 2\
paraméterrel, vagyis E(min(X,Y)) = 55 ~ 4762.

(b) Tudjuk, hogy min(X,Y) 4+ max(X,Y) = X +Y. Ezt, és az (a) részt hasznilva: E(max(X,Y)) =
E(X +Y —min(X,Y)) = EX + EY — E(min(X,Y)) = 3 — 55 ~ 14286, mivel exponenciélis vdrhato
értéke, a paraméterének reciproka.

Masik megoldas: (kicsit hosszabb de megeéri)

Kiszamoljuk max(X,Y") stridségfiiggvényét. P(max(X,Y) < z) = P(X < 2,V < 2) = P(X <
P(Y < 2) = (1 —exp(=Az2))?, ha 0 < z; egyébként zérus, azaz max(X,Y) stirtségfiiggvénye:
Jmax(x,v)(2) = 2(1 — exp(—Az))Aexp(—Az), ha 0 < z, egyébként zérus; igy

+oo
E (max(X,Y)) = /:0 22(1 — exp(—Az))Aexp(—Az)dz =

+oo +oo 2 1

= 2/ zAexp(—Az)dz — / 22 exp(—2Xz))dz = — — — &~ 14286
z2=0 2=0 A 2\

utobbi egyenldség parcidlis integralassal adodik, vagy abbol az észrevételbdl, hogy tulajdonképpen két

exponencialis eloszlasi valtozé varhaté értékét szamoljuk ki.

(¢) Az elsbbiekbsl mar nyilvanvalo, hogy a valasz: E(X +Y) = EX + EY = 3 ~ 19048.

Hatéarozzuk meg 6 egyenletesen véletleniil valasztott (0, 1) szam koziil a harmadik legkisebb varhato értékét
és szorasat! Mi a masodik és negyedik legnagyobb szam kovariancidja, korrelacidja?

Megoldds: Jelolje Ui a harmadik legkisebb véletlen szdmot a hat koziil. Az els§ kérdésre a valasz: béta-
eloszlas, amelynek siirtiségfiiggvénye:

fuz (@) de =P(Us ~ z) = (g) z? (‘11) dx @) (1—x—dzx)?,

mindez széban: ahhoz hogy 6 fiiggetlen egyenletes koziil a harmadik durvan « legyen (azaz az (z, x+dz) kicsi
intervallumba essen) annak az esélye: sorsoljunk 2 szamot amelyek kisebbek x-nél, ennek a valdszintsége:
(g)xz, egy szam essen (z,r + dx)-be ennek a valoszintsége: (;1) dz, vegil a maradék 3 szam az (x + dz, 1)
intervallumba kell, hogy essék, ennek az esélye (1 —x — dz)3. A fenti azonossagbol tgy vardzsoljuk el a
stirtiségfliggvényt, hogy dx-szel leosztunk, majd O-ba tartunk vele, igy kapjuk, hogy fu:(z) = %ﬁ(l —
7)3, ha 0 < x < 1; egyébként 0. Masik 1t: az eloszlasfiiggvényt kdzvetleniil kiszamoljuk majd derivaljuk:

1l — Fys(x) = P(U3s > z) = P(legalabb 4 szam nagyobb mint z)

(amats (st (o—at 02220



Varhat6 érték és szoras:

! 6! Yo 3 b 4 5_ .6 60 3
E(U3) = /7Ofo§(a:)dz=m/iox (1—2x) d$:60/,0(x —3z" + 3z —x)dz:...:m:?,
EU;)? = /1 foU*(x)deG!/l 334(1—33)3dx:60/1 (m4—3x5+3m6—$7)dx:...:ﬂ:3.

L o3l /., o 280 14

Tehat SD(U3) = \/ & — & = 2% ~ 0.175.

A masodik és negyedik legnagyobb szamot jeldlje a (U, Uf) pér, egylittes stirtségfiiggvényiik:

fos o) dody = U ~ .07 ~ ) =)o (] )an(}) -0 - a0 (] aw (5) 0 - - a0y

mindez szoban: egy szam (0, z)-be kell, hogy essen ennek esélye (?)x, utana (z, z+dx)-be kell egy szamnak
esnie, ennek (7)dz a valdszintisége, és igy tovabb, végiil az (y+dy, 1) intervallumba a maradék két szamnak
kell esnie: ennek a valoszintisége pedig (1 — y — dy)?. A fenti azonossagbol gy kapjuk meg az egyiittes
stirdségfiiggvényt, hogy dz dy-nal leosztunk, majd 0-ba tartunk veliik, igy kapjuk, hogy f; vr)(z,y) =
%x(y—x)(l—y)z, ha 0 <z <y < 1; egyébként 0. Ellen6rzésképpen ez utébbi marginalis siirtiségfiiggvényei:

1 1
6!
fo; (z) =/ fwsop(@,y)dy = gx/ (y—a)(1-y)*dy =
y=0 o Jy=w
6! 1 ) 6! Y3 Y2 yl Y3 g2 1
> - 22y — ) dy = = Yoy LR L -
2!:c/y_w( xy” + 2xyY y? +y)dy 2'x{x3+x2 zy+ 7 3+2y_x

6 (1—x)? 6!
( ) = z(1
2‘ 12 11114!

ez 6 egyenletes fiiggetlen szam koziil a 2. legnagyobbnak a stirtiségfiiggvénye, illetve

—2)t (0<2<)
| Y | 2 37Y |
e e T e

ahol 0 < y < 1; ez pedig éppen a 4. legnagyobb strtségfiiggvénye.
(Us,Uy) kovariancidja, korrelacioja:

1 1 1
. 6! 30
EWU;) = /r:Ofo;(x)dxz m/ﬂgzox2(1—x)4dx:30/zzo(a:6 — 425 + 62t — 4P + 2 dz = ... = 105 =
E(U; 1 d o[ 1-y)*d 1 6 —2y° +yh)d 0 _4
(Uyg) = /y_ony;(y) y—m/y_oy (1-vy) y—60/y_0(y Pty )dy == e =0
mindezt egyszeriibben is megoldhattuk volna, hiszen EUS = = f o fvp(x)dz = % ahol V3 7 fiiggetlen,
egyenletes szam koziil a 3. legkisebb eloszlasa. Ugyanezzel EU; = fyl ofve(y)dy = , ahol Vg 7

fiiggetlen, egyenletes szam koziil a 6. legkisebb eloszlésa.

6 [t Y
E(U5U;) //01] [leyfww)(x y)dwdy—g/ /O:vQy(y*x)(lfy)zd:vdy:-.-:
X x
5

6! 1, ) 611
1-— dy=...=—-—— .
o) Y- T 21122016 336
Tehét Cov(Us,U;) = 53: — 22 = — 22 ~ —0.15 < 0.
Masodik momentumok, ezeket csak okosan szamoljuk ki: (U2 = 5¢ fm o fw; (z)dz = 3/28, ahol Wy
a 4. legnagyobb eloszlasa 8 egyenletes koziil. E(U})? = e fx 0 fw* )dx = 5/14 ahol W( pedig a 6.

legnagyobb eloszlasa 8 egyenletes koziil.

Azaz Uj szoérédsa: SD(US) = 1/3/28 — 4/49 = /5/14 = 0.16, illetve U} szorasa: SD(U;) = 1/5/14 — 16/49 =
V3/(7V/2) = 0.175.

. Tegyiik fel, hogy egy jolmend étterem heti Gsszbevétele normaélis eloszlast kévet 1 millié forint varhato
haszonnal, és 700000 forint szorassal. Mi annak a valészintsége, hogy kevesebb, mint 1.5 milli6 forint a
bevétele két, egymast kdvets héten? Itt tegyilink még fel fiiggetlenséget! Majd nézziik meg, hogyan véltozik
annak a valészintisége, hogy a mésodik héten t6bb mint 2 millié forint a bevétel feltéve, hogy az elsé héten
1.5 milli6 forint volt a bevétel és a korrelacié —0.5! Mi a masodik hét varhatd bevétele ugyanezen feltétel
mellett? Mennyi a két hét varhato Gsszbevétele? Mi a szoras?

Megoldas: Rogzitsiik a jeloléseket: p := 1, ¢ := 0.7 milli6 forintban szamolva. (X,Y) péar pedig az
elsd, illetve masodik hét (véletlen) Gsszbevétele (millioban), mindketts tehat normalis (i, o) paraméterrel.
Fliggetlenséget feltéve (azaz r = 0):

X-1 5 Y-1 5
P(X <15Y <1. = PX<1H)PY <15)=P| —< - |P| ——< - | =
(X <1.5,Y <1.5) (X <15)P(Y < 1.5) < o < 7) ( 0 < 7)

®(5/6)®(5/7) ~ 0.762% = 0.581



Avagy, ha a két hét (teljes) Osszbevételét tekintjiik, akkor: X — 1+ Y — 1 eloszlasa normalis (0,0.7+/2)
paraméterrel, mivel z € R-re:

—+o0
fxiy—2(2)dz=P(X —14+Y —1=2)= / fxoiyvoi(t,z—t)dzdt =

t=—o00

teo 1 12+ (2 —t)? 1 oo 2% — 22t + 22
_ JEFCEEY) ar e —— 22 TE ) Qedt =
/t 21 0.72 eXp( 2% 0.72 ) ‘ 27r0.72/t eXp( 2% 0.72 ) ‘

=—00 =—0Q

_ 1 1 +oo 2(t = 2/2)* 4 2%/2 _
= \/%07\/5\/%(07/\/5)/7: exp( 7 072 > dzdt =

=—00

1 22
T Varonv2 b (_2 X (0.7\/5)2> az

Igy X +Y (2,0.7v/2) paraméteri normalis (vesd Gssze a 16. feladattal), tehat P(X +V < 1.5) =

o (—0.07-35) ~ 0.307.

Namost tegyiik fel, hogy r = —0.5. Az (X,Y) par kétdimenzios (nem-standard) normalis, peremeloszlasai
is normalisak: Y|X = z (¢ = 1.5) varhato értéke: p+ r(z —p) =1 —-05(1.5—-1) = 3/4 = 0.75 (ez
a feltételes varhato érték), szorasa ov/1 —r2 = 0.7/3/2 ~ 0.606, azaz behelyettesitve és standardizalva
kapjuk, hogy

Y —0.75

P(Y > 2| X = 1.5) = P
(¥'>2] 5) (0.606

> 2.06| X = 1.5) =1 — 3(2.06) ~ 0.02.
E(X+Y) = 2 az 6sszbevétel, Var(X+Y) = Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y) = 2x0.72+2x(—0.5)0.7% = 0.49
pedig a szorasnégyzet.

14. Budapesten majusban az atlagos hémeérséklet 25°C, 7°C szorassal, valamint az dtlagnyomds 10° Pa, 2 x
10* Pa szorassal. A hémérséklet /nyomés valtozdsa szoros dsszhangban van, koztiik 1évS korrelacio 0.7.
Irjuk fel a kovariancia matrixot majd hatarozzuk meg a kivetkezdket:

(a) Mi a valoszintisége annak, hogy egy nap melegebb lesz, mint 40 °C? Es, hogy alacsonyabb a nyomés
6 x 10* Pa-nél?

(b) Egy nap 20°C-ot mértiink. Mi annak a valosziniisége, hogy a légnyomés 1.2 x 10° Pa folott jart?
Atlagosan mekkora volt a légnyomés? Mekkora a széras?

(c) Feltéve, hogy egy nap 10° Pa volt a légnyomés, mi annak a valészintisége, hogy melegebb volt, mint
35°C? Atlagosan hany fok volt aznap? Mekkora a szoras?

Megoldds: Rogzitsiik az adatokat: px = 25, ox := 7, py = 10°, oy := 2 x 10* és r := 0.7, X jelenti az
atlag hémérsékletet, Y pedig a hozzéatartozo nyomast. (X,Y) kétdimenzios normaélis, a kovariancia matrix:

o 49 9.28 x 10*
—\ 928x10* 4x108 :

(a) P(X >40) =P (52 > 12) = 1-$(15/7) ~ 0.016; P(Y < 6x10%) =P (’;;7110(5 < —2) =1-9(2) ~
0.023;

(b) =20, Y| X = x normaélis eloszlasu (,uy + Zr(z — px), oy V1 — 1"2) paraméterekkel. Azaz ennek

X
a varhato értéke: 10° + 2 x 10%/7(20 — 25) x 0.7 = 90000, és szérdsa: 2 x 10*v/1 —0.72 ~ 14283. A
keresett valoszintség pedig:

Y — 90000

P(Y >12x10°| X =20) =P
(V7> 125 107| 0) ( 14283

>21|X = 20) =1 ®(2.1) ~ 0.018.
(c) y =10%, X | Y = y normalis eloszlast (,uX + ‘;—);r(y —py),oxV1— r2> paraméterekkel. Azaz ennek
a varhato értéke: 25+ 7/(2 x 104)(10° — 105) x 0.7 = 25, és szérdsa: 7v1—0.72 ~ 5. A keresett

valészintiség pedig:

X —-25

P(X>35|Y=105):1P< >2Y:105>:1—<I>(2)m0.023.

15. Magyarorszagon a felngtt férfiak testmagassaga atlagosan 178 cm, 9 cm szoérassal, mig testsalyuk 85 kg,
10 kg szorassal. A korrelacios egyiitthatd 0.7, azaz minél magasabb valaki, annal stulyosabb is. Irjuk fel a
kovariancia méatrixot!

(a) Mi a valészintisége annak, hogy egy férfi magasabb 2 méternél? Es, hogy nehezebb 100 kg-nal?

(b) Feltéve, hogy egy férfi 190 cm, mi annak a valészintisége, hogy konnyebb, mint 60 kg? Atlagosan
mekkora sulya egy ilyen férfi? Mekkora a szoras?

(c) Feltéve, hogy egy férfi 80 kg, mi annak a valoszintisége, hogy magasabb, mint 180 cm? Varhatéan
hény cm magas egy ilyen férfi? Mekkora a szoras?



Megoldds: Rogzitsik az adatokat: pux := 178, ox = 9, py := 85, oy := 10 és r := 0.7, X jelenti a
magassagot, Y pedig hozzatartozé teststlyt. (X,Y) kétdimenzios normalis, a kovariancia matrix:

81 63
X = ( 63 100 )
(a) P(X >200) =P (£ > 22) = 1-$(22/9) ~ 0.0073; P(Y > 100) =P (X3 > 1.5) = 1-®(1.5) ~
0.067;

(b) =190, Y | X = x normalis eloszlasi ([Ly + Zr(z — px), oy vV1— rZ) paraméterekkel. Azaz ennek

a varhato értéke: 85 + 10/9(190 — 178) x 0.7 & 102.11, és szordsa: 10v/1 — 0.7 ~ 7.14. A keresett
valészintiség pedig:

Y —102.11

:1 =
P(Y < 60| X = 190) ]P’( 1

< —59|X = 20) =1-®(5.9)~1.82x107°.

(¢) y =80, X|Y = y normalis eloszlast (,uX + ZEr(y —py),oxvV1— r2) paraméterekkel. Azaz ennek

a varhato értéke: 178 + 9/10(80 — 85) x 0.7 = 174.85, és szordsa: 9v/1 — 0.72 ~ 6.43. A keresett
valészintiség pedig:

X —174.85

]P’(X>18OY:80):]P’< >

>08|Y = 105> =1-9(0.8) ~0.212.

Erdekességképpen: feltétel nélkiil P(X > 180) = 1 — ®(2/9) ~ 0.412.

16. Legyen a (X,Y) par kétdimenzios normalis eloszlast, r korrelacioval. Mi az eloszlasa U = X + Y-nak és
V = X — Y-nak? Fiiggetlen-e U a V-t617 Szamoljuk ki a varhaté értékeket és szorasokat is!
Megoldds: Legyen A € R?*2 és u € R? olyan, hogy (X,Y) = (P,Q)A + i, ahol ATA = ¥ (3-ban a
parameétereket: r,ox, oy jeloli) és P, @ standard normalis par (egymaéstol fiiggetlenek 0 varhato értékkel és 1
szorassal). Ekkor U = (a11+a12) P+ (ag1+a22)Q+ux+upy, illetve V = (a11—a12) P+ (a1 —ag2) Q+pux —py -
Tehat (U, V) is kétdimenzios normalis eloszlast, igy a marginalisai és feltételes eloszlasai is normalisak.
Mivel U és V is normaélis, pontosan akkor fiiggetlenek, ha korrelalatlanok: Cov(U,V) = Cov(X +Y, X —
Y) = Var(X) — Var(Y), azaz, ha ox = oy, akkor fliggetlenek, egyébként fiigg6ek. Valamint E(X +Y) =
pux £ py; Var(X +Y)=o0x + oy £ 2roxoy.

17. Legyen U és Z fliggetlen valoszintiségi valtozok, el6bbi egyenletes a (0,27) intervallumban, utobbi expo-

nencialis, 1 varhato értékkel. Mi az eloszlasa az X = v/2Z cos(U), illetve Y = /2Z sin(U) valoszintiségi
valtozonak? Fiiggetlen-e X Y-t6l?
Megoldds: A koordinatak kozotti kapesolat: v X2 + Y2 = /27, illetve arctan(Y/X) = U. [mivel U egyen-
letes (cos(U),sin(U)) egy egyenletes pont az origo koriili egységkorvonalon; v/2Z pedig egy véletlen sugar
ezért valami polarkoordinatés helyettesitésre gondolunk] Mivel Z fiiggetlen U-t8l, egyiittes stirtiségfiiggvé-
nyiik: fzu(z,u) = exp(—z)5=, ha 2 > 0 és 0 < u < 27, egyébkeént 0.

fxy(z,y)dedy = P(V2Z cos(U) = x, V2Zsin(U) = y) = P(Z ~ (2 + y?)/2, U ~ arctan(y/z)) =

1
_ ) dzdu = — exp(— (22 + 3?)/2) dzd
z:=(z2+y?)/2; ui=arctan(y/x) fZ7U (Z U) = 2 Xp( (-T 4 )/ ) vy

az utolso egyenlGségben hasznaltuk a dzdu = |det(J(x,y))|dzdy tobbvaltozos differencialhelyettesitési
szabélyt, ahol J(z,y) a z = (22 + 4?)/2, u = arctan(y/x) helyettesitéshez tartozo Jacobi-métrix, azaz

oz 0z

= 3 2x 2
J(z7y) = % g'z = |: 1 1 1 Y —x

ox Jy 1+(z/y)? y 1+(z/y)? y?

aminek a determinénsa: %}%”2 = —1. Tehat a kettdvel el6bbi képletben, ha dxdy-nal atosztunk, kapjuk:
fxy(z,y) = exp(—(2? + 4?)/2)/(27), azaz (X,Y) fiiggetlen standard normalis pér.

Megjegyzés: Ha méar tudjuk, hogy X és Y normalis, akkor fliggetlenségiik garantalt, ha kovarianciajuk 0, de
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = EZE(sin(2U)) — (Ev22Z)?E(sin(U))E(cos(U)), ahol hasznéltuk U, Z

fiiggetlenségét, illetve a 2sin(z) cos(x) = sin(2x) azonossagot. Az el6bbi mennyiség valéban zérus, mivel:

2 2
) ) 1 — cos(2x) —cos(4m) +cos(0) —1+1
(sin(20)) /0 sin(2x) 5 4% i LC:O i pp 0
) o 1 —cos(z)]*" —cos(2m) +cos(0) —1+1
E(sin(U)) = /0 sm(x)% dx = 47r} L = = = 0.

18. Hogyan generédlna le kétdimenziés normélis eloszlasti véletlen pontokat a sikon, melyek varhato értéke
(1, po), szorasa (o1, 02), korrelacios egyiitthatoja pedig r. Fiiggetlenek-e a koordinaték, ha r = 07

Megoldds: Vegyiink egy (U, V) standard normaélis véletlen part (azaz U, V standard normélis véletlen
széam, egymastol fiiggetleniil). Adottak a ui,pe € R; 01,00 € RT és —1 < r < 1 szamok. Kell: egy



(X,Y) pér, hogy EX = uy, EY = po, SD(X) = o1, SD(Y) = 09, illetve Cov(X,Y) = rojoa, és persze
(X,Y) kétdimenziés normalis. Ezt linearis transzformécioval érjiik el a standard (U, V) parbol. Legyen
X = 01U + p1, ezzel az egyik marginélis mar megvan, a méasikat Y := aU + bY + uo alakban keressiik. Y
varhato értéke be van l6ve, mar csak a,b € R — egyel6re ismeretlen — paramétereket kell igy megvalasztani,
hogy Y szorasa, illetve X, Y kovariancidja megfelels legyen. Erre pedig a kovetkezs adodik: a fliggetlenség
miatt Var(Y) = Var(aU + bV) = a? + b? = 02, illetve Cov(X,Y) = Cov(o1U + p1,aU + bV + po) =
0104 = 10109, azaz a = rog, illetve b = o9/ 1 — 2. Ezzel (X = 01U 4 p1; Y = rosU + o9V 1 — 12V + o)
kétdimenzios normélis a megfelel§ paraméterekkel. U, V-t ugy generaljuk, hogy vesziink két fiiggetlen
véletlen szamot (0, 1)-bél, ezeket jeldlje Z1, Zo, igy (®71(Z;), ®71(Z,)) standard normalis pér, ebbél pedig
az elébbi transzformacioval kapunk kétdimenzios normaélisat. Ha r = 0, a koordinatak fiiggetlenek, mert
normélis esetben korreldlatlansagbol kovetkezik a fliggetlenség, és ez konkrétan meg is jelenik, ugyanis a
fenti transzforméciéban: r = 0 esetén Y csak V-tdl fligg, U-t6l nem.

Megjegyzés: anélkiil, hogy hasznalnank a ® inverzét, standard normalis part az eléz6, 17. feladat alapjan
is generalhatunk, legyen Z7,Zs két véletlen szam (0,1)-b6l. Ekkor —log(Z;) exponencilis eloszlast 1
varhato értékkel ezt kell szorozni 2-vel majd gyokot vonni, végil a (cos(2m Zs), sin(2m Zs)) véletlen vektorral
szorozni, az eredmény standard normélis par.



