Villamosmérnok A4
11. gyakorlat (2012. nov. 26-27.)
Regressziok

Adott egy X valoszintségi valtozo, mely c érték(ek)re lesz a hy(c) := E|c—X| hiba minimalis? A valasz: az
m(X) medianra (amib6l lehet tobb is, diszkrét valtozo esetén). Es mely c értékre lesz ho(c) := E[(c—X)?]
minimalis? A valasz: az EX varhaté értékre.

Hasonloképpen, ha az X1,..., X, figgetlen kisérleteket latjuk egy ismeretlen eloszlasu valoszintiségi valto-
zoOra, és ezek alapjan akarjuk becsiilni a valtozot, akkor:

(a) az a ¢, amire hi(c) := Y., |c — X;| a minimélis, az a minta m(Xy,...,X,) medianja, azaz a
nagysagra kozépss érték a kisérletekbdl (paros n esetén a két kozépss érték kozott barmi), és persze
nagy n esetén ez egy jo becslés lesz a valdszintiségi valtozé medianjara; illetve

(b) azac, amire ho(c) := Y ;- (c—X;)? a minimalis, az a mintaatlag p(X1, ..., X,) == (Xi1+ - -+X,,)/n,
és ez egy jo becslés lesz a valoszintiségi valtoz6 varhato értékére.

Ez akkor kezd izgalmassa valni, amikor egy kétdimenzids (X,Y) valoszintségi valtozobol latunk fiigget-
len kisérleteket, és ezek alapjan meg akarjuk érteni, hogyan fligg Y az X-t6l; pontosabban, X milyen
fliggvényével tudnank Y-t a legjobban becsiilni? A valasz fiigg attol, hogyan mérjiik, milyen jo a
becslésiink:

(a) Akkor lesz a hy(f) := E|f(X)—Y| hiba minimalis, ha E {| f@)-Y] ’ X = ;z:} _et minimalizaljuk minden
rogzitett z-re, azaz f(x) az Y feltételes medianja az X = x feltétel mellett.
(b) Akkor lesz a ha(f) := E[(f(X) — Y)?] hiba minimalis, ha E {( fz) - Y)? ‘ X = x} _et minimalizaljuk,
azaz f(z) az Y feltételes varhato értéke az X = x feltétel mellett.
Ha csak linearis f fliggvényeket engediink meg, akkor a hq(f) négyzetes hibat az els6 regresszios egye-
nes minimalizélja: f(x) = pa + r (x — 1) 02/01, ahol py és o1 az X varhato értéke és szorasa, us és o
az Y-éi, r pedig X és Y korrelacios egyiitthatoja. A masodik regresszios egyenes pedig azon g linearis
fiiggvény, mely az E[(g(Y) — X)?] hibat minimalizalja: g(y) = pu1 +r (y — pi2) 01/02. Ezek nem csak azért

fontosak, mert a linearis Osszefiiggéseket fogadja be a legkonnyebben az értelmiink, hanem mert a p;, 05,7
értekeket termeészetes modon becsiilhetjik egy (X1,Y1),. .., (X,,Y,) adathalmazbol.

Lattuk korabban, hogy kétdimenzioés normalis eloszlasokra a feltételes median és a feltételes varhato
érték fliggvény is megegyezik a regresszids egyenessel.

1. Vegyiik a 4,6,1,4, 13,5 adathalmazt (mas néven mintat).

(a) Hatarozzuk meg a hj(c) hibafiiggvényt és a minta medianjait!

(b) Hatéarozzuk meg a hs(c) hibafliggvényt és a mintaatlagot!
Megoldds:

Az (a) részben egy tortlinearis konvex fiiggvényt kapunk, melynek minimuma a 4 és 5 kozott vétetik fol,
ott konstans 15. A medianok a 4 és 5 kozotti szamok. A (b) részben egy pozitiv allast parabolat kapunk,
aminek minimumbhelye 5.5, ez a mintaatlag.



2. Egy kétdimenzi6és haromelemd mintank els6 koordinatai —1,0, 1, mésodik koordinatai 3,4, 5, valamilyen

sorrendben. Vilagos, hogy 3! = 6-féleképpen lehet Gsszepérositani a koordinatakat. A koordinatakkénti
minta-medianok, -atlagok, és -szoérésok persze nem filiggenek a parositastél. Mik ezek a koordinatakkénti
értékek? Es mi a korrelacios egyiitthaté a 6 lehetséges parositasban?
Megoldds: Az elsé koordinata medianja és atlaga is 0, szordsa ((1 — 0)%2 + (0 — 0)2 + (=1 — 0)?)/2 =
1. A masodik koordindta medianja és atlaga is 4, szordsa megint 1. A korrelacios egyttthatd 1 és -1
az azonosan rendezett illetve az ellentétetesen rendezett esetben. A (—1,3), (0,5), (1,4) esetben pedig,
példaul, ((-1)(=1)+0-1+1-0)/2 = 0.5 a kovariancia és a korrelacios egyiitthato is. Nem volt kérdeés,
de az elsG regresszios egyenes az y = 4 + x/2, a masodik regresszios egyenes az ¢ = 0 + (y — 4)/2, azaz
y=2x+4.

3. Egy tizfés A4 csoportban, az i-edik didk els6 hét r6pZH eredményének Gsszegét jelolje X, elsé nagyZH-
janak eredményét pedig Y;. Az eredmények: (21,13), (25,28), (19,23), (30.5,26), (28.5,24), (19, 15),
(27,21), (23,27), (33,27.5), (16.5,17).

(a) Hatarozzuk meg az X és Y mintak atlagait, szorasait, medianjait, és korrelacios egyiitthatojukat!
(b) Irjuk fol a minta két regresszios egyenesét! Mennyire tiinik jonak az adatok alapjan a linearis kozelités,
és mennyire gondoljuk, hogy elvileg linearisnak kellene lennie az Gsszefiiggésnek?

(c¢) Kideriil, hogy volt még egy lathatatlan diak is a csoportban, akinek a nagyZH-ja 25 pontos lett.
Milyen ropZH 6sszpontszamot tippeliink neki? Es ha az deriilt volna ki, hogy a ré6pZH 6sszpontszama
26, akkor milyen nagyZH pontszdmot tippelnénk?

Megoldds:

Atlag (X): 24.25; Atlag (Y): 22.15 Szoras (X): 5.47; Szoras(Y): 5.46
Korrelacios egyutthato (r): 0.66 (Els0) regresszios egyenes: y(x) = 0.656 x + 6.235

15 20 25 30

A mintaatlag (24.25,22.15). X medianjai a [23,25] intervallum, ¥ medianjai a [23,24] intervallum. A
szOrasok, Z;gl(Xi — wu(X))?/9-cel szamolva, 5.47 és 5.46. A korrelacios egyiitthato, szintén 9-cel osztva,
0.66. A masodik regresszios egyenes y — 24.25+0.66(y—22.15)5.47/5.46, ami az y = 25 helyen x = 26.13-at
ad. Az els6 regresszios egyenes pedig x — 22.15+ 0.66(y — 24.25)5.46/5.47, ami az x = 26 helyen y = 23.3-
at ad, szoval nem kaptuk vissza az y = 25 indul6értéket, ugyanis a két regresszios egyenes kiilonbozik
egymastol.

Az elég nagy korrelacios egyiitthato latszik az adathalmazon, de akozott kiilonbséget tenni, hogy linearis
Osszefliggés van elég nagy véletlen hibaval, vagy pedig egy rendkiviil bonyolult 6sszefiiggés véletlen nélkiil,
azt biztosan eldonteni nem lehet.



8.

(a) Kétszer dobtunk egy kockaval, a dobasok 6sszege 10. Mi az els§ dobés feltételes varhato értéke? Es
mit tippeliink az els§ dobésra?
(b) Legyen X két dobés Osszege, Y pedig az els6 dobas. Hatarozzuk meg a regresszios egyenest!
(¢) Tizszer dobtunk egy kockaval, a dobasok osszege 50. Most mi az els6 dobés feltételes varhato értéke?
Es mit tippeliink az els6 dobasra? Es mi a regresszios egyenes?
Megoldds: (a) Legyen Z a masodik dobas. Vilagos, hogy E[Y|X = z] = E[Z|X = z], a szimmetria miatt.
Viszont E[Y|X = 2] + E[Z|X = 2] = E[Y + Z|X = 2] = «, igy E[Y|X = 2] = 2/2. Ha z = 10, akkor ez
5. Mi a feltételes eloszlas? Haromféle képpen kaphatunk X =Y + Z = 10-et: 446, 5+ 5, 6 + 4. Azaz
PY =4|X =10] = P[Y =5|X = 10] = P[Y = 6|X = 10] = 1/3, nincs igazan jo tipp.
(b) Mivel a fent meghatarozott feltételes varhato érték x +— x/2 lineéris, ez a regresszios egyenes is.
(c) A feltételes varhato érték ugyanigy 5, mint az elébb. Mi a feltételes eloszlas? Legyen X a 10 dobas
Osszege, Z pedig az utolsé 9 dobasé. P[Y = k|X = 50] = P[Y = k,Z = 50 — k|P[X = 50] = P[Z =
50 — k]/(6P[X = 50]). Azaz azt keressiik, mely k = 1,2,...,6-ra lesz P[Z = 50 — k] maximalis. A Z
varhaté értéke 31.5, modusza is ekoril van. Intuitiven vilagos, hogy k£ = 6-nél lesz a minket érdekls
maximum, azaz a 6-osra érdemes tippelni. Ezt be is lehet bizonyitani, a legegyszertibben Excellel.
X szorasnégyzete 10-szer az Y-¢é, azaz 10-2.917 = 29.17, szérasa 5.40. A kovariancia: Cov(X,Y) = Cov(Y +
Z,Y)=Var(Y) = 2917, hiszen Y és Z fiiggetlenek. Igy a korrelacios egyiitthato r = 2.917/4/29.17 - 2.917 =
1/v/10 ~ 0.316. A regresszi6s egyenes: y = 3.5+ (z—35)/v/10-v2.917/v/29.17 = 3.5+ (x —35)/10 = z/10.
Ja, ezt tudtuk is, hiszen x/10 volt az E[Y|X = x|, ami linearis. Akkor ez f5lésleges munka volt.

Legyenek Xi,..., X} fiiggetlen RAND() szamok, minimumuk X, maximumuk Y. Hatarozzuk meg az YV
feltételes mediadnjat és varhato értékét az X = z feltétel mellett, és az elsd regresszids egyenest,

(a) k= 2-re;
(b) altalanos k-ra.
Megoldds: (a) Az egyiittes stirtiségfgv: f(z,y)AzAy ~ 2A0xAyl19<z<y<1}, egyenletes eloszlas egy harom-

szogben. Tehat fo1(y[z) = liz<y<1y/(1 — ), egyenletes eloszlas az [z, 1] szakaszon. A feltételes median
és varhato érték is (z + 1)/2, és mivel ez linearis a-ben, ez az els6 regresszios egyenes.

(b) Az egyiittes strtségfgv: f(z,y)AzAy ~ k(k — 1) (y — 2)* 2AzAyljo<,<y<1y. Mivel foi(ylz) =
f(z,y)/ fi(x), szikséglink van az els6 marginalisra: fi(x) = f: k(k—1)(y —2)2dy = k(1 — )L
Tehat fou(ylz) = (K — 1) % liz<y<1}. A feltételes varhato érték jjyfg‘l(ybc) dy = “H=1 Ez
megint csak lineéaris z-ben, igy ez az els6 regresszios egyenes. A feltételes median akkor m = m(z), ha

Sy — a2 dy = Soi asan (m - o)F = (- 2)h 12, azaz mo= o+ (1 2) /2407,

Legyen az (X,Y) kétdimenzios valoszintiségi valtozo egyiittes stirtiségfiiggvénye:

(a)
_J 2exp(—(z+2y)), ha0<umuy;
fz,y) = { 0, egyébkeént.

(b)
| z+y, haO<z<L;0<y<lIy
Fay) = { 0, egyébként.
(c)
| 242y, ha0<z;0<yés0<a+y <1,
fzy) = { 0, egyébkeént.

Hatarozzuk meg az Y feltételes medidnjat és varhato értékét az X = x feltétel mellett, és az elss regresszios
egyenest.

Megoldds: (a) f(z,y) = fx(x)fy(y), 1 illetve 2 paraméterti fiiggetlen exponencialisok. Igy az X = z
feltétel mellett, tetszéleges x-re, egy 2 paraméterii exponencialist latunk. A regresszids egyenes vizszintes,
azaz konstans.

Egy hivatalban minden {igyfél kiszolgalasa 10 perc varhato értékid exponencialis valészintiségi valtozot vesz
igénybe, egymastol fliggetleniil. Ha k tigyfelet Osszesen x id6 alatt szolgalnak ki, akkor a legels§ ligyfél
kiszolgalasanak mi a feltételes medianja és varhato értéke, mi a regresszios egyenes?
(a) Legyen U egy egyenletes véletlen szam a [0, 1] intervallumbol, X = U2 és Y = U3. Mi X és Y korrela-
cios egyiitthatoja? Mi az E[Y | X = z] feltételes varhato érték és az \/E (Y —E[Y | X =2])?| X = 1]
feltételes szoras? Hatéarozzuk meg az elsG regresszios egyenest.




(b) Most legyen U egy egyenletes véletlen szdm a [0,2] intervallumbol, és, mint az elsbb, X = U? és
Y = U3. Valtozott-e a korrelacios egyiitthato?

Megoldds: EX = EU2 = ['u?du=1/3. EX? = EU* = [, u*du = 1/5. VarX = 1/5 — 1/9 = 4/45.
EY =EU? = fo uddu =1/4. EY? = EU® = fo uSdu=1/7. Vary =1/7—1/16 = 9/112.

EXY = EU® = [} udu=1/6. r(X,Y) = LO1ADVEWT _ /55736

Ha X =z, akkor U = \/z és Y = 2%/%. Ez a felteteles varhato érték, a feltételes szoras pedig 0.

A regresszios egyenes: 1/4 +/35/36(x —1/3)-3-3v5/(4V/7-2) =1/4+ (x — 1/3)15/16

. Magyarorszagon a feln6tt férfiak testmagassaga atlagosan 178 cm, 9 cm szorassal, mig testsilyuk 85 kg,
10 kg szorassal. A korrelacios egylitthato 0.7, azaz minél magasabb valaki, annél silyosabb is.

(a) Atlagosan mekkora stlyt egy 190 cm magas férfi?
(b) Atlagosan milyen magas egy 94.3 kg-os férfi?

(c) Hasonlitsuk Ossze e két eredményt.

Megoldds: (a) 85+ 0.7 - (190 — 178) - 10/9 ~ 94.3 kg.
(b) 178 + 0.7 - (94.3 — 85) - 9/10 ~ 183.9 cm.

(c) A 183.9 cm sokkal kozelebb van a 178-as atlagmagassaghoz, mint a 190 cm, amibél indultunk. A 190
cm az 12/9 = 4/3 szorasnyira van az atlagtol, a 94.3 kg mar csak 0.93 szorasnyira, az 183.9 cm pedig csak
0.66 szorasnyira. Ennek az az oka, hogy azon faktorok, melyek egyszerre tesznek valakit magasabba és
nehezebbé, csak részben felelGsek a 190 cm-ért, és vannak olyan faktorok is, melyek csak magasséa teszik.
Ha latjuk a 190 cm-es végeredményt, természetesebb arra gondolni, hogy mindkét fajta hatas kissé atlag
folott produkalt, mintsem arra, hogy az egyik hatéas a felelSs teljesen, a méasik pedig atlagosan viselkedett.
Tehat a testsilyra is hato faktorok alighanem csak kb fele annyira voltak atlag felettiek, mint amennyire
a 190 cm az atlag felett van, és igy a testsuly tipikusan mér nem lesz olyan kiemelkedd.



