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Nagy számok törvénye, centrális határeloszlás-tétel,
konfidencia-intervallumok

Nagy számok törvénye (NSZT): legyenek X1, X2, . . . független, azonos eloszlású valószínűségi változók,
melyek közös várható értéke: µ ∈ R. Ekkor:

X1 +X2 + · · ·+Xn

n
−→ µ, amint n→ +∞.

Szóban: az időbeli átlag a térbeli (a súlyfüggvény vagy sűrűségfüggvény szerinti) átlaggal egyezik meg,
avagy az empirikus átlag jól közelíti a „valódi” átlagot/várható értéket. Speciálisan, ha az Xik Bernoulli
valószínűségi változók, akkor az empirikus valószínűség az elméleti valószínűséget közelíti!

Centrális határeloszlás-tétel (CHT): legyenek X1, X2, . . . független és azonos eloszlású valószínűségi
változók, µ := EXi ∈ R és σ := SD(Xi) ∈ R+. Ekkor, ha n elég nagy, akkor a valószínűségi változók
standardizált összege közelítőleg (standard) normális eloszlású, azaz

lim
n→+∞

P
(
X1 +X2 + · · ·+Xn − nµ√

nσ
< x

)
= Φ(x) (x ∈ R)

Másképp: kicsi szórású független hatások összege normális eloszlású. Speciálisan: az Xi-ket azonos
p paraméterű Bernoulli változóknak választva kapjuk a de Moivre–Laplace tételt: a (Bin(n, p) −
np)/

√
np(1− p) standardizált binomiális eloszlás megközelítőleg standard normális eloszlású.

Konfidencia-intervallumok µ-re, ismert σ esetén. Az N(µ, σ) eloszlás n elemű mintájából kapott x̄n
mintaátlaggal szerkesztett p valószínűségű szimmetrikus konfidencia-intervallum:(
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Ez a véletlen x̄n középpontú intervallum p valószínűséggel olyan, hogy tartalmazza a számunkra ismeretlen
µ várható értéket. (Ha már megvan x̄n, akkor az intervallum vagy tartalmazza µ-t, vagy nem, nincs benne
véletlen, de az így szerkesztett intervallumok az esetek p részében jók.)

A p valószínűségű egyoldali konfidencia-intervallum:(
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)
.

Konfidencia-intervallumok µ-re, ismeretlen szórás esetén. Ilyenkor σ helyett a minta s∗n szórásával
kell számolnunk, és a normális Φ helyett az úgynevezett n− 1 szabadsági fokú Student t-eloszlás Fn−1(t)
eloszlásfüggvényével: (
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Az Fν is egy 0-ra szimmetrikus haranggörbeszerű eloszlás, kvantilisei megtalálhatóak a csatolt táblázatban
ν = 120-ig. Nagy ν-re a Φ értékeihez konvergálunk, tehát mondjuk n ≥ 250 mintaméret esetén már teljesen
rendben van, ha a Φ táblázatot használjuk.

Hasonlóképpen, az egyoldali konfidencia-intervallum:(
x̄n −

s∗n√
n
F−1
n−1(p),∞

)
.

Ha a mintáink nem normális eloszlásból származnak, de sokan vannak, akkor a CHT szerint a mintaátlag
már közelítőleg normális, és lehet használni a fenti intervallumokat, ismert vagy ismeretlen σ-ra is.

1. Tudor Tódor egyetemi hallgató. A képzése során összesen 40 különböző kötelező tárgyat kell teljesítenie,
hogy diplomát kaphasson. Az egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy ezek egyike sem épül a másikra
és, hogy minden őszi szemesztert 8 (új) tárgy felvételével kezdi. Minden tárgyat a többitől függetlenül 0.7
valószínűséggel teljesít elsőre, és 0.3 valószínűséggel elhasal. Egy félévben egy tárgyból legfeljebb háromszor
próbálkozhat. Átlagosan hány félév alatt teljesít egy tárgyat? Mi annak a valószínűsége, hogy 10 féléven
belül befejezi az egyetemet?

2. Otthon tartunk mindig 100 égőt, melyek élettartama egymástól független exponenciális eloszlású, 5000 óra
várható értékkel. Az égőket egymás után használjuk, amint kiégett egy, azonnal kicseréljük a következőre.
Az égők hány százaléka ég ki kevesebb, mint 3000 óra alatt?



3. Egy telefonközpontba nagyon sok hívás érkezik be. Tegyük fel, hogy a hívások exponenciális időközönként
érkeznek, átlagosan 4 másodpercenként. Mi annak a valószínűsége, hogy 10 óra leforgása alatt több, mint
1000 hívás érkezik be?

4. Nyári csillagos éjszakákon átlag 3 csillaghullást látunk. Mi annak a valószínsűge, hogy egy teljes nyáron
(100 napon) több mint 200 csillaghullást látunk? Mi az esélye, hogy több mint 350, de kevesebb, mint 500
csillaghullást látunk?

5. A Színház- és Filmművészeti Egyetemre köztudottan nagyon nehéz bekerülni. A leendő művészek felvételi-
jén a bizottság 0.25 valószínűséggel ítéli meg jónak és eredetinek az alakítást, 0.75 valószínűséggel elutasító.
A felvételizők azonban nagyon kitartóak, sokszor is próbálkozhatnak. Mi annak a valószínűsége, hogy 500
végzett színész anno összesen legalább 1000 felvételi meghallgatáson vett részt?

6. Egy átlagos nap egy élelmiszerboltban körülbelül 1000 vásárlás történik. Tudjuk, hogy ha a vásárolt
termékek összegének vége 2.5 és 7.5 forint közé esik, akkor 5 forintra, míg egyéb esetekben a legközelebbi
tízesre kerekítünk. Tegyük fel, hogy az összeg vége egyenletes eloszlású a [0, 10] intervallumban. Mi annak
a valószínűsége, hogy egy nap a bolt a kerekítéseknek köszönhetően

(a) plusz 1500 forintnál jobb

(b) 500 és 10000 forint közötti

(c) nem pozitív

(d) −1000 és 1000 forint közötti

egyenleget könyvelhet el?

7. Egy feleletválasztós felvételi teszt 200 kérdést tartalmaz: minden kérdésnél 4 opció van, melyekből pontosan
egy helyes.

(a) Véletlen Viktor véletlenül betévedt a felvételire és minden kérdésnél véletlenül (egyenlő valószínűség-
gel) megjelölt egy választ. Mi a valószínűsége, hogy felveszik, ha 50 ponttól érvényes a felvételi?

(b) Mi annak a valószínűsége, hogy pontosan 100 kérdést talál el Viktor?

(c) A kérdéssor összeállítói szeretnék meghúzni úgy az érvényes felvételi alsó határát, hogy a Véletlen
Viktorhoz hasonló tippelőket 90%-os eséllyel ki tudják szűrni. Hány pont legyen az alsó határ?

8. Átlagosan 1000 férfiból 440 magasabb, mint 180 cm. Mi annak a valószínűsége, hogy 100 véletlenül kivá-
lasztott férfi közül legalább 30 alacsonyabb, mint 180 cm?

9. Hányszor kell érmével dobnunk ahhoz, hogy 0.95-nél nagyobb valószínűséggel a fej eredmények száma a
dobások számának 49%-a és 51%-a közé essen?

10. Mennyi annak a valószínűsége, hogy 12000 kockadobás során előforduló hatosok száma 1900 és 2150 közé
esik?

11. Mi a valószínűsége, hogy a villamosmérnök hallgatók beférnek egy 360 fős előadóban tartott A4 előadásra,
ha 500-an vannak, és mindenki, a többiektől függetlenül 0.7 valószínűséggel hallgatja az előadást? Mi a
helyzet, ha a terem 370 vagy 380 vagy 390 fős?

12. Egy repülőjáratra, amely minden nap többször is indul, 200 ember fér fel. Mindenki a többiektől függetlenül
az esetek 10%-ban lekési a járatát (nem jelenik meg az indulásig). Ezért a repülőtársaság úgy gondolja,
hogy növelheti a hasznát, ha 200-nál kicsivel több jegyet ad el, hiszen 200-nál kicsivel több jegy esetén csak
kicsi a valószínűsége annak, hogy az eladott extra jegyek miatt bajba keveredik. Hány jegyet adjon hát el,
ha azt szeretnék, hogy a járatok harmadánál/tizedénél/századánál forduljon csak elő, hogy valakinek nem
jut hely? Hogyan módosul a helyzet, ha az emberek 0.1%-a késik csak el?

13. Egy trópusi országban minden nap esik az eső. Sok éves statisztika alapján kiszámoltuk, hogy egy nap
átlagosan 10 mm csapadék esik, a napi szórás pedig 2 mm. Mi a valószínűsége, hogy 100 nap alatt 900
mm-nél is több esik? Mi az esélye, hogy 800 és 1200 mm között lesz a leeső csapadék mennyisége?

14. Mennyi a valószínűsége annak, hogy 50 darab független, azonos eloszlású valószínűségi változó összege a
[0, 30] intervallumba esik, ha az eloszlás [0, 1] intervallumon

(a) egyenletes?

(b) f(x) = 2x sűrűségfüggvény szerint alakul?

15. Rezső rulettezésre adja fejét a kaszinóban. Taktikája nagyon egyszerű: minden egyes körben 10 dollárt tesz
a pirosra. Azt tapasztalja 100 játék után, hogy 300 dollár a vesztesége. Jogos-e a gyanúja, hogy svindlizik
a croupier? (A rulett-körön összesen 37 mező van 0-tól 36-ig számozva. Ezek közül egy — a 0 jelű — zöld,
a fennmaradó 36-ból pedig 18 piros és 18 fekete.)



16. Egy teherautóra 30 ládát pakolnak fel. Az egyes ládák tömegéről csak annyit tudunk, hogy 10 és 20 kg
között egyenletes eloszlásúak, egymástól függetlenül. Mennyi az össztömeg várható értéke és szórása? Mi a
valószínűsége, hogy a teljes tömeg nem haladja meg a 470 kg-ot? Maximum hány ládát lehet a teherautóra
pakolni, hogy 0.99 valószínűséggel az össztömeg ne haladja meg az 500 kg-os maximális engedélyezett
össztömeget?

17. (a) Adott 100 égőnk, melyek élettartama egymástól független exponenciális eloszlású, 5 óra várható ér-
tékkel. Tegyük fel, hogy az égőket egymás után használjuk, azonnal kicserélve azt, amelyik kiégett.
Becsüljük meg annak valószínűségét, hogy 525 óra után még van működő égőnk!

(b) Oldjuk meg az előző feladatot úgy, hogy minden égő kicserélése független, a (0, 0.5) intervallumon
egyenletes eloszlású ideig tart. Becsüljük meg most annak (is) a valószínűségét, hogy 550 óra elteltével
már az összes égő kiégett!

18. Mutassuk meg a CHT alapján, hogy 2 független standard normális eloszlású valószínűségi változó összege
is normális 0 várható értékkel és 2 szórásnégyzettel!

19. Idei kékfrankosunk alkoholtartalmát mérjük. Mérési módszerünknek van egy kis véletlen hibája, 0 vár-
ható értékkel, 0.5% szórással. Tíz mérés átlaga 12.61% volt. Konstruáljunk egy szimmetrikus 95%-os
konfidenciaintervallumot.

20. Öt hallgató egy laborban a következő mérési eredményeket kapta elvileg ugyanarra az áramerősségre egy
kissé lestrapált ampermérővel, melynek szórása 2A: 15.2, 15.7, 14.6, 16.8 illetve 13.9A. Adjon meg olyan
konfidencia-intervallumot, amely az áramerősség várható értékét 0.8, 0.9, illetve 0.99 valószínűséggel tar-
talmazza! Hány kísérlettel lehetne 1.2A hosszúságú 95%-os konfidencia-intervallumot megadni?

21. Egy dobozban piros illetve kék üveggolyók vannak. A pirosak p arányát nem ismerjük. Húzunk visszate-
véssel 250 golyót, amiből 102 lett piros. Konstruáljunk egy 95%-os konfidenciaintervallumot p becslésére.

22. Legszebbország miniszterelnöke, Okos Tóbiás úgy érzi, zseniális ötlete támadt a költségvetési hiány ke-
zelésére: bezárja az ország egyetemeit. Hogy biztos legyen a dolgában, megkér egy közvéleménykutató-
intézetet, szondázza a lakosság véleményét. Egy ezerfős mintából 511-en ellenezték az ötletet, 102-en
támogatták, 387 embernek nem volt véleménye. Mekkora önbizalommal jelentheti ki a miniszterelnök,
hogy a lakosság többsége nem ellenzi az ötletet?

23. A 2002-es Salt Lake City Téli Olimpia 1500m-es gyorskorcsolya számában
fölmerült, hogy a külső pálya egy kicsit gyorsabb, mint a belső. 24 pár-
ban futottak a versenyzők, a 13-adikban volt egy bukás, a többi 23 futam
eredménye a táblázatban látható.

Mivel sok különböző, többé-kevésbé független tényező befolyásolja, hogy
egy véletlenül választott versenyző mennyi idő alatt ér célba, föltehetjük,
hogy a páronkénti időkülönbségek valamilyen N(µ, σ) normális eloszlást
követnek. Az adatok alapján mekkora biztonsággal állítható, hogy tényleg
jelentett számottevő előnyt a külső pálya, tehát mondjuk µ ≥ 0.5 másod-
perc?

24. Környezetvédők 16 mintát vettek egy vegyigyár szennyvízéből, és egy rákkeltő anyag arányát mérték:
x̄16 = 2.24 × 10−6, s∗16 = 1.06 × 10−6. Be akarják perelni a céget, hiszen ezen adatok alpján 97.5%-os
biztonsággal kijelenthető, hogy a koncentráció túllépi az a értéket, ami az EU szabvány. Viszont a gyár
szerint az a mérvadó, hogy az adatok szerint a koncentráció 97.5%-os biztonsággal nem lépi túl a magyar
szabvány b értéket. Mennyi a és b?




