Villamosmérnok A4

1. gyakorlat (2012. 09. 03.)
Kombinatorika, kombinatorikus valészintiségek

1. A hat leszamlélasi tipus bemutatéasa, mind szines golyokkal:

(a) ismétlés nélkiili permutécié (sorba rendezés):
10 kiilénb6z6 szini golyot hanyféleképp allithatunk sorba? (n-et?)

n!

(b) ismétléses permuticio:
3 piros, 3 kék, 4 fehér golydt hanyféleképp allithatunk sorba? (n-et, amik kézil nq, ne, . . ., ny egyforma
szind van?)
n!
nilna!...ny!
(c) ismétlés nélkiili variacié (kivalasztas és sorba rendezés):

10 kiilénbozs szint golyd koziil hanyféleképp valaszthatunk 3-at, ha szamit a sorrendjik? (n golyo,
k-t htzunk?)

(n—k)!

(d) ismétléses variacio:
10-féle szind goly6 van, mindbdl kell6en sok (legalabb 3). Huzunk 3-at, szamit a sorrend. Hanyféle
kimenetel lehet? (n-féle golyd, mindbdl legalabb k, és k-t hizunk?)

nk

(e) ismétlés nélkiili kombinacié (kivalasztas):
10 kiilonboz8 szind golydbol hanyféleképp valaszthatunk ki 3-at, ha a sorrend nem szamit? (n-bél

k-t7)
n\ n!
k) kl(n—k)
(f) ismétléses kombinacié:

10-féle siitemény van a cukraszdéban, mindbdl j6 sok. Mi 3 siitit szeretnénk hazavinni. Ez hanyféleképp
(t)ehets meg? (n-féle siiti van, k darabot vesziink?)

n+k—1
k
2. Hany kiilonb6z6 sorrendbe allithatéak az 1, 2,...n szamok? Megoldds: n!

3. Hanyféleképpen valaszthatunk ki az 1, 2,...n szamok kéziil k-t, ha a kivdlasztds sorrendje szamit, és minden
elemet csak egyszer véalaszthatunk? Mi a helyzet akkor, ha egy elemet akarhanyszor kivalaszthatunk?
n! k

Megoldds: Ha minden elemet csak egyszer valaszthatunk, akkor TR ha t&bbszor is, akkor n

4. Hanyféleképpen valaszthatunk ki az 1, 2,...n szamok koziil k-t, ha a kivdlasztds sorrendje nem szamit és
minden elemet csak egyszer valaszthatunk? Mi a helyzet akkor, ha egy elemet akirhanyszor is kivilaszthatunk?
Megoldds: Ha minden elemet csak egyszer valaszthatunk, akkor (Z), hogyha akarhanyszor, akkor (”H,j*l).

5. Hanyféleképpen allithatunk sorba k db egyest és n — k db 0-t7 Hany n hosszt 0 — 1-sorozat van Gsszesen?
Megoldds: (Z), illetve 2. Az alapjan pedig, hogy az Gsszes n-hosszi 0 — 1 sorozatban 0 db, 1 db, 2db;, ...,

n db egyes lehet, értelmet nyer a binomidlis tétel, miszerint

*-£0)

6. Egy n elemd halmaznak hany részhalmaza van?

Megoldds: 2". Indoklas: Minden elemrdl kiilon-kiilén el kell donteni, benne van-e a részhalmazban, vagy
nincs. Kodolhatjuk a részhalmazt agy, hogy sorbatessziik az elemeket és amelyiket bevalasztjuk a halmazba,
az ald l-est, amelyiket nem, az ala 0-t frunk. A részhalmazokat igy egy-egyertelmiien megfeleltetjiik n-
hosszi 0-1 sorozatoknak, azokbol pedig Gsszesen 2™ féle van.

7. Tiz urnaba hanyféleképpen helyezhets el 5 megkiilonboztethetelen goly6? Es 5 kiilonbozs?

Megoldds: Ha az 5 goly6 egyforma, akkor ez ugyanaz, mint a siiteményes feladat, tehat a megoldés (154).
Ha pedig a golyodk kiilénbozsek, akkor mindegyik golyo egymastol fiiggetleniil 10-féle helyre keriilhet, tehat

a megoldas 10°.

8. Hany kiilosnbdzs (értelmes vagy értelmetlen) 9-bettis sz6 készithets a MUEGYETEM sz6 bettibsl?

Megoldds: 2?—;’,



9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Mennyiféleképpen olvashaté ki a MENNYIFELE az alabbi rajzbél, ha a bal fels6 sarokbol indulunk, és
csak lefelé vagy jobbra léphetiink?

M E N N Y I
E N N Y I F
N N Y I F E
N Y I F E L
Y I F E L E

Megoldds: 9-et kell mindenképp lépni, és ebbdl szabadon vélaszthatjuk ki azt az 5 lépést, amit jobbra
tesziink meg. A véalasz tehat (2)

Legalabb hany lottoszelvényt kell kitolteniink, hogy biztosan legyen 5-taldlatosunk? Megoldds: (9,0)

o

Hany kiilsnb6z6 auté-rendszam készithetd harom bettibél és harom szamjegyb6l? Es 2 bett, 4 szamjegybdl?
Héanyszor t6bb kocsi kiillonboztetheté meg az els6 modszerrel?
Megoldds: 263103 illetve 26210%. A hanyados 2, 6.

Harom kockat dobunk fel egyszerre. Az azonos szinti kockdk megkiilonboztethetetlenek. Hany kiilonbozé
kimenetele lehet a kisérletnek, ha

(a) mindharom kocka kiilonboz6 szinti; Megoldds: 6°
(b) két kocka piros, a harmadik kék; Megoldds: (6%71)6 =126

(c) a kockak azonos szintek? Megoldds: (°7371)

Egy versenyen 23 versenyzé indul. Hanyféle sorrend alakulhat ki? Héanyféle sorrend lehet a dobogén?

Megoldds: 23!-féle teljes sorrend, a dobogon pedig 23 -22-21 = g—g: sorrend lehetséges.

(Gyakran hasznélt modszer: komplementer szamolésa): Hatszor dobunk egy kockaval. Hany olyan dobas-
sorozat lehet, amelyben dobtunk hatost?

Megoldds: Osszesen 6°-féle lehet a dobassorozat, ezek koziil 5° darab van, amikor egyetlen hatost sem
dobunk. (Hiszen ekkor mind a 6 helyen csak 5-féle szam allhat.) Tehat olyan dobéassorozat, amiben van
legalabb egy hatos, 6% — 55-féle van.

Tegyiik fel, hogy A és B két esemény, azonos valoszinidségi mezén értelmezve, és valoszintségeikre P(A) >
0.8 és P(B) > 0.5. Bizonyitsuk be, hogy ekkor P(AN B) > 0.3 !

Megoldds: Hasznéljuk fel, hogy P(A U B) = P(4) + P(B) — P(AN B), és igy (mivel P(AU B) < 1)
P(ANB)=P(A)+P(B)—-P(AUB)>08+405-1=0.3

Két kockaval dobva mennyi annak a valésziniisége, hogy

(a) két azonos szamot dobunk?
(b) két kiilonb6z6 szamot dobunk?

(c¢) a két dobas Osszege 77
Megoldds:

(a) 6-féle lehet az azonos szam, es 36-féle kimenetel lehet (els§ kockdn 6 * masodik kockan 6), tehat a
megoldas 6/36 = 1/6. Masféleképp gondolkozva: az elsével dobunk valamit (barmit). Ezutan 1/6
annak valésziniisége, hogy a mésodik kockaval eltaldljuk ugyanazt.

(b) az el6z8 esemény komplementerérsl van szo6, tehat a valoszintiség 1 — 1/6 = 5/6.

(c) 6-feleképp dobhatok Gsszegnek 7-et (146,2+5,3+4,4+3,54+2,6+ 1), az Gsszes dobas 36-féle lehet,
a valdszintiség 6/36 = 1/6. (Fent is, lent is tigy szamoltam, hogy a kockék sorrendje szamit.) Megint
masképp gondolkozva: az els6vel dobunk valamit, ezutan 1/6 annak valészintsége, hogy a masodikkal
eltalalom azt, ami ahhoz kell, hogy az els6t 7-re egészitse ki.

Egy 26-f6s tankoérben mi a valészintsége, hogy legaldbb két ember egy napon iinnepli a sziiletésnapjat?

Megoldds: Szamoljuk a komplementert, azaz annak valoszintiségét, hogy mindenki kiilonb6z6 napon sziiletett.
Gondolatban soroljuk fel az embereket, és mindegyik mellé irjuk oda a sziiletésnapjat. Az Osszes eset: min-
denki mellé egymastol fiiggetleniil 365-féle datum keriilhet, ez 365%C eset. A jo esetek (mind kiilénbdzs)
széma: 365!/(365—26)! = 365!/339!. Annak valoszintsége tehat, hogy mindenki kiilénb6z6 napon sziiletett,
(365!/339!) /36526, Innen méar konnyen szdmolhatjuk, hogy az eredeti kérdésre a valasz

~365!/339!
36520

Egy pingpong-meccsen A és B két, azonos esélyekkel indulé jatékos. Mi a valdszintibb:

(a) A 4 meccsbdl pontosan 3-at nyer meg, vagy

(b) B 8 meccsbdl pont 5-6t nyer meg?



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Megoldds: els6: (g)/24 = 1/4 = 8/32, masodik: (g)/QS = 7/32, tehat az els6 esemény valoszintbb.

Egy kulcskarikan 16g n db kulcs. Pontosan 1 nyitja a zarat, de én nem tudom, melyik az. Ugy prébalkozom
a zar kinyitasaval, hogy mindig egyenletesen véletleniil vilasztok a még ki nem prébalt kulesok koziil, amig
csak ki nem nyilik a zar. Mennyi a valoszintisége, hogy pontosan a k-adik prébalkozasom jar elGszor
sikerrel?

n—2
n—1-°

Megoldds: P(az els6 nem nyitja)="-1. P(a méasodik sem nyitja)— ... P(a (k—1)-edik sem nyitja)—="—k=1)

n—(k—2)"
P(mindezek utan a k-adik kinyitja):ﬁkfl).
Tehat annak valdszintsége, hogy pont a k-adik nyitja ki, ”;1 Z:g .. Z:EZ:;; n_(i_l) = % Az érdekes tehat

az, hogy az eredmény nem fiigg k-t6l: P(elsére nyilik ki)=P(hatodikra nyilik ki)).

Egy parkoléban 12 hely van egymaés mellett sorban. 8 hely foglalt, de tgy, hogy a 4 fennmaradé hely pont
egymas mellett van. Utal-e ez valamilyen kiilénleges koriilményre (pl. hogy egy baréti tarsasag egyszerre
ment el)? Szamoljuk ki az esemény valoszintséget, feltéve, hogy pont 4 hely szabad.

Megoldds: Osszes eset: (142). A jo esetek szama pedig 9, hiszen ha a 4 kocsi egymas mellett all, akkor az
els6 kocsi allhat az elss, masodik, ..., kilencedik helyen. A valasz ezért % = 1/55.
4

Szérjunk el a sakktablan egyenletes valosziniiséggel 8 bastyat. Mennyi a valoszintisége, hogy egyik sem iiti
a masikat?

Megoldds: Gondolkodjunk ugy, hogy a sorrend nem szamit. Osszesen (684)—fé1e mez§-8-as lehet foglalt. Ezek
koziil valasszuk ki azokat a konfiguriciokat, amikor egyik bastya sem iit egyetlen mésikat sem. Minden
sorban és minden oszlopban is pontosan 1 bastya all. Az els6 oszlop ban 8-féle hely lehet ez, de ettdl
fiiggGen a masodik oszlopban mar csak 7 hely j6, a harmadikban 6, stb. A j6 esetek szama tehat 8. A

PPN S 4 18156!
valoszintséeg 8!/ (68 ): 8.245!6.

Valaki az angol abc 26 bettijébdl (melyek kézott 5 maganhangzo és 21 massalhangzo van) véletlenszerten
kivalaszt 4 bettit (minden valasztasnal mind a 26 bettinek ugyanakkora az esélye), és leirja Gket egymas
mellé. Mi a valdsziniisége annak, hogy se magidnhangzok, se méassalhangzok nem keriilnek egymas mellé?

Megoldds: Az 6sszes esetek szama 26*. Szamoljuk Gssze, mennyien vannak a ,,jo” szavak: ha maganhangzo-

val kezdédik, akkor lehet 5-21-5-21-féle, és nyilvan ugyanennyi, ha méssalhangzoval kezdddik. A jo esetek
4

szadma tehat 2 - 52212, igy a valosziniiségség 2522%

Mi a valoszintibb: 6 kockadobasbol legalabb egyszer hatost dobni, vagy 12 kockadobasbol legalabb kétszer
hatost dobni?

Megoldds: az elss valészintisége 1 — (2)°, a mésodike 1 — (2)'? — 12(2)'!, a mésodik valamivel kisebb az

6
elsénél.

Harom kockaval dobva, mennyi a valészintisége annak, hogy a dobott szidmok Gsszege 10-nél nagyobb?

Megoldds: Ha elsére 1,2,3 vagy 4 jon ki, akkor nem sikeriilhet. Ennek esélye 2/3. Ha 5 jon ki, akkor
masodik dobésra csak a 6-os jo, ha elsére 6, akkor pedig masodjara j6 az 5 is és a 6 is. Tehat a jo esetek
valoszintiségsége 3—16 + Tls = %

Kit6ltok és bedobok egy szelvényt az 6tds lottéon. Szamoljuk ki annak a valdszintiségét, hogy pontosan 3
talalatom lesz! Mennyi a valoszintiségsége, hogy elveszitem a pénzem, amit a szelvényre koltottem?

)

Megoldds: A pontosan 3 taldlat valdszintisége , ami koriilbeliil 0,00081. Annak az esélye, hogy

elveszitem a pénzem, kb. 0,9767.




