2012. szeptember 5, 15:30 KoMalL, 2012. szeptember (1. lap)

Polya-féle urnamodell 1.

1. Bevezetés

Hogyan magyarazhaték azok a jelenségek, mikor tobb, egyméssal versengd,
hasonlé esélyekkel indulé alternativa koziil valamelyik egy rovid idén beliil dtveszi
a vezetést, és ha az elényt megkaparintotta, onnantdl kezdve a tébbinek méar nincs
esélye 6t behozni? Miért haszndlja a vilag elsopr6 tobbsége az egyébként kevéshé
hatékonynak tartott QWERTY billenty{izetet? A sok, alapvetéen hasonl6 szolgal-
tatast nyijto kozosségi halozat 1étezése ellenére miért valt elsopré népszertiséglivé
a Facebook?

A valészinliségszamitds egyik alapvet6é gondolatkisérlete Pdlya Gyérgy (1887—
1985) nevéhez fizdik, és épp ezt a jelenségkort modellezi. Egy id6ben véletleniil
novekedd rendszerben a kezdeti idOszakban megvalésulé véletlen 1épesek olykor
sokkal meghatarozébba valnak a tavoli jovébeli véletlen kimenetel szempontjabol,
mint a késébbi 1épések. A Pdlya-féle urna folyamat utan, a cikk mésodik felében
egyéb kapcsolédé modelleket is vazolunk, melyek mind erre a szalra flizhetok fel.
Ezeket a kombinatorikus megkozelitéssel jol megérthetd modelleket részletesen tar-
gyalja [2] és [3]. Magyar nyelven is elérhetd, klasszikus leirdsért ldsd [1]-et.

A széhasznilatrdél megjegyezziik, hogy bar az ,,urna” kifejezés mai fiillel kissé
bizarrul hangozhat, a matematikus tarsadalom mégis ezt a sz6t hasznalja torténelmi
okokbol!, amikor dobozokban elhelyezett szines golySk véletlen kihizasairél beszél.
A magyar nyelvii matematikai irodalom is meg6rzi ezt a széhasznalatot, és ennek
megfeleléen mi is igy tesziink.

A megérteshez a kombinatorikus valdszinliség valamint a hatarérték fogalma-
nak ismerete sziikséges. Az egyéb felmeriil6 fogalmakat a szemléletességet szem
elott tartva igyekszem bemutatni.

2. A Pdlya-féle urnamodell alapesete
2.1. A modell

Egy dobozban kezdetben két golyd van, egy piros és egy zold. A dobozban 1év6
piros golydk ardnyét jelsljiik Ro-lal, jelen esetben tehdt Ry = 1/2.

Az els6 1épés abbdl &ll, hogy véletlenszertien (minden golyénak azonos esélyt
adva, azaz egyenletes eloszldssal) kihtizzuk az egyik golyét a dobozbdl és megnézziik
a szinét, majd visszatessziik. Ezen kiviil tesziink a dobozba még egy 1j golyot is,

'Mar Jacob Bernoulli 1713-as Ars Conjectandi c. munkdjéban is a latin urna szé jelenik
meg, 6 ebben az agyag edényben helyez el gondolatban szines kavicsokat, ezek koziil hiuz
ki gondolatban egy par darabot, és az igy az urndban maradé véletlen kavicshalmazban
vizsgalja a kiilonbo6z6 szinek ardnyénak eloszlasét.
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mégpedig olyan szinfit, mint amilyet az imént hiztunk. A dobozban tehdt most
hérom goly6 van: ha pirosat hiztunk, akkor egy zold és két piros, ha pedig zoldet
hiztunk, akkor egy piros és két zold. A dobozban 1évé piros golydk aranyét jeldljitk
R-gyel, ami tehdt lehet 2/3 (pirosat huztunk) vagy 1/3 (zoldet hiztunk).

Johet a masodik lépés: a most bent 1év6 harom golyé koziil hiizunk véletlendil,
egyenletes eloszlassal, megnézziik a szinét, visszatessziik a dobozba egy 1j, ugyan-
olyan szinl golyoval egyiitt. A most ott 1év6 piros golydk aranya, R,, tehat lehet
3/4, 1/2 vagy 1/4, attdl fiiggden, hogy mennyi volt Ry, és hogy milyen szinti goly6t
hiiztunk most (14sd 1. dbra).
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1. dbra. Pélya-féle urnamodell, alapeset

Ugyanigy haladva tovabb, ezt az elemi 1épést ismételjiik meg egymas utan
sokszor. Hogyha a dobozban n lépés utan p,, darab piros és z, darab zold golyd
taldlhaté, azaz a piros golydk aranya

_ _ Dn
Pn + Zn7

n

akkor a kovetkezo allapotot ugy kapjuk, hogy huzunk véletlenszertien a dobozbdl
egy golyét (R, valdszintiséggel pirosat, 1 — R, valdsziniiséggel zoldet), és a vissza-
tételével egyid6ben tesziink még egy ugyanilyen szint golyét a dobozba. Az R, 41
érték ennek megfeleléen kétféle lehet,

. . __ pat+l Lt st 2
a) ha pirosat hizunk, akkor R, 11 = m, ennek valészintisége R,
b) ha zoldet hiizunk, akkor R, ; = —L2%— ennek valészintisége 1 — R,,.
Pntzn+1

Ez a Poélya-féle urnamodell legegyszeriibb esete.
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2.2. A véletlen allapot rogzitett szami 1épés megtétele utan

Milyen szabdlyszertiséget fedezhetiink fel, rogzitett n mellett, az R,, szam vé-
letlen értékével kapcsolatban? Konnyen lathat6, hogy R, lehetséges értékei a (0, 1)
intervallumban a k/(n + 2) alakd tortek, ahol 1 < k < (n + 1), azaz ahogy n egyre
nagyobb, az R,, értékkészlete kezdi egyenletesen siirtin kitolteni a teljes (0,1) in-
tervallumot. De milyen eséllyel lesz R, értéke éppen k/(n + 2), valamilyen adott
k-ra?

Vildgos, hogy R,, a piros golyok ardnya az n-edik 1épés utdn épp annak az
aktudlis (feltételes) valdszintliségét adja meg, hogy a kivetkezd, (n+ 1)-edik 1épésnél
piros szini goly6t hizunk, feltéve, hogy mar eljutottunk az n-edik 1épésig.

Az els6 par 1épésben a megvalosuldsok valdsziniiségeit konnyen kiszamolhatjuk,
példaul az 1. dbrdt kovetve. Ry értéke kétféle lehet,

a) Ry =2/3, ha pirosat hiizunk elsére, ennek esélye 1/2, vagy
b) Ry =1/3, ha zoldet hizunk, ennek esélye ugyantigy 1/2.
Ry értékének kiszdamolasakor ezt mar figyelembe vessziik. Az 1. dbrdrdl leol-
vashatok a kovetkezd esetek valdszintiségei:
a) az Ry = 3/4 érték gy érhetd el, ha Ry = 2/3, és tjra pirosat hizunk, ez az
eseménysorozat 1/2-2/3 = 1/3 eséllyel torténik.
b) Az Ry = 1/2 érték kétféleképp érhetd el:
i) vagy Ry = 2/3 és most zoldet hizunk, aminek az esélye 1/2-1/3 =1/6,
i7) vagy pedig Ry =1/3 és most pirosat hizunk, ennek esélye szintén
1/2-1/3 = 1/6.
Osszességében tehat az Ry = 1/2 értéket is 1/6 + 1/6 = 1/3 eséllyel érjiik el.
b) Végiil az Ry = 1/4 érték csak gy lehetséges, ha Ry = 1/3 és tjra zoldet
hiizunk, ennek esélye ismét 1/2-2/3 = 1/3.
Azaz Ry és Rs esetében is teljesill az, hogy az Osszes lehetséges érték kozott

egyenletesen oszlik el a valdszintiség, mas szoval a valtozo az értékkészletén egyen-
letes eloszlasi. Véletlen-e, hogy n =1 és n = 2 esetében ez igy van?

2.1. feladat. A merész olvasénak javasoljuk, ugorja dt a felvezetésként meg-
adott a) és b) részfeladatokat, kezdje rogtin az utolsd, c) jeld feladattal.

a) Mi a valdszintisége annak, hogy az urndbdl kihizott golydsorozat elsé k eleme
mand piros, az azutdni l =n — k eleme pedig mind z61d?

b) Rdigzitsink eqy A C {1,2,...,n}, |A| =k elemszdmii részhalmazt. Mi a va-
l6szintiisége annak, hogy az urndbol kihidzott golydsorozat elsé m eleme kozil
pontosan az A-beli sorszami golyck pirosak?

¢) Mi a valdszindisége annak, hogy az urndbdl kihizott golydsorozat elsé n eleme
kozil pontosan k darab piros?

A 2.1. feladatban felfedezett tulajdonsagot felcserélhetdségnek” nevezik. Azt
jelenti, hogy egy adott sorozat megvaldsulasanak valészintisége invaridns a permutéa-
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ciéra nézve: a valdsziniliség csak a sorozatban szerepld ardnyoktdl fiigg, a sorrendtol
nem. A felcserélhetéségnek a Pdélya-féle urnamodell az egyik tankényvi alappéldéja.

2.2. feladat. Bizonyitsuk be tetszdleges n € N-re, hogy R, azonos valoszini-
séggel veszi fel az dsszes lehetséges értékét! (Az értékkészlet természetesen n-tél
fiigg.)

2.3. Szamitégépes kisérlet

Vegyiink egy rogzitett n értéket (n = 10), és inditsuk el ugyanannak a Pdélya-
urna kisérletnek sok (N = 1000) fiiggetlen példdnyét, mindig egy piros és egy zold
golyéval kezdve, és futtassuk n 1épésig. Ezekben a fiiggetlen kisérletekben mindig
jegyezziik fel, mi jott ki R, = Ryg értékére, és rajzoljuk fel a gyakorisagi abrat,
méas néven hisztogramot, ebbdl az N = 1000 kisérletbél. Az altalunk irt program

7”7

segitségével elallitott példa-hisztogramot lasd a 2. dbra tetején.
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2. dbra. Pélya-féle urnamodell alapesetének hisztogramja, illetve normélt hisztogramjai
10 1épés utan, kiilonbozo kisérletszamok mellett

Tegyiik fel, hogy az n = 10 valasztéast rogzitjiik, de N értékét, azaz a kisérletek
szamat valtoztatni akarjuk, és az eredményiil kapott hisztogramokat ssze akarjuk
vetni egymassal. Hogyha a kiilonb6zé N-ekre el6allitott hisztogramokat gy nor-
maljuk, hogy az oszlopok altal lefedett tartomany teriilete mindig azonos legyen,
akkor az Osszevetés kényelmes lesz, mert a 1épték minden dbrankon azonos, lasd
a 2. dbra alsé sorozatat. Rogzitett n mellett N novelésével az abra egyre inkabb
hasonlit a feladatban bizonyitott elméleti eloszldshoz tartozd, egyenletes hisztog-
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ramhoz. Azt, hogy a hisztogramok N novelésével valéban az elméletihez tartanak,
a statisztika alaptétele mondja ki.

2.3. feladat. frjuk meg a Pdlya-féle urnamodell alapesetének algoritmusdt
eqy tetszéleges, dltalunk elérhetd programnyelven® és dllitsunk elé a 2. dbrékhoz
hasonldokat!

A 2.2. feladat allitasabol kiolvashatd, hogy n névelésével R,, elméleti eloszlasa
a (0, 1) intervallumon értelmezett igynevezett folytonos egyenletes eloszldshoz tart
(ennek dgynevezett ,slirliségfiiggvénye” a vizszintes vonal, ahol a vonal alatti teriilet
l-re van normélva). Ez mar énmagdaban is érdekes tény, dmde ennél egy sokkal
er6sebb allitas is igaz. A kovetkezd fejezetben e felé az éllitas felé haladunk.

3. A véletlen sorozat tulajdonsagai
3.1. A Pélya-féle urnamodell altalanosabb esetei

Miel6tt tovabblépiink tovabbi megfigyelések felé, tagitsuk ki egy kissé a vizs-
gélt modellek korét. A Pdlya-féle urnamodell 2.1. fejezetben vazolt alapesete t6bb-
féleképpen is altalanosithatd, példaul a kezdeti feltétel varialasaval. A golydk szé-
manak novelésére szolgal6 algoritmust valtozatlanul hagyjuk, viszont ahelyett, hogy
kezdetben 1 piros és 1 z6ld golyot tennénk az urnaba, inditsunk pg piros és zg zold
golyé6val (po > 1, zp = 1).

Altalénosithatjuk ennél jobban is az urna modellt. Példaul igy, hogy nem csak
két szint engediink meg, hanem egy elére rogzitett, K elemszamu szinhalmazbdl
valogatva tesziink kezdetben az urndba r; darab ¢y szinti, ro darab cg szinfi, ..., ri
darab cg szinl golyot. Ha az olvaséban felmeriil, meg tudunk-e engedni végtelen
sok szint is, még egy kis tiirelmet kériink téle, egy késébbi fejezetbol ez is ki fog
deriilni. Egyelére maradjunk a két szin hasznalata melletti altalanositasnal, mert
ez is rejteget még érdekességet.

3.2. Mi a helyzet a véletlen sorozattal?

A 2.2. feladatban bizonyitott allitds rogzitett n mellett mond valamit az R,, vé-
letlen szadm (valésziniiségi valtozd) lehetséges értékeirdl, és az értékek megval6su-
ldsdnak val6sziniiségeirél (a valdsziniiségi véltozé eloszldsardl). Olyan tipusd ered-
mény ez, mint mikor a 2.3. feladatban megirt programunk futdasakor nem irattuk
ki a futds kozben érintett R; értékeket (j < n), hanem minden egyes futdskor csak
az altalunk elore kiszemelt n mellett voltunk kivancsiak R, kimeneteleire. Hogy
éppen hogyan jutottunk el addig a véletlen szamig, azt nem vizsgaltuk.

Természetes médon felmeriilhet benniink ugyanakkor a kérdés, megallapit-
hatunk-e valamit a véletlen szdmsorozat egészérdl (véletlen folyamatrdl) is, ami
egy-egy ilyen szimuldcié soran eldall. Feljegyezhetnénk sok, egymdstol fiiggetleniil

2 A cikkben szerepld szimuldcidkat Python nyelven irtam, a kéd szerkesztéséhez és futta-
téasdhoz Eclipse-t haszndltam (Pydev modullal), a képek megjelenitéséhez pedig Gnuplot-
ot. Ezek mindegyike ingyen hozzaférhetd.
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el64llo ilyen sorozatot, és ezekrol a véletlen sorozatokrdl is megkérdezhetnénk, vajon
milyen tulajdonsdgokkal rendelkeznek.

3.1. feladat. A kordbban irt szamitogépes programunkkal dllitsunk eld figget-

len kisérletekbdl elédllo véletlen pdlyakat, mds néven trajektoridkat, a Pdlya-urna
alapesetében (po =1, zo = 1).

Az altalunk irt programmal készitett trajektéridkat ldsd a 3. dbrdn. Ezek
megfigyelésével maris tehetiink néhany kezdeti megallapitast.
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Piros golyok aranya (R,,)

0.2

O 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50
Lépésszam (n)

3. dbra. Trajekt6idk a Pélya-féle urnamodellben (po = 1, zo = 1)

Az algoritmusrdl altaldnossagban megallapithatjuk azt, hogy a piros golyé
huzasanak éppen aktualis valdszintisége id6ben véletlenszertien valtozik, ahogyan
az urnaban a piros golydk ardnya az Osszes golyéhoz képest mindig mas és mas.
Ugyanakkor egyetlen golyé betételének hatésa erre az ardnyra, ahogy haladunk
elére az id6ben, egyre kisebb és kisebb, hiszen az 1j golyé megjelenése az éppen
aktudlis ardnyt mar egyre kevésbé tudja megvaltoztatni.

3.2. feladat. Az 3. dbran mintha hiperbolikus tvdarabok jelennének meg. Miért
van ez?

3.3. feladat. Ha visszatekintink a 2.2. feladatban bizonyitott eredményre, ldt-
Juk, hogy a programunkat (pg = 1, zo = 1)-bél sokszor elinditva az R,, = Ry értékek
dtlaga sok kisérlet utdn 1/2. Jegyezziink fel most minden trajektéridn két értéket,
Ri-et és Ryp-et. Mi a megvalosult Ryo értékek dtlaga azokon a trajektoridkon, ame-
lyeken Ry = 1/3? Es mennyi azokon, amelyeken Ry = 2/3?
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3.3. A megfigyelések matematikai hattere

Ez a szamunkra egyelore kisérleteken alapulé megfigyelés pontossa is teheto, és
a valdsziniliségszamitasnak egy kiilonleges fejezetéhez, az tigynevezett martingalel-
mélethez kalauzol benniinket. Anélkiil, hogy a preciz definicidhoz elengedhetetleniil
sziikséges elméleti hatteret megkisérelnénk itt megadni, a 1ényeget mégis vazoljuk.

Azok a véletlen folyamatok, amelyek mindig az éppen aktudlis (véletlen) pozi-
cigjukat ,,szeretnék megtartani”, kiilonos jelentéségiik van, és a martingal elnevezést
kaptak. Ezek, ha egy adott 1épéskor megfigyeljiik 6ket, a véletlen érték ismeretében
a kovetkezd 1épésben ,,varhatéan” pontosan ugyanott maradnak. Ez nem azt jelenti,
hogy a kovetkezd 1épésben nem mozdulnak el, hanem azt, hogy a valdszintiségek-
kel sulyozott dtlagos elmozduldsuk nulla. A témakorben az egyik leggyakrabban
hasznalt tétel szerint pedig, ismét nem teljesen precizen megfogalmazva, hogyha
egy ilyen véletlen folyamat értékkészlete korlatos, akkor annak a véletlen folya-
matnak barmilyen tipikus megvalésuldsa olyan szamsorozat lesz, amelynek létezik
a hatdrértéke. (A ,tipikus megvaldsulds” fogalmat jelen cikkben nem definidljuk.)

3.4. Alkalmazhatd ez az erds eszkéz ebben az esetben? Szamoljunk!

Ahhoz, hogy ldssuk, ez az erés tétel valéban alkalmazhaté a Pélya-féle urna-
modell fenti dltalanositasainak esetében, a két feltétel fennalldsat vizsgajuk. Az ér-
tékkészlet nyilvdnvaldéan korlatos, R, csak (0,1)-ben mozog, tehat a tétel mésik
feltétele rogton teljesiil. A masik feltétel igazoldsa érdekében ellenérizziik, hogy
a martingdlokat definidlé tulajdonsag igaz az R, folyamatra.

Képzeljiik el, hogy n lépést mar megtettiink, és a szokdsos moédon jeloljiik
pp-nel az n-edik 1épés utan a piros golyok szamat, z,-nel a zoldek szamét, R,,-nel
pedig a piros golydk aranyat az osszeshez képest. Ekkor

a) ha a kovetkezd 1épésben pirosat hizunk, akkor a piros golydék szama p,, + 1

pntl
Pntzn+1’

Pn
R T e—
" ot

lesz, tehat R, 1 értéke ennek a valdszintisége

b) ha viszont z6ldet huzunk, akkor a piros golydk szdma p,, marad, tehdt az 1j

arany R, értéke % lesz, ennek val6szintisége pedig
n n
z
1-R, = ——.

Hogy mennyi az R, szam ismeretében R, ;i feltételes varhato értéke, ugy
kapjuk meg, hogy mindkét széba jové értéket megszorozzuk a valdszintiségiikkel,
és igy Osszeadjuk Oket,

pn+1 Pn__ | Dn Zn____ Pn
Pntzn+1lpp+2n Pontzntlpn+zn Ptz

-
Ennek a szamolasnak az eredménye épp R,,, azaz a folyamat n-edik 1épésé-

ben kapott érték ismeretében a kovetkezo lépés altal okozott elmozdulés feltéte-
les vdrhato értéke nulla. Ez a szdmolas pg és zg barmely értéke mellett érvényes.
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A Pélya-féle urnamodellben a vizsgélt véletlen folyamat tehat valéban egy korldtos
martingal, aminek a 3.3. szakaszban vazolt tétel szerint tehat létezik a hatarértéke
(ami azonban egy véletlen szdm!). A hatdrérték valésziniliségi eloszldsa a folytonos
egyenletes eloszlds a (0,1) intervallumon.

Ez 6sszefoglalva tehat azt jelenti, hogy a véletlen trajektéridk, melyeknek véges
szeleteit a szdmitégépes programunkkal meg is figyelhetjik (3. dbra), ,végtelen
hosszi ideig futtatva” mind bedllnak egy-egy (véletlen) értékre.

3.5. Trajektériak és hamis érmék

Amikor a Pdlya-féle modellt el6szor ismerjiik meg, lehet az az érzésiink, hogy
egy-egy huzas véletlenségében a folyamat teljes multja kozrejatszik. Hamar rajo-
viink azonban arra, hogy ez nem egészen van igy: az (n + 1)-edik hizas sordn nem
lényeges, hogy az urndban 1évé golydk milyen sorrendben keriiltek oda, csak a piros
golydk aktudlis ardnya, R,, szdmit. Azt azonban egy pillanatig sem gondoljuk (és
nem is volna igaz), hogy az egyméds utdni huzasok fiiggetlenek volndnak egymadstdl.
De akkor mi a helyzet a kovetkez& gondolatmenettel?

Kédoljuk az n 1épésbol allo kisérleteket egy-egy n-hosszu, P és Z betilikbdl allo
sorozattal, azaz a trajektéridkat kédoljuk a B, = {P,Z}" elemeivel, az egym4s
utdn kihizott golydk szinének megfeleléen. E halmaz azon részhalmazat, mely
sorozatokban pontosan p, darab P beti szerepel, jelolje B,(f’”)7 ennek elemszama

Pn)

A 2.1. feladat ¢) szakaszdnak megolddsakor kapott kombinatorikus formulabdl
kiolvashaté, hogy adott n mellett egy rogzitett R,, ardny, azaz rogzitett p, szdmu
piros goly6 Osszes lehetséges elééllasi sorrendje mind azonos valészintiséggel tor-

ténik. Ez azt jelenti, hogy az R, ardnyhoz vezeté m-hosszu trajektéridk, a B,(Lp")
halmaz elemei mind egyforma valdsziniiséggel allnak elé.

|B7(Lpn)

Pn
Pntzn
niiséggel esik a piros oldalaval felfelé, (1 — R,,) valdszinliséggel pedig a zold oldalé-
val felfelé. Egy kisérlet alljon abbdl, hogy feldobjuk ezt az érmét n-szer, a dobasok
egyméstol legyenek fiiggetlenek, és jegyezziik fel a dobasok eredményeit P és Z be-
tiikkel.

Vegyiink egy hamis érmét, mégpedig olyat, ami rogzitett R,, = valbszi-

3.4. feladat. Adjunk mddszert a B,(lp") trajektoria halmazon egyenletes elosz-
las gernerdldasdra ennek a kisérletnek a kis modositdsdval!

Ha n-et egyre inkabb noveljiik, akkor fenti, R,-hamis érmés kisérlet eredmé-
nyeképp el6allé sorozatban egyre valésziniibb, hogy a P betiikk ardnya kozel van
R,-hez. Ezt ugy hivjak, hogy a nagy szamok gyenge torvénye.

A nagy szamok erds torvénye is igaz, ami pedig azt mondja ki, hogy ha
eléallitunk egy ,végtelen hosszi” sorozatot egy hamis érmével, legyen a hamis
érme piros oldallal felfelé esésének valdszintisége 0, akkor a véletlen sorozat egyre
hosszabb véges szeleteit nézve a benne szereplé P betiik ardnya #-hoz tart.
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Ha tehat rogzitiink egy 6 értéket, akkor azon feltétel mellett, hogy a Pélya-féle
urnamodell trajektéridja épp ehhez a 6-hoz tart, magat a trajektoriat eloallithat-
juk 1gy is, hogy vesziink egy #-hamis érmét, és azt végtelen sokszor feldobjuk.
A 3.3. szakaszban pedig lattuk, hogy a hatdrérték, © egyenletes eloszlasu valdszi-
niiségi valtozé a [0,1] intervallumon.

Az eddigi megfigyeléseket Gsszerakva tehat a kovetkezét kaptuk. Vegyiink egy
O valbszintiségi valtozot, amely egyenletes eloszldsi a [0,1] intervallumon. A ki-
sorsolt érték legyen 6, ez tehdt most mér egy ismert érték a [0, 1] intervallumbdl.
Vegyiink egy hamis érmét, amely ezzel a 0 valdszintiséggel esik a piros oldaldval
felfelé, (1 — @) valoszin(iséggel pedig a z6ld oldalaval felfelé. Dobjuk fel ezt az érmét
végtelen sokszor, és jegyezziik fel a dobasok eredményeit P és Z betlikkel. Az igy
kapott végtelen sorozat ugyanolyan eloszlasd, mint amit a Polya-féle urnamodell
alapesetében, a kihtzott golydk szinét feljegyezve kapunk.

3.5. feladat. Azok a kedves olvasdk, akik az integralds szabdlyaival mdr tisz-
taban vannak, bizonyitsdik be a fenti dllitdst a nagy szdmok erds torvényére valo
hivatkozds nélkil: szdmoljik ki a

1
/ 0F(1—0)" "% a0
0

értékét, és vessék dssze a 2.1. feladat b) szakaszdnak megolddsakor kapott kombina-
torikus formuldval!

3.6. Bolyongéas a negyedsikon

A Polya-féle urnamodell két szint hasznal6 eseteinek trajektoriait kézenfekvd
médon tekinthetjiik egy negyedsik egész koordindtaji racspontjain valé bolyongas-
nak is. Az = tengelyen jeloljiik a piros, az y tengelyen pedig a z6ld golydk szamat.
A péalydk a (po,zo) pontbdl indulnak, és az (i,7) pontbdl kétfelé léphetnek: az
(i+1,7) pontba % valészintiséggel, az (i, j + 1) pontba pedig # valdszintiséggel
(14sd 4. dbra).

Ebben a reprezentéciéban R,, egyenletes eloszldsa a (pg + n, 20) és (po, z0 + 1)
pontokat 6sszekotd 4t1ds egyenes altal tartalmazott racspontokon valésul meg. A vé-
letlen hatarérték pedig felfoghaté egy véletlen irdnynak a (0, 7) szogtartomanyban.

3.7. Milyen az eloszlas, ha nem egyenletes?

Anélkiil, hogy folytonos eloszlasokrol precizen szét ejtenénk, az emlités szintjén
alljon itt, hogy mig a legegyszeriibb (egy piros, egy z6ld goly6val valé inditds)
esetében egyenletes eloszldst kapunk a limeszben, addig két szin de dltaldnos (po
piros, zo zold kezdeti allapot) esetben az igynevezett Béta eloszldscsalad po-tdl és
Zo-t6l fiiggd tagjahoz jutunk.

3.6. feladat. A kordbbi feladat sordn megirt programot is tegyiik alkalmassd pg
€s zg kiilonbozd értékeinek kezelésére! A Béta eloszldscsaldd tagjainak hozzdvetdleges
képét igy fel is rajzolhatjuk. Milyen vdltozdst figyelhetink meg a hisztogramon, ahogy
Do €s zo €rtékét vdltoztatjuk? (Néhdny eset elméleti képét ldsd az 5. dbran.)
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Vv

@
(p07 ZO)
4. dbra. A Pdlya-féle urnamodell trajektéridja mint bolyongds a (po, z0) feletti negyedsik
racspontjain
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5. dbra. Béta eloszlas képei kiilonbozé paraméterek mellett
megfigyelni, milyen hatdsa van annak, ha kezdetben ugyanannyi piros
és zold golyot tesziink a dobozba, de nem egyet-egyet, hanem példaul 6t6t-6tot,

el R, a kezdeti Ry =

Erdekes
vagy huszat-hiszat. A hatarérték-hisztogram egyre csicsosabbd valik. Ez is azt
sejteti, hogy konvergdl a folyamat: minél nagyobb p + z, annél kevésbé tavolodik

értéktol, még akkor is, ha n mar nagyon nagy.

ptz

_p_
Az elnevezés emlitése kedvéért dlljon itt az is, hogy ha tobb, elére rogzitett
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lenbe tartunk, az tgynevezett Dirichlet-eloszliscsaldd kezdeti allapottdl fiiggéen
paraméterezett tagjahoz tart.
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