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Polya-féle urnamodell II.

4. Egyéb 6nmeger6sité folyamatok
4.1. Végtelen sok szin az urnaban

Korabban igértiik, hogy szdt ejtiink arrdl, hogyan tudnank elérni, hogy ne
csak egy elore rogzitett, véges szinhalmazbdl szerepelhessen goly6 az urndban. Te-
gylink az urnaba kezdetben pusztan egy darab golyét, aminek specidlis szerepe lesz,
nevezziik fekete golyénak, és médositsuk a golyéhizasi algoritmust egy kissé a ko-
vetkez6képpen. Ugyaniugy mint eddig, egy lépes kezdédjon azzal, hogy kihuzunk
egy golyot véletlenszeriien az urnabdl. Hogyha

a) a fekete golyét hizzuk, akkor a visszatételével egyid6ben egy 1j golyot is
tesziink az urnaba, de nem feketét, hanem egy olyan szintit, amilyen ott addig
még nem szerepelt,

b) ha pedig nem a fekete goly6t huizzuk, akkor tigy jarjunk el, mint kordbban, az
eredeti Pdlya-urna esetében, azaz a kihuzott szinnel megegyezoen tegyiink 1j
golyét az urnéba.

4.2. Kinai vendéglé folyamat

A fent véazolt modell, illetve ennek tovabbi altalanositdsai nagy jelentdséget
kapnak olyan modellezési esetekben, amikor egy véletlen adathalmazt csoportokra
kell osztani, de a csoportok szama elére nem ismert. A modellcsalad neve ,kinai
vendéglé folyamat”.

Hogy a név ne csak szorakoztatéan hangozzék, hanem érthetévé és megjegyez-
het6vé is véaljon, a modellcsalad alapesetét az irodalomban elterjedt médot kovetve
a kovetkezd példaval illusztraljuk. Képzeljiink el egy kinai vendéglét, amelyben vég-
telen sok, végtelen kapacitasu kerek asztal talalhaté. Kezdetben minden asztal iires,
majd egyesével kezdenek megérkezni a vendégek. Az érkez6 vendég eldonti, hogy
megkezd egy 1j asztalt, vagy pedig véletlenszeriien vélaszt a jelenlévé emberek ko-
ziil valakit, és leiil az 6 bal oldaldra (akik esetleg mar az illet bal oldalén iiltek,
azok illedelmesen helyet szorftanak az érkezének). Az 1j asztal vélasztdsanak valé-
szinliségét a kovetkezoképp hatarozzuk meg. Ha érkezésekor n vendég tartézkodik
mar a vendéglében, akkor az 1j vendég

a) 1j asztalt kezd, ennek valésziniisége 1/(n + 1), vagy

b) vélaszt egyet a mar ottlévé emberek koziil véletlenszertien, és mellé iil le, ez

a maradék nL-H valészintiséggel torténik. Barmely mar ott 1évo ember valasz-
1

tasanak valdszinlisége tehat .
n+1
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A lefrds a legels6 vendégre is érvényes, hiszen az 6 esetében az 1j asztal
valasztasanak valdsziniisége 1-nek addédik a képletbdl.

Egy-egy 1j asztal megkezdése megfeleltethetd a Pélya-féle modell 4.1-beli val-
tozataban a fekete golydé hizasanak, igy minden asztal a kinai vendéglében termé-
szetes mdédon egy-egy szin az urnaban. Egy kiszemelt asztalndl iil6 emberek szama
ilyen médon megfelel az ehhez az asztalhoz tartozé szinii golydk szamanak. Hogy
miért van értelme mégis kiilon modellként tekinteni a kinai vendéglo folyamatra,
az az altaldnosabb eset leirdsakor lesz lathaté (ldsd 4.4. szakasz).

4.3. Ropi-toredezési folyamat

Bizonyitas nélkiil jegyezziik itt meg, hogy a kinai vendéglo folyamatnak is van
értelme végtelen hataresetérdl beszélni. Ezzel egy masik beszél6 nevii folyamathoz,
az ugynevezett ropi-toredezési folyamathoz jutunk.

A ropi-toredezési folyamat a kovetkezot jelenti. Vesziink egy egységnyi hosszi-
sagu ropit, és véletlenszertien kettétorjiik, a torési pontnak a ropi bal szélétol valo
tdvolsdgat egyenletes eloszlas szerint vélasztva. A bal keziinkben maradt ropi-
darabot félretessziik. Ezutdn a jobb keziinkben 1év6 ropidarabot tekintjiik egység-
nyi hosszisagunak, megint letoriink bel6le egy egyenletes eloszlas szerint kisorsolt
hosszisdagu darabot, félretessziik, és igy tovdabb. A végén az eredeti ropinak egy
véletlen, végtelen feltoredezését kapjuk.

A kapcsolat a ropi-toredezés és a kinai vendéglo folyamat kozott az, hogy
ha ,,végtelen hosszu id6é mulva” megnézziik, hogy a vendéglében milyen ardnyban
iilnek az emberek az elsének megkezdett asztalndl, az épp megfelel az egységnyi
hosszisagu ropibdl elsének letort darabka hosszanak. A méasodik asztal népszerii-
sége a masodikként letort ropidarab hossza, és igy tovabb.

Hihetévé vélik ez az dllitas, ha megfontoljuk a kovetkezOket. A 4.1. fejezetbeli
modellben gondolatban az els6 szin kivételével az Osszes tobbire ,,valjunk szinva-
kokkd”, azaz a masodik, harmadik, stb. szineket mossuk 6ssze egyetlen szinné. Ezzel
felfedeztiik a két szinii esetet a végtelen sok szinti modellbe dgyazva. Kordbban l4t-
tuk, hogy a két szint tartalmazé modellben az els6 szin ardnyanak eloszldsa az
egyenleteshez tart — ez tehdt magyarazza a jelen modellben az elsé szin aranyanak
egyenletes eloszlasat a limeszben.

Most pedig tekintsiik csak azokat a véletlen lépeséket, amikor nem az elsd, ha-
nem valamelyik masik szinbdl tesziink tGjat az urnaba. Ezzel ,letortiik” a ropibdl az
els§ szinnek megfeleld részt, és csak a tobbivel foglalkozunk. Az iménti gondolat-
menetet folytatva tovdabb, most a mésodik szint kiilonboztetjiikk meg, a harmadik
szintOl kezdve a tobbit viszont tekintsiik egyformanak. Latjuk ilyen mdédon, hogy
a masodik szin ardnyat a limeszben valéban a maradék ropidarab egyenletes vélet-
len kettétoréseként kaphatjuk (és igy tovdbb).

4.1. feladat. Valasszunk az {1,2,...,n} halmaz dsszes permutdacidi kozil egyet
egyenletesen véletleniil. Mi a valoszinisége, hogy az a ciklus, amelyikbe az 1-es szam
esik, épp k hosszu?
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4.2. feladat. Vdlasszunk az dsszes n elemd permutdcid kozil egyet egyenlete-
sen véletlenil. Mi a valdszindsége, hogy a benne szerepld leghosszabb ciklus n/2-nél
hosszabb?

4.4. Altaldnosabb eset

A kinai vendéglé folyamatnak léteznek altalanosabb esetei. Egyik ilyen az, ami-
kor rogzitiink egy tetszéleges pozitiv valés szdmot, o € RT, mint a modell paramé-
terét. Az 1j vendég véletlen dontési szabalya ezzel a paraméterrel a kovetkezSképp
médosul. Ha az érkezésekor a jelen 1évé vendégek szama n, akkor az 1j vendég

a) 1j asztalt bont, ennek valésziniisége ﬁ, vagy

b) egyenletesen vélaszt egyet a mér jelenlévd vendégek koziil, és mellette foglal
helyet, azaz barmely mar jelenlévé vendég vélasztasanak esélye n%} Annak

a valészintiisége tehat, hogy egy kiszemelt, éppen k vendéggel rendelkez6 asztalt
valaszt, P
Az o paraméter nagysaga hatarozza meg, hogy hosszui idé milva kevés asztal-

hoz tomoriilt nagy 1étszdmu csoportokat fogunk-e 1atni (kicsi «v esete), vagy pedig
sok-sok asztalndl elszértan iilnek majd az emberek (nagy « esete). A Pdlya-féle
urnamodellnek a 4.1. fejezetben vazolt esete az o = 1 paramétervilasztasnak felel

meg, ami épp a ,kicsi” és a ,nagy” paramétertartomanyt vélasztja el egymastol.

Altaldnos o paraméter esetén a kinai vendéglonek megfelel6 palcika toredezési
folyamat annyiban mddosul, hogy nem egyenletes, hanem (a-tdl fiiggd) paraméterti
Béta eloszlassal torjiik le a darabkakat.

4.5. Véletlen fa

A 4.2. fejezetben vézolt kinai vendéglé folyamat kapcsan természetes médon
felmeriilhet benniink az igény, hogy az asztalok adott pillanatbeli ,,népszertiségén”
tul azt is szdmon tartsuk, az egyes vendégek ,miért” az adott helyre iiltek le. Mas
szoval, hogy ki volt az a vendég, akire a valasztasuk esett: mennyire , népszertiek”
az egyes egyének. Olyan ez, mintha azt kérdeznénk, melyik vendégnek hany ,le-
szarmazottja” van, abban az értelemben, hogy hany ember iilt le az illeté6 vendég
asztaldhoz kozvetve vagy kozvetleniil miatta.

Tekintsiink egy olyan csaladfat, melyben csak az apa-fii kapcsolatokat jeldljitk
(barmely emberhez tehat csak egy sziilét tartunk nyilvan). Mikozben véletleniil fej-
lesztjiik a kinai vendégl6 folyamatot, rajzoljunk fel 1épésrél lépésre egy fat, amiben
a vendégek ilyen ,kapcsolatait” reprezentéljuk (1d. 6. dbra).

Kezdetben, amikor iires a vendéglé, rajzoljuk meg a fa gyokerét, azaz egyetlen
csucsot. Az elsO 1épésben megérkezik az els6 vendég, ekkor rajzoljunk a fa els6
szintjére egy 1j csticsot (cimkézziik 1-gyel), és kossiik ossze a gyokérrel. A kovetkezd
lépésben jon a masodik vendég, és valaszt maganak véletleniil egy helyet. Jeloljiik
ezt egy Uj csucesal (2-es cimkével) a faban a kovetkez6képpen:

a) ha a vendég 1ij asztalt bont, akkor rajzoljuk az 1j csticsot az els§ szintre, és
kossiik 0ssze a gyokérrel,
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O D

6. dbra. Véletlen fa az els6 kilenc 1épés utan

b) ha pedig az elsé vendég mellé iilt le, akkor az 1ij csticsot a fa masodik szintjére
rajzoljuk, és kossiik Ossze az 1-es cstccsal.

A tobbi vendég helyvalasztasat hasonldéan szdmon tartjuk egy-egy 4j csucs
megjelenitésével a faban: a vendég érkezési sorszamaval cimkézett csicsot az &l-
tala vélasztott régi vendég ,fiaként” rajzoljuk a csaladfaba. A cimkék hasznélata
biztositja, hogy az azonos ,,apahoz” tartozé ,fiuk” kézott a korbeli sorrend rekonst-
rudlhaté legyen.

Ezzel egy véletleniil novekedd fa folyamatot hoztunk létre, melyrél egy-egy
pillanatképet az 6. és a 7. dbrdn lathatunk.

7. dbra. Véletlen fa kilencvenkilenc 1épés utan

Vildgos, hogy a fa gyokerétél 1 tavolsidgra 1évé csiucsok a kinai vendégloben
az uj asztalt kezd6 vendégeknek felelnek meg, és ha ,egy kalapba vessziik” az
Osszes olyan csicsot, amely egy-egy ilyen 1jité hajlami vendéghez tartozo részfaban
taldlhaté, akkor a kinai vendéglében 1étrejovo asztalokndl iil6 vendégek csoportjait
latjuk a faban.

Gazdagabb struktirat nyertiink azonban ezzel a reprezentaciéval: segitségével
azonnal szembetiinové valik példaul a modellben meghtiz6dé 6nhasonlésag. Ha azt
a véletlen pillanatot tekintjiik ugyanis, amikor a k-adik ,,asztalt” megkezdi valaki, és
onnantol kezdve csak azokra a véletlen idépontokra koncentrdlunk, amikor valaki
mas ahhoz a k-adik asztalhoz csatlakozik, akkor lathajuk, hogy az itt kialakuld
véletlen részfa pontosan ugyanolyan szabalyszeriiség szerint épiil, mint a teljes fa,
vagy mint akdrmelyik masik asztalnak megfelel masik részfa.
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Véletlen fék illetve gréfok névekedésének hiressé vélt vizsgélata taldlhaté [1]-
ben. Az ott tdrgyalt novekedési szabalyndl dltaldnosabb szabalyok esetén novekedd
véletlen fikra vonatkoz6 eredményekért 1dsd [2]-t.

4.6. Onmegeré6sités (,,reinforcement”)

A Pélya-urna és a tobbi, jelen cikkben vazolt modell mind az igynevezett ,re-
inforcement”; vagy onmegerdsités jelenségét mutatjak. Ilyen matematikai modell
magyarazza tehat példaul azt is, hogy miért lett olyan elsoproen sikeres a Face-
book. Egyre tobb emberben van igény arra, hogy csatlakozzon valamelyik k6zosségi
oldalhoz, és ahhoz csatlakoznak, ahovd meghivja ¢ket valaki. fgy a sok potencia-
lis kozosségi oldal kozill a véletlen valasztja ki, hogy melyik lesz a legnagyobb.
A véletlenség azonban egy id6 elteltével ,befagy”, ahogy egyre t6bb és tobb em-
ber csatlakozik, az egyes 1j résztvevok hatasa egyre kisebb és kisebb. Utdlag mar
nagyon sikeresnek mondhaté a Facebook, de ha az elején egy kicsit mas a piros és
z0ld golydk aranya, akkor lehet, hogy masként alakultak volna a dolgok.

5. Abrak forrasai

A szimulaciét Python nyelven irtam. Az ezzel generalt adatokat a 2. és 3. db-
rak esetében Gnuplot programmal, a 7. dbra esetében pedig a szintén ingyenesen
elérhet6, nagyméretli grafok testreszabott kirajzolasara alkalmas Cytoscape prog-
rammal rajzoltam meg.

Az 5. abra Gnuplottal késziilt, a kod alapja a
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Beta_distribution_pdf.svg
honlapon elérhet6 kodrészlet.
A 4. és a 6. dbrat a WIEX tikz csomagjdval készitettem.
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