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1. Bevezetd

1.1. Modellcsalad és hattér

PhD disszertaciomban egy véletlen névekeds fa modell aszimptotikus viselkedését vizsga-
lom, mely modell az ugynevezett preferential attachment tulajdonsag egy altaldnositaat
valdsitja meg.

Ebben a modellcsaladban a fa kezdetben pusztan egyetlen cstcsboél, a gyokérbdl all.
Minden lépésben megjelenik egy-egy 1j cstics, mely pontosan egy, mér a faban jelen 1évé
csucshoz csatlakozik. Azt a véletlen valasztast, hogy az 1j cstics melyik masik cstcsot
valasztja ,szilgjéil”, a faban megfigyelhets fokszamok altal meghatarozott eloszlas sza-
balyozza. Ezt a fiiggést w : N — R, az ugynevezett sulyfiigguény testesiti meg, mely
paramétere a modellnek.

A modell definialhato diszkrét idében, ebben az esetben minden idélépésben egyetlen
1) csucs sziiletik, de definidlhat6 folytonos idében is, akkor a cstcsok véletlen idépon-
tokban sziiletnek. Azon kérdések esetében, melyek vizsgdlatunk targyat képezik, ez a
két verzio ekvivalens modon atalakithaté egymasba. A teriilet klasszikus modelljei és
eredményei a diszkrét id6ben valé megfogalmazast kovetik. Mi mégis a folytonos idejd
megfogalmazassal dolgozunk, mivel az altalunk hasznalni kivint modszerek esetében ez
a természetes és kézenfekva.

Az tgynevezett preferential attachment modellek egyik legismertebb képviselGje a
Barabasi—Albert féle graf modell [3|, melyben az 1j cstics kapcesolodasi hajlandésaga pon-
tosan aranyos a mar létezd csicsok fokszamaival. A Barabéasi—Albert modell fa esete, tehat
amikor az 1j cstics csak egyetlen méar 1étez6 csiccesal kapcesolodik Gssze, a mi modellcsalé-
dunknak specialis esete, nevezetesen w linearis valasztasanak felel meg. Valos halozatokon
megfigyelt tulajdonsidgokat, példaul a fokszam eloszlas hatvanyfiiggvény szerinti lecsen-
gését, sikeresen modellezi a Barabasi—-Albert féle modell. Ennek matematikailag preciz
bizonyitasat megtalaljuk Bollobés et al. [8]-ban, és télik fiiggetleniil Mori [32] cikké-
ben. Az ezekben a cikkekben alkalmazott technikdk azonban olyan martingalok létezését
hasznaljak, mely létezés csak a sulyfliggvény linearis voltabol fakaddan garantélhato.

A preferential attachment fogalma altalanossagbhan azt jelenti, hogy a w sulyfiiggvény
monoton névekeds. Az altalunk vizsgalt esetekben ez nem feltétleniil teljesiil. Hasonlo,
altalanos sulyfiiggvényeket kordban mar vizsgalt Krapivsky és Redner [25] és [26], naluk
w(k) ~ k7, és a precizitast ugyan mellézve, de szerepelnek a két szétvalo esetre, v > 1 és
~v<1 vonatkoz6 eredmények. Az elsé esetben el6bb-utobb megjelenik egy dominans cstcs,
mely azutan majdnem minden 1j csticesal 6sszekapesolodik, mig a tobbi cstics fokszama
véges marad. Azok a silyfiiggvények, melyeket a jelen disszertacioban mi tekintiink, nem
okozzak a modell ilyen fajta ,felrobbanéasat”, a mi modellcsaladunk a msodik, v <1
régioban marad.

Dereich és Morters [11] munkajaban a szerzok kozelebbrdl megvizsgaljak az egyes
cstucsok fokszamanak idébeli fejlédését, hasonld szublinearis tartoményban, ahogyan mi.
Ez a munka hivatkozza a mi [41] cikkiinket. Masik hasonlo, egyenletes és altalanositott
sikbeli rekurziv fa modelleket vizsgélt korabban Smythe és Mahmoud [44].



A populacio novekedési modellek, melyeket az elagazo folyamatok elmélete részletesen
vizsgal (lasd példaul Jagers [22]), szoros sszefiiggésben éallnak a mi modelliinkkel. Ez a
kapcsolat szolgal sok, a jelen disszertacioban szereplé bizonyitas alapjaul.

A toredezési folyamatok altal definidlt fa novekedési folyamatok kozeli 6sszefiiggést
mutatnak a mi modelliink tgynevezett globdlis tulajdonsagainak vizsgéalatéaval. Ezekben
a modellekben a faban fellelhetS tdvolsdgok megfelels atskalazésa utan a fa folyamat
ugynevezett ,véletlen valos fakhoz” illetve folytonos véletlen fakhoz” konvergal. Ezen
hatarobjektumok strukturajat részletesen feltarta pl. Haas, Miermont et al. [19, 20, 21].

A mi megkozelitésiink, 1 bevezetése a 4. fejezetben, kiillonbozik ezektdl. Ez egy mérték
a végtelen, teljes fa levelein (melyben minden csticsnak pontosan K gyereke van), ami
ugyan metrikus tér, de trividlis metrikaval: nem térbeli skaldzas eredménye, és nem is
hordoz informéciét a fa névekedés folyamatarol. A mi esetiinkben a 1 altal adott silyok
a fa méretének megfelels atskalazasabol adodnak, ahol méret alatt szamossdgot értiink.
Osszefoglalva, mi az aszimptotikus stlyeloszlast, nem pedig az aszimptotikus metrikus
strukturat vizsgaljuk. A silyeloszlas hataresetét a fizikus szakirodalomban is vizsgaltak,
lasd pl. Berestycki [5], itt a lokalis dimenzioval anal6g mennyiséget szamolnak egy foly-
tonos ideji toredezési folyamat esetére.

Hasonloan, a Haas, Miermont et al. [19, 20, 21] &ltal, a fejléds fa térbeli skalazasa
utan kapott folytonos fak esetében is, a metrikus struktira képezi a vizsgalat targyat,
és halmazok Hausdorft dimenzidja, illetve Hausdorff mértéke a természetes kérdés, lasd
Duquesne és Le Gall [15, 16]. Nalunk, ezzel ellentétben, nem a halmaz, hanem a mér-
ték az, ami a fa fejlédésének hosszu tava leirasat szolgalja, ennek megfelelGen a mérték
dimenziojat vizsgaljuk.

A fa névekedési folyamatunk folytonos idejd verzidja elagazd bolyongassé is alakit-
hato, amennyiben az id§ szerepét az elmozdulas veszi at. Ekkor az aszimptotikus nove-
kedés analog modon vizsgalhato, lasd Biggins tételét [7], vagy Lyons-nal [30]. Ezekben
a munkidkban ugyanakkor, mivel mas a nézépont, a hatar struktira esetében mésok a
természetesen felmeriils kérdések.

1.2. A disszertacié felépitése

A disszertacié harom {6 fejezetbdl épiil fel, melyekben a modell definicio, illetve a tu-
lajdonsagok két csaladjanak vizsgélata talalhato. Jelen iréds is ennek megfelelGen bomlik
harom részre.

A 3. részben a fa lokdlis tulajdonsagait vizsgéaljuk: egy tipikus, azaz hosszu id6 eltel-
tével véletleniil valasztott cstics kdrnyezetében néziink koriil. Ennek a szakasznak alapjat
két cikk képezi: [41], mely Valko Benedekkel és Toth Balinttal, valamint [40], mely To6th
Balinttal kdzos munka.

A 4. rész témaja a modell globdlis tulajdonsdgai, itt a fa egészére tekintiink ra hosszu
id6 elteltével. Ez a szakasz [42]-ra épiil, mely Toth Imre Péterrel kozos.



2. Jelolésrendszer, modell

2.1. Cstcsok, egyedek, fak

Gyokérrel rendelkezd, rendezett fakat tekintiink, melyeket az irodalomban csalddfaknak
vagy gyokérrel rendelkezé sikbeli faknak is neveznek.

A fakkal kapcsolatban kézenfekvs a csaladfak esetében megszokott szohasznélat. A
fara tehat egy populacio fejlédésének kodolasaként tekintiink, mely egyetlen egyedbdl; a
gyokérbdl ered, akinek a ,,gyerekeibdl” all az elsé generacio, ezek a csicsok azok, melyek
kozvetleniil, éllel csatlakoznak a gyokérhez. Altalaban véve, az élek tehat apa-fit kapcso-
latot reprezentalnak, amiben a sziil6 mindig az, aki a gyokérhez kozelebb talalhato. A
testvérek kozotti sziiletési sorrendet is figyelembe vessziik, ez nyilvanul meg abban, hogy
a fa rendezett (sikbeli).

Rogzitsiik a pozitiv egész szamok egy I részhalmazat, és cimkézziik a gyokeres, ren-
dezett fa cstucsait a kovetkezé halmaz elemeivel,

N:=JI", ahol I':={0}. (1)
n=0

Kissé eltéré modell eseteket targyalunk a 3. és 4. szakaszokban, emiatt ezekben I
definicioja kiilonbozsképp alakul majd, a kovetkezSképpen.

— A 3. szakaszban a [ = Z™ valasztassal éliink, ami azt jelenti, hogy barmelyik csucs
tetszoleges szamu gyerekkel rendelkezhet.

— A 4. szakaszban rogzitiink egy K € N,; K > 2 pozitiv egész szamot, és a 1 :=
={1,2,..., K} vélasztjuk. Ez tehat azt eredményezi, hogy minden csucsnak leg-
feljebb K gyereke lehet.

Jelolésrendszeriink szerint () jelenti a gyokeret, a gyermekei, sziiletésiik sorrendjében
I elemeivel jeloltek, és altalaban x = (z1,x,...,zx) € N gyermekeit (1,22, ..., T, 1),
(v1, %9, ..., x1,2),... jelolik. Tehat ha egy cstcs cimkéje x = (xq, 29, ..., x1) € N, akkor
ez azt jelenti, hogy 6 a sziil6jének a xp—adik gyereke, aki pedig a sajat sziilgjének a
x—1—edik gyereke, és igy tovabb.

A gydkeres, rendezett fakat a csticsainak cimkéivel azonositjuk, hiszen ez méar minden
informaciot tartalmaz az élekrél is. Vilagos, hogy egy G'C N részhalmaz pontosan akkor
jelent egy gyokeres, rendezett fat, hogyha () € G, tovabba minden (z1,x,...,2x) € G
esetében (1, s, ..., 15 1) € G is teljesiil, valamint (z1,xq,..., 2, —1) € G, ha x; > 1.

Az Osszes véges, gyokeres, rendezett fak halmazat jeloljiik G-vel. Ugy tekintiink egy
G € G-re, mint iranyitott fara, melynek élei a sziilgk fel6l a gyerekek felé mutatnak. Egy
x € G cstucs foka a gyermekeinek szamat jelenti G-ben, tehéat ez a terminologia kissé
kilénbozik a szokasostol:

deg(z,G) :=max{ne€l:zn € G}.



G € G n-edik generdcidgja
G ={zxeG:|z|=n}, n>0,

ahol |z| = n pontosan akkor, ha z € I".

Legyen k>n, ekkor egy x=(x1, Ta, . . ., xx) EN csucs n-edfoki dse x™=(x1, T, ..., Tp_y)
ha k>n, és 2" =0, ha k =n.

Egy x € GG cstcs alatti részfa:

Gl ={y: 2y € G}, (2)
ez tehat az x utodaibol 4llo részfa, mint = gyokertd, rendezett fa. Ha az x=(x1, xo, ..., x,)€
€N cstcsra |z| =n >k, akkor hasznaljuk a x), = (Tp—g41, Tnokta, - - -, Tp) jelolést. Ez az

a cimke, amit az x € G cstics kapna a G|« részfaban.

2.2. A véletlen fa modell

A véletlen fa modell paramétereként a w : N — R, sulyfliggvényt rogzitjik.

A diszkrét ideji modell definidlasahoz nincs sziikségiink tovabbi, w-re vonatkozo meg-
szoritasokra. A folytonos idej modell esetében azonban raszorulunk, hogy az (M) felté-
telezéssel éljiink, lasd kés6bb ebben a szakaszban. Ez a modell definicidjahoz éppugy kell,
mint az 3. szakaszban targyalt eredményeinkhez. A 4. szakaszban megkoveteljiik, hogy
w(k) =0, k> K, ami egyfelsl biztositja, hogy minden csicsnak legfeljebb K gyereke
lesz, masfelsl azt is, hogy automatikusan teljesiil az (M) feltétel.

Diszkrét idd

Adott w:N—R_ stlyfiiggvény mellett definidljuk a kovetkezd, diszkrét idejti T¢ Markov-
lancot, a G megszamlalhato allapottéren, Y¢(0) = {0} kezdeti allapottal. Ha valamely
n>0-re T4(n)=G, akkor az x € G csiicsra legyen k:=deg(z, G)+1. Ezt a jelolésrendszert
hasznélva az atmenetvaloszintiségek legyenek

w(deg(x, G))
> yec w(deg(y, G))

Mas szavakkal, minden diszkrét id6lépésben egy 1j cstcs érkezik, és hozzéacsatlakozik
pontosan egy, mar a faban jelen 1év6 csticshoz. Hogyha az adott idépontban a véletlen fa
G-vel egyenls, akkor az x € G cstcs valasztasanak valoszintisége w(deg(x, G))-vel aranyos.

P(Y4n+1)=GuU{zk}) =

Folytonos id&

Adott w:N—R, sulyfliggvény mellett legyen X () egy Markovi, tiszta sziiletési folyamat
X (0) =0 kezdeti allapottal és a kovetkezd sziiletési ratakkal,

P(X(t+dt) =k+1| X(t) =k) = w(k) dt+o( dt).



Legyen p: [0,00) — (0, 00] a X (t) sziiletési folyamathoz tartozo stirtség, azaz

p(t) =lime 'P((t,t+¢) tartalmaz pontot X-bdl) .

e—0

Legyen p: (0,00) — (0, 00] a p stirtiség (formalis) Laplace transzformaltja:

5\ = / M (1) dt = 3 1:[ A:“EZ)(Z)

0 n=0 i=0

Legyen tovabba
A:=1inf{A > 0:p(\) < co}.

A disszertacio teljes egészében megkoveteljiik, hogy a w silyfiiggvény eleget tegyen a
kovetkezd feltételnek:
lim 5(A) > 1. (M)

Most mar készen allunk arra, hogy definialjuk a Y'(¢) folyamatot, ami tehat egy folyto-
nos idejd, idében homogén atmenetd Markov-folyamat a G megszamlalhato allapottéren,
a T(0) = {0} kezdeti allapotbdl inditva.

Az ugrasi ratak a kovetkezsk: ha egy ¢t > 0 idépontban Y (¢) = G, akkor a folyamat
a GU{zk} allapotba ugorhat, w(deg(z,G)) rataval, ahol = € G és k = deg(z, G) + 1.
Ez masképp fogalmazva azt jelenti, hogy minden mér létezs z € Y(t) cstcs a tobbiektd]
fiiggetleniil, w(deg(z, Y(¢))) rataval ‘életet ad egy gyereknek’.

Vegyiik észre, hogy az (M) feltétel biztositja, hogy
S
—~w(k)

k=0

igy a Y(t) Markov-lanc joldefinialt ¢ € [0, 0co)-re, azaz nem robban fel véges id6 alatt.
Az x csucs sziiletésének idépontjat jeloljiik 7,-szel:

T, =inf{t>0:2xeY(t)}.

Kapcsolat a folytonos és diszkrét id6 kozott

Ha csak azokban a megallasi id6kben tekintiink a folyamatra, amikor egy-egy 1j cstucs
sziiletik,
T, :=inf{t: |Y(t)| =n+1},

akkor épp a diszkrét idejii modellt kapjuk: Y (7;,) ugyanolyan eloszlast, mint T¢(n).



3. Lokalis tulajdonsagok

3.1. Kérdésfeltevés, hattér

Ebben a szakaszban a véletlen fa lokdlis tulajdonsdgait vizsgaljuk, hosszu idével a folya-
mat kezdete utan. A | tipikus”, azaz egyenletesen véletleniil valasztott csiics kornyezetével
kapcsolatban tesziink fel kérdéseket.

Fébb eredményeink a kovetkezék. Megadjuk a fokszdamok aszimptotikus eloszlasat,
azaz egy (egyenletesen) véletleniil valasztott cstics fokszaménak hatareloszlasat. Mélyeb-
ben koriilnézve a véletlen csics kornyezetében, meghatarozzuk ezen kiviil a véletlen cstics
alatt taldlhato részfa hatareloszlasat is. Végezetiil megadjuk a teljes fa aszimptotikus el-
oszlasat is, a véletlen cstcsbol nézve.

A modszeriink kulcsa, hogy a modellt folytonos idébe agyazzuk be, ahogy azt a 2.2
szakaszban mar meg is tettiikk. A legf6bb elénye ennek a beagyazasnak kétségkiviil az,
hogy ravilagit az eredeti, diszkrét ideji fa modell és az elagaz6 folyamatok jol kidolgo-
zott elméletének kapcsolatéara. A legf6bb lokdlis eredményeink ez altal a kapcsolat altal
nyernek bizonyitast. Hasonl6 kapcsolat feltarasa révén jutott el eredményeihez korabban
B. Pittel [38], ebben a szerz6 egy Crump-Mode eldgazo folyamat segitségével bizonyitja
egyenletes és altalanositott sikbeli fak, és véletlen m-adikus kereséfak magassagarol szolo
tételeit.

3.2. Tézisek
Az (M) feltétel kovetkezményeképp a

N =1 (3)

egyenletnek létezik egyetlen A* megoldasa.
Most méar kimondhatjuk az elsd tételiinket.

3.1. Theorem. Legyen w az (M) feltételnek eleget tevd sulyfigguény, és legyen N* mint
fent. Vegyiink eqgy tetszdleges, korldtos ¢ :G — R tesztfigguvényt. Ekkor a kovetkezd hatdr-
érték eléretik majdnem biztosan:

. 1 [T
Jim o 30 #(T(0,) =X [ B (era) dr

z€Y(t)

A 3.1 tételbdl a fa aszimptotikus tulajdonsagairdl szamos eredmény kovetkezik | a fdat
egy véletlendil vdlasztott ¢ csucsbol nézve, amit egyenletesen valasztunk Y (¢)-bdl. Meg-
adjuk a véletleniil vilasztott csiics fokszamanak hatareloszlasat, a véletlen csics alatt
talalhato részfa hatareloszlasat, valamint a véletlen cstcs k-adik Gse alatti részfa elosz-
lasat is. Képlettel: meghatarozzuk deg(¢,Y(¢)) € N, Y(t), € G &s (Y(t) o, i) € G
hatareloszlasat.

Annak érdekében, hogy pontosan megfogalmazhassuk a 3.1. Tétel ezen kovetkezmé-
nyeit, bevezetiink még néhény jelolést.



A G halmazon értelmezett m valoszintségi mértéket kiegyensilyozotinak mondunk,

ha
Y w(H) Y W{H,=G}=m=(q). (4)
Heg ZBEH[H
Legyen ezen kiviil rgzitve G€G és annak valamelyik térténelmi sorrendje, s= (so, 51, - - -, S|j¢|-1)

€ S(G). Az ehhez a torténelemhez tartozo totalis stulyt definialjuk mint
W(G, s,i):=WI(G(s,1))
minden 0 <7 < |G| —1 egészre, és a kdzben megjelend cstucsok megfelels stlyai legyenek

w(G,s,i):=w (deg ((s:)", G(s,i—1))) .

Mivel deg ((s;)', G(s,i—1)) s; sziilgjének foka, épp miel6tt s; megjelent volna, fgy w(G, s, )
az a rata, amivel a véetlen fa folyamat G(s,i—1)-b6l G(s,)-be ugrik.

Legyen w az (M) feltételnek eleget tevs sulyfiiggvény, és legyen A\* mint fent. Ezek
mellett definialjuk a kévetkezsket,

(O REENE ., § 0
Pl = N g L uy
|G|—2
. w(G,s,i+1)
mu(G) = Z:A*+W IIN+WG50

seS(G

3.2. Theorem. Legyen w az (M) feltételnek eleget tevd sulyfigguény, és legyen N* mint
fent. Ekkor a kovetkezd hatdrértékek eléretnek majdnem biztosan:

(a) Bdrmely rogzitett k € N-re

. H{xeX(t): deg(x, Y(t)) =k}
= T Sl

(b) Bdrmely rogzitett G € G-re

1"@6T@yT@m:GH
o T(#)]

=7,(G).

(c) Bdrmely rogzitett (G, u) € G*-rq

e T (100 00) = G}
= T(0)]

=m,(G).

Mindezeken felil p,, €és m, valosziniségi eloszlisok az N és G halmazokon, és
kiegyensilyozott (azaz érvényes a (4) feltétel).



4. Globalis tulajdonsagok

4.1. Kérdésfeltevés, hattér

A kovetkezs kérdés természetes modon meriil fel. Rogzitsiink egy csiicsot, példaul az
els6 gyereket az els§ generacioban (a gyokér els6 gyerekét). Mi ennek a csicsnak az
saszimptotikus népszertisége”, a generdcidjaban megjelend tobbi csticshoz viszonyitva?
Azt értjiik ezalatt, hogy hany leszarmazottja lesz ennek a csiicsnak, hosszt id§ milva, a
testvérei leszarmazottjainak szaméahoz viszonyitva.

Ugyanennek a kérdésnek maésik oldalrol valé megfogalmazésa, hogy rogzitiink egy
csticsot, varunk hosszi ideig, majd valasztunk a véletlen fabol egyenletesen egy csticsot.
A kérdés, mi a valoszintisége, hogy az ily modon valasztott véletlen cstcs a korabban
rogzitett cstucs leszarmazottja lesz? Vildgos, hogy ha ezeket a hatéar valdszintiségeket
tekintjiik példaul az els6 generacioban, akkor egy olyan eloszlast kapunk, ami maga is
véletlen, és a fa novekedésérdl arul el valamit.

Ha tekintjiik ezen véletlen hatar mértékek rendszerét (amint az idé a végtelenbe tart,
de a generéciok véges, fix értékek), érdekesnek tiinik feltenni a kérdést, mondhatunk-e
valamit, hogyha a generacios szintet is elengedjiik a végtelenbe. Ezt az otletet precizzé
téve fogjuk bevezetni a p hatarmértéket.

Amikor megalkottuk a véletlen hatarmértéket, ami a végtelen rendszer aszimptotikus
viselkedésérsl tantskodik, természetes, hogy megvizsgaljuk ennek a mértéknek a Ha-
usdorff (és pakoldsi) dimenzidjat. Masrészt, a mérték dimenzidja a metrikan is mulik,
amiben viszont van egy tetsz6leges konstans. Hogy kisztrjiik ezt a trivialis fliggést, alta-
lanosan hasznalt megkozelités, hogy a hatarmérték entropidjdrol folytassuk a vizsgalatot,
ami mar csak magatol a novekedési folyamattol fligg. Ez tehat a dimenzidval analdg
fogalom a noévekedés szempontjabol.

Az eredményiink kulcsa az a Markov lanc, ami egy p-tipikus levél megkonstrualésa
folyamén természetes modon megjelenik. A fa szerkezetének vizsgalata soran a Markov
tulajdonsdg hamar el6bukkan, némi technikai nehézség abbol fakad, hogy az allapottér
nem kompakt.

A modell vélasztas speciélis abbol a szempontbol, hogy csak véges fokszamot enge-
diink meg a csucsokon, de abban a tekintetben altalanos, hogy K rogzitése utén az w
sulyfiiggvény barmilyen, a {0,1,..., K —1} halmazon értelmezett pozitiv értékd fiiggvény
lehet.

4.2. Tovabbi jelolések, és w megvalasztasa

A modelliink paraméteréiil szolgald suyfliggvénytsl megkoveteljiik az alabbiakat.
Rogzitiink egy K > 2 egész szamot, ami {6l6tt w nulla lesz:

w(k)=0, k>K. (5)

Ez a megszoritas azt eredményezi, hogy minden csiicsnak legfeljebb K gyereke lehet. A



véletlen fa csicsai ilyetén modon a kovetkezd halmaz elemeivel cimkézettek,

N = G I,
n=0

ugyanugy mint korabban (1)-ben, csak éppen most 1={1,2, ..., K'}. Mivel megkoveteljiik
(5) teljesiilését, ezért az (M) feltétel is automatikusan teljesiil.

4.3. Hatar objektumok

Mint azt (3)-ban lattuk, a
pA) =1
egyenletnek létezik egyetlen A* > 0 megoldasa, a Malthus-i paraméter. Ez a \* adja meg
majdnem biztosan a fa méretének exponensét: a méret normalizaltja majdnem biztosan
tart egy valoszintségi valtozohoz, amit © jelol:
O := lim e M| (1) .

t—oo

Minden z € N csticshoz vezessiik be az analog valtozot ©, néven,
0, = lim e "™ |1, (1)] .
t—o00

Vilagos, hogy minden x € N cstcsra a O, valoszintiségi valtozok azonos eloszlastak. Az
osszefliggés ezek kozott az, hogy barmely x € N-re

K

@x = Z 6_>\*(Tm_‘rx)@xi )

i=1

ami egyenesen kovetkezik abbol, hogy |1, (¢)| = 1+Zfi1 |1 .:(1)] -

Most tegyiik fel a kovetkezs kérdést. Rogzitsik o € N cstcsot, és a ¢ id6pontban
valasszunk egy (; cstucsot egyenletesen véletlentil Y(¢)-bsl. Mi a valoszintisége annak,
hogy (; az = csics leszarmazottja? Ahogy azt (6)-ban alabb lathatjuk, ez a valoszintiség
majdnem biztosan tart a A, hatarértékhez, amint ¢t — oo, és A, kifejezheté a 7 and ©
valoszintiségi valtozok segitségével,

T . (t . AT (8 ATQ,
AI:ZlimM:e—)‘ﬁ”lim6 . | l()‘ze : (6)
t=o [T(1)] tmoo e N T(1)] O
Most barmely n € N esetén definialhatjuk a I" = {x : |z| =n} generacion értelmezett p,
véletlen mértéket,
pn({z}) =4,

Ez majdnem biztosan egy valdszintiségi mérték, ami abbol kovetkezik, hogy Ay =1 és

Ay - Zfil Ayi-

T2

H, =— Z Alog A, .

|z|=n
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Véletlen mérték, mint a fa hatar objektuma

Jelolje ON a teljes, végtelen fa leveleit: ON = {1,2,..., K}*. Adott z € N és y € ON
csticsok esetén az xy konkatenécio értelmes, és az eredménye xy € ON. Valamely z € N
és z € ON esetén x < z jelolje, ha Jy € ON hogy z = xy. Adott x € N cstics esetén jeldlje
az x alatti leveleket ON (z) ={z € ON : x < z}. Jelolje x; az x sz6 els6 | betdjét, vagy mas
szavakkal, jelolje x azon Gsét, aki a fa l-edik generaciojaban van, és vezessiik be ON-en a
szokasos metrikat,

d(l’, y) _ Amax{nEN:x‘nzy‘n} ’ (7)

valamilyen 0 <A <1 kontrakciés konstanssal. Ezt a konstanst gyakran 1/e-nek vélasztjak,
ami egyszertsit bizonyos képleteket. Mi nem rogzitjiik A értékét, annak érdekében, hogy
vildgosan be tudjuk majd azonositani a leends képleteinkben az ettdsl valo fiiggést.

A p,, véletlen mértékek segitségével defnialjuk p-t ON-nek ON (x) cilinderhalmazain,

P(ON (2)) = p({2}) = Ay, i |z =n,
majd pedig a szokdsos modon kiterjesztjik pu-t {ON (z) : © € N'}-rdl a generélt szigma-

algebrara. A tételeink erre a kiterjesztett p mértékre vonatkoznak.

4.4. Tézisek

4.1. Theorem. A hatdr entrdpia

h := lim lHn

n—oo M,
létezik és egqy valdsziniséggel konstans.

4.2. Theorem. A pu mérték dimy p Hausdorff dimenzidja és dimp pu pakoldsi dimenzidja
eqy valosziniséggel megegyezik és konstans, valamint h-ra és a dimenziora teljesiil, hogy

h

dimy p=dimp p = T x log A’

ahol A a (7)-ben definidlt kontrakcid. Ezen felil y lokdlis dimenzidja p-majdnem minden
pontban megegyezik a dimy p = dimp p értékkel.

4.3. Theorem. FExplicit formula adhato h értékére:

K
h=E (Z )\*Tie_)‘*ﬂ) .
i=1

Ez az érték a w sulyfiigguény ismeretében szamolhato.

11
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