Matematika B4
IX. gyakorlat

2005. aprilis 14.

1. Exponencidlis eloszlas

Egy valdszinliségi valtoz6 orokifju tulajdonsagu, ha teljesil rd a kovetlE > a + b|X > a) = P(X > b).

Azaz ha a valdszinliségi valtoz6 valaminek az élettartama, akkor az 6rokifju tulajdonsag jelentése adkéweticez

a szobanforgé targy "él", a tovabbi jojét illetdleg esélyei olyanok, mint egy "Ujszolott" targynak.

Egy pozitiv értéki folytonos valoszinliségi valtozé akkor és csak akkor 6rokifju tulajdonsagu, ha exponencilis elosz-
las.

Megjegyzés

Egy X eloszlasrol azt mondhatjuk, hogy oregedik, & > a + b|X > a) < P(X > b) teljesil r&.Példa egy
elhasznalodé alkatrész élettartama.

Hasonléan azt mondhatjuk, hogy fiatalodik, amennyBéR > a + b|X > a) > P(X > b). Példa a Voronyezsbl

sz6lk6 katona milyen messzire tud eljutni a fronttdl.

2. Szoras

Az m vérhat6 értékl diszkrét valoszinliségi valtozé szorasa: /> (k —m)? - pg.
V%

Folytonos esetbem: = \/ T (x —m)? - f(x)dx

3. Normalis eloszlas

Tény: [ e %dr = V2.
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A standard normalis eloszlas silriiségfliggvénye) = 7=e
eloszlasfuggvényeb(z) = [ ¢(t)dt ha—oo <z < .
X1+ Xo+ -+ + X9 — 6 jol kozeliti. (X; a0, 1] intervallumon vett egyenletes eloszlasu valészinliségi valtozo
i=1,2,...12)

Az m vérhat6 értékly szérasu normalis eloszlas a standard normalisb6l szarmaztatiato= o (2=—"7)

o

Fuggetlen, azonos eloszlasu, véges szérasu valdszinlségi valtozok dsszege is normalis eloszlast kozelit.

ha—oco <z < o0,



Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy az
P(X <z)=F(z)=1—¢* haz>0
PY<y)=Gy)=1—eVY hay>0
eloszlasfiiggvényekkel megadott X és Y valdszin(iségi valtozok koziil az egyik 6regetdsik fiatalodo!

2
o—(atb)

= V200 < =V = P(X > b), igy a de-

Megoldas: Els6 esetbe?(X > a + b|X > a) =
finicié szerint ez 6regedd.
—VaTh

Masodik esetben??(X > a +b|X > a) = “— > e~V? = P(X > b), mivel keresztbe szorozva és kihasz-

nalvae® szig. monoton névekedését, ez ekvivaleya + b > —/a —v/b-vel, ami négyzetreemeléssel kénnyen
ellenérizhetd. Igy a definicié szerint ez fiatalodd.

e—a

2. Szamitsuk ki a paraméter(i exponencialis eloszlast kov&t valoszinliségi valtozd szérasat és a varhato ér-
téktdl valé atlagos abszolut eltérését! Mennyi a median, az alsé édfalstilis, illetve altalaban a-kvantilis
értéke (Az F eloszlasfiiggvényi elosziékvantilise az az;, amelyreF'(z) = p; a median és a kvartilisek ennek
specidlis esetei rendpe= 1, 1, illetve 3 értékekkel)?

Megoldasim = EX = [af(z)dx = [;° Aze ™ dx = --- = §, egy parcidlis integrélassal.
EX? = [2*f(x)de = [ Aa*e > dx = - = &, két parcidlis integralassal (vagy egy parcidlis integral-
lassal visszavezetjuk EX-re) .
igy a szorasnégyzet? = D>X = EX? — (EX)? = & — & = &
A vérhato érték:, igy az atlagos eltérég |z —m|f(z)dz =2 [)" (m —z) f(z)dz = 2 fj (1 —2)Ae Mdx =
2 1
x-ben Ap—ki/antilise van az eloszlasnak, ha F(x)=p, esetiinkben=** = p, ebbblz = } In ilp.
igy a medianja:} In 2.
igy az also kvartilise:} In 3.
igy a fels6 kvartilise:} In 4.

3. Szamitsuk ki afu, b] intervallumon vett egyenletes eloszlast k&t valdszinliségi valtozo szorasat és atlagos
abszollt eltérését!

Megoldasim = EX = [ zf(x)dz = f;xﬁdx =50 J, wdr = 515 =
EXQ:fof(l‘)dﬂ?:ffxzﬁdx:ﬁf:a?dx: ﬁbsg“s _ a2+%b+b2.

- L, L, 2 2 2 2 o 2 12
igy a szérasnégyzetr> = D?°X = EX? — (EX)? = otabtb _ (adby2 — dotdabidb”—3a-—Gab-3b" _
(b—a)?

2
A varhato értékett, igy az atlagos eltérésf |z — m|f(z)dx =2 [ (m — 2) f(z)dz =

atb —
2 [ (o ) e = o=

4. Szamitsuk ki aZ (z) = 2= ha0 < z < 1 slrlségfiggvényt kovetX valdszinliségi valtoz6 megadott valo-
szin{iségi valtoz6 szérasat és atlagos abszollt eltérését!

Megoldasm = EX = [z f(x)dz = fol x - 2xdr = fol 20%de = 2.

EX? = [2?f(x)dz = fol 2? - 2xdr = fol 203de = 2 = 1.

igy a szérasnégyzet®> = D*X = EX? — (EX)* =  — (3)? = fraclls.

A vérhat6 értéle, igy az atlagos eltérésf |z — m|f(z)dz = 2 [;" (m — z) f(z)dx = 2 ff (z — 2)2zde =

=G



5. Mennyi az ebz6 3 feladatban a kovetkéaaldszinliségek értéke:( o ésd a varhato értéket, a szoérast illetve
az atlagos abszolut eltérést jeldli)?

a)Pm—o <X <m+o)
b) P(m —d < X <m +d)
c) P(m—20 < X <m+20)
d) P(m —2d < X < m+ 2d)

Megoldas: Erre nekem nincs kapacitasom... HF

6. Egy utcai telefonflilke foglalt, amikor odaérek. A beszélgetés hossza véletlen, percekber% méraeéter
exponencialis eloszlasu. Mi a valészinlisége, hogy 5 perc mulva sem keriilok sorra? Mi a helyzet akkor, ha tud-
juk, hogy odaérkezéstinkkor mar 2 perce tart a beszélgetés?

Megoldas: Az eloszlasfiiggvény(z) = 1 — e~ 37,
Annak a valdszinlisége, hogy tébb mint 5 percig kell varnBX > 5) = 1 - P(X < 5) =1— F(5) =
e"35 =73,

Annak a valészinlisége, hogy tébb mint 7 percig kell varnom, ha mar két perce beszél(azaz a beszélgetés hossza

—1
nagyobb mint 2)P(X > 7|X > 2) = 5520 = =53} = 27; =e 5.

7. Adott tipusu elektromos berendezések 2%-a 1000 Gzemoran belill elromlik. Tegyiik fel, hogy a meghibasodésig
eltelt idd exponencidlis eloszlast kdvet. Mekkora a valészinlisége, hogy egy ilyen berendezés az atlagosnal to-
vabb mikodik?

Megoldas: Legyen az exponencidlis eloszlas paramétessz eloszlasfuggvény?(z) = 1 — e~ **. A fela-
dat szerintF(1000) = 0.02, azazl — e~ 190 = 0.02, amib8I\ = =J20-98

A KkérdésP(X > m) =?

Kiszamoltuk (2. feladatban), hogy = 1. Igy P(X > m) =1—-P(X <m)=1-F(m) =1-F(}) =

_).1 _
e~Ax = e~ L.

8. Egy 06rokifju tulajdonsagu viIIanykdrténél annak a valészinlisége, hogy 2000 éranal tébbet (izemel. Egy va-
rosban 200 ilyen é&ff helyezlink el. Mi a valészinlisége annak, hogy 200 6ra elteltével éppen d vdaggt?

Megoldas: Legyen az exponencidlis eloszlas paramétessz eloszlasfuggvény?(z) = 1 — e~ **. A fela-

2
—Inz

dat szerintF'(2000) = 3, azazl — e=209* = % amib8I\ = S5
Legyen annak a valoszinlisége p, hogy egy adott égd vilagit 200 6ra utan. jekkorP(X > 200) =
1 — F(200) = e~20%*, [gy annak a valészintisége, hogy 200-b6l 150 vilagit(binomigl§}) p'*° (1 — p)°°.

9. LegyenX egy dobokockaval dobott szam. Men¥iszorasa? Mi a helyzet oldalt "kocka" esetén?

Megoldas:

m=EX = 14243+44546 _ 7
3

EX2 — 1242°43°44245%46% _ 91

6 6
02 =D?X =EX?— (EX)? =9 — ()2 =32,

Altalanosan - "n oldalt kockaval":
m = EX — 14243+ 4n _ ntl
n

2
n(n+1)(2n+1)
6

2 2 2 2
EX2 = 1°+2 +?;l+m+n _ _ (n+1)(2n+1)_

n 6
o2 =D2X = EX2_ (EX)Q _ (n+1)é2n+1) _ (nTH)Q — (TI+ 1) . (2n6+1 _ nTH) — (’I’L+ 1) . 4n+21723n73 _

(n+1)(n—1) _ n?-—1
12 - 12




10. Egy dobozbdl, amiben 4 piros és 6 fehér goly6 van, visszatevés nélkil kihizok 3 golyot. Jetbléhdzott
piros golyok szaméat! MennyX szorasa?

Megoldas: Ez egy hipergeometrikus eloszlas, igy annak a valoszinlisége, hogy k piros golyot htzunk ki:

= 62
Pk = (10) .

3

Atan- 1 1 3 1
Konkrétan:py = 5, p1 = 5,02 = 75, P3 = 35-

i — — _ 1 3 1 _ 6

EX?=Yk*p,=1-1+4.-34+9. L =2

0?=D*X =EX?— (EX)*=2—- ()" =4
11. LegyenX;(i = 1...4) valészinliségi valtozg valoszinliséggel 11, — p val6szinliséggel 0! Legyel; =

J

> X;(i=1...4)' MennyiY;(j = 1...4) szbrasa, illetve masodik momentuma: 1, p = 1, illetve altala-

i=1

nos esetben?

Megoldas: Erre sincs kapacitdsom... HF (nem nehéz csak 12 részfeladatbdl all :)

12. Egy pontosnak tekinthieismeBsiinkkel 7 érakor van talalkozonk. Erkezése egyenletes eloszlasu, 6t perc sz6-
rassal. Melyik az a legkorabbidgont, amikor ismé¥siink biztosan megérkezik?

Megoldas: Egyenletes eloszlasnaf. = % (lasd 3. feladat).

igyo = 2*7% = 5 Amib6lb — a = 10+/3, tehat legfeliebld 0v/3 ~ 17.3 percet késik.

13. Mennyi az aldbbi integrélok értéke, mit jelentenek?

Q) | ele)da
Megoldas: Ez a standard normalis slirlisségfiiggvényének integrélja, igy értéke 1.
b) 70 z - p(x)dx
Megoldas: Ez a standard normalis varhato értéke, igy értéke O.
9 | lal- pla)dr
Megoldas: Ez a standard normalis atlagos abszollit eltérése, ét¢ker - p(z)dz =
\/% EE e 2% dy = \/g [—e_%”fz}:J =,/2
d) 70 2?2 p(x)dx
Megoldas: Ez a standard normalis masodik momentuma, mivel m=@ iy = o2 = 1.

14. Bizonyitsuk be, hogp(—z) + ®(x) =1

Megoldas: Tudjuk, hog®(z) = f o(z)dz, valamint®(—z) = j’ o(z)dz = [ ¢(x)dx szimmetriaokokbdl.
gy ©(—2) + ®(z) = [ ¢(a)dz + [p(z)de = [ p(z)de =



15. Szamitsuk ki a kovetkéaaldszinliségeket, ha standard normdlis eloszlasl valészinliségi valtozo!

16.

17.

18.

a)P(-1<X <1

Megoldas:®(1) — ¢(—1) = P(1) — (1 — ®(1)) = 2¥(1) — 1 =~ 0, 6826.
b) P(-2< X <2)

Megoldas:®(2) — ¢(—2) = ®(2) — (1 — ®(2)) = 20(2) — 1 =~ 0,9544.
c) P(-3< X <3)

Megoldas:®(3) — ¢(—3) = ¢(3) — (1 — ®(3)) = 29(3) — 1 =~ 0,9974.

Szamitsuk ki a standard normalis eloszlas 0.9 és 0.2-kvantilisét!

Megoldéas: Tablazatbdlt.28 illetve —0.84

Egy nagy populaciéban az emberek atlagos testmagassaga 178 cm, a magassagok szdérasa 9 cm (normalis elosz-
lasnak tekinthét). Mennyi ekkor annak a valészinlisége, hogy egy véletlenszer(ien kivalasztott személy testma-
gassaga 169 és 187 cm kozé esik? Mennyi annak a valészinlisége, hogy ezen személy magasabb 2 méternél?

Most mennyi a 0.9 és 0.2-kvantilis?

Megoldas: A feladat szerinh = 178, 0 = 9. igy P(169 < X < 187) = F(187) — F(169) = ®(187=m) —
@(1690—771) — @(1875178) _ @(1695178) — (I)(l) _ (13(71) ~ 0.68.

P(X >200) =1—F(200) =1 — ®(2%m) =1 — §(2005118) — 1 — (%) ~ 0.007.

A kvantiliseket vissza kell transzformatni(x + m): x1 ~ 1,28 - 9 + 178 =~ 189, 5, illetve

T2~ —0,84-94 178 =~ 170,4

Medfigyelték, hogy egy napszakban egy metrékocsiban az atlagos utaslétsZama 886ras 205 Mekkora a
valdszinlisége, hogy az utaslétszam egy kocsiban

a) 50 B alatt

Megoldas: A feladat szerint = 80, o = 20. Igy P(X < 50) = F(50) = ®(3%-m) = ¢(3980) =
O(—3) ~ 0.0668.

b) 80 és 1004 kozott lesz, ha mindkét esetben feltételezziik, hogy az utaslétszam koaeativhetalis el-
oszlassal?

Megoldas:P(80 < X < 100) = F(100) — F(80) = ®(100-m) _ (80-m) — ¢ (10080 _ g(80-80) _

®(1) — ®(0) ~ 0.3413,

19. EgyX valészinliségi valtozé varhato értéke 0, szérasa 1. Melyik esetben valdszinlibtX hegy, akkor, ha

X eloszlasa normadlis, vagy akkor, ha egyenletes?

Megoldas:
Egyenletes eloszlasnal:
Mivel az egyenletes varhat6 értéke 0, {gy, a] intervallumon van értelmezve. Ennek szérasa 22\% =

a « - V31
< = 1. EbbSla = V3.EsigyP(X > 1) = 505~ 0,35566.

Normadlis eloszlasnal:
Standard normalisrél van sz6, igy(X > 1) =1 — ®(3) ~ 0, 3085.



