Matematika Al

10. feladatsor

Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

1. A L’Hospital segitségével szamitsuk ki a hatarértéket.
(a) lim sin 5
z—0

Megoldas: 5

(b) lim sine’

z—0 T

Megoldas: 0

. Er2__
(c) lim S Euy

Megoldas: 5/7

d lim sin zx—cos ¢
( ) Senyy) z—m/4

Megoldas: /2

. 2 —
(e) Jimy 5

Megoldas: 1/6

i 11
Megoldas: co

(g) lirr%) (Va2 +2+1— Va2 —x)
Megoldas: 1

2. A L’Hospital-szabaly segitségével hatarozzuk meg az aldbbi a,, sorozatok hatarértékét.

2
(@) an = 50T
Megoldas: 1

(b) an =n%sin2

Megoldas: 4

3. Adjunk meg olyan c értéket, amelyre az

f(x):{ 9.L—§;?1)I13.L’ (L#O

c, z=0



fliggvény folytonos lesz az x = 0 helyen. Magyarazzuk meg, hogy miért j6 az &ltalunk adott c érték.
Megoldas: ¢ = 27/10

A Newton-modszer

. Keressiik meg a Newton-modszerrel az 22 + x — 1 = 0 egyenlet kozelité megoldasat. A bal oldali meg-
oldéast el6szor kozelitsiik az zo = —1 értékkel, a jobb oldali megoldast pedig az z¢o = 1 értékkel. Azutan
mindkét esetben keressiik meg xo-t is.

Megoldas: o = —5/3;13/21

. A Newton-médszert alkalmazva keressiik meg az 23 + 3z + 1 = 0 egyenlet valés megoldasanak kdzeli-
tését. Legyen xyp = 0, aztan keressiik meg xo-t.
Megoldas: zo = —29/90

. A Newton-moédszerrel adjuk becslést az f(x) = x* +x — 3 fiiggvény két zérushelyére. A bal oldali zérus-
hely esetén legyen o = —1, a jobb oldali zérushely esetén pedig x¢o = 1. Mindkét esetben hatarozzuk
meg xo-t.

Megoldas: z; = —51/31;5763/4945

. Legyen f(z) = 3z — 2. Mutassuk meg, hogy az f(z) = —4 egyenletnek van megoldéasa a [2,3] inter-
vallumban , s a megoldas megkereséséhez hasznaljuk a Newton-moddszert.
Megoldas: x5 = 2.195823345

Primitiv fiiggvények
. Hatérozzuk meg a megadott fiiggvények primitiv fiiggvényét.

(@) 2> =2z +1
Megoldas: % —22 42

(b) 2 +a?
Megoldas: I—; — ﬁ
() 2— %

x
Megoldas: 2x + %

(@) 3vz
Megoldas: Va3

(©) Vit &
Megoldas: 22 + 2\/x

() 4z
Megoldas: x



()

(h)

—mwsinmx
Megoldas: cos(mz)

3sinx
Megoldas: —3 cosx

9. Hatarozatlan integralok

(a)

(b)

8

J(z+1)dx
Megoldas: I—; +z+C

J (322 + £)dx
Megoldas: 23 + %2 +C

J(1 =22 —325)dx
Megoldas: = — ”‘3—3 — % +C

J (Ve + {z)da
Megoldas: 2/323/2 + 3/424/3 + C

J(F+&)d
Megoldas: 1/3\/z(2+z)+ C

ey,

Megoldas: 2/x — % +C
i

Megoldas: —l% — 3;{%/2

I (sin 2 — sin12 x) dx

Megoldas: —1/2cos2x + ctgz + C

f 1+cos4x dx
2 .
Megoldas: z/2 + 242 4 C

J(2+tg?z)dx
Megoldas: = + tgz + C

10. Helyes vagy helytelen? Indokoljuk vélaszunkat.

(a)

(b)

J 2z +1)%dz = w +C
Megoldas: Hibas

J 62z +1)%de =2z +1)>+C
Megoldas: Helyes



Megoldas: Hibas

(d) [V2z+1de=VaZ+z+C
Megoldas: Hibas

() [(Tw—2)%dw = (22" 4 ¢
Megoldas: Hibas

(f) [asinzde = —zcosz +sinz + C
Megoldas: Helyes

11. Oldjuk meg a kezdetiérték-problémakat.

(a) =24, y(1)=-1

dz z2 1
Megoldas: y =z — ;- — 1

2
b) £=(z+2), y1)=1
fe 0 T 1 1
Megoldas: y = %5 +2x — . — 3

Integralas

Kozelités véges Osszegekkel

12. Kozelitsiik a fliggvény alatti teriiletet

o két azonos szélesség, alulrdl kozelits téglalappal!
e négy azonos szélesség, alulrol kozelits téglalappal!
o két azonos szélesség, feliilrsl kozelits téglalappal!
e négy azonos szélesség, feliilrdl kozelits téglalappal!

(a) f(z) =22 az =0 és az v = 1 kozott.
Megoldas: 0.125; 0.21875; 0.625; 0.46875

(b) f(z)=2%az x =0 és az = 1 kdzott.
Megoldas: 0.0625; 0.0140625; 0.5625; 0.390625

(¢) f(x)=1/x az x =1 és az x = 5 kozitt.
Megoldas: 1.066667; 1.283333; 2.66667; 2.083333

13. A mellékelt tablazat egy jatékmozdony sebességadatait mutatja masodpercenként, 10 masodperc hosszi
idéintervallumban. Szdmitsuk ki a mozdony &ltal megtett utat 10, egységnyi hossztisagu intervallumra
valo felosztéssal és

(a) bal oldali végpontokban vett fliggvényértékkel,
(b) jobb oldali végpontokban vett fliggvényértékkel szamolva!



14.

15.

16.

Idé6 Sebesség | Id6 Sebesség
() (emfs) | (5)  (cm/s)

0 0 6 11

1 12 7 16

2 22 8 2

3 10 9 6

4 5 10 0

5 13

Megoldas: 87 cm; 87 cm

Kanyargos Gton autézunk barati tarsasaggal egy olyan autoban iilve, amelynek sebességmérdje mitkodik
ugyan, azonban a megtett tavolsdgot nem mutatja. Meg akarjuk tudni, milyen hosszt ez a kanyargos
szakasz, ezért 10 mésodperces id6kozokben feljegyezziik a kocsi sebességét. A mérési eredményeket a
mellékelt tablazat tartalmazza. Becsiiljiik meg az dtszakasz hosszat

(a) bal oldali végpontokhoz tartozé értékekkel,
(b) jobb oldali végpontokhoz tartozo értékekkel!

Idé Sebesség | Id6 Sebesség
(5 (m/s) | () (m/s)

0 0 70 5

10 15 80 7

20 5 90 11

30 11 100 15

40 10 110 10

50 15 120 11

60 11

Megoldas: 1150 m; 1260 m

Riemann-06sszeg téglalapjai

Rajzoljuk fel az f(x) fliggvény grafikonjat az adott intervallumban! Osszuk fel az intervallumot négy,
azonos hosszsagu részintervallumra! Azutan rajzoljuk be az dbraba a Eizl f(cx) Riemann-Osszeghez
tartozo téglalapokat, ahol ¢i a k-adik részintervallum (a) bal oldali, (b) jobb oldali végpontja, (c) felezs
pontja! (Mindegyik Riemann-osszeghez készitsiink kiilon abrat!)

(a) f(z)=2?—1,a0,2] intervallumon.

(b) f(z) = —2?%, a [0, 1] intervallumon.

(¢) f(z) =sinz, a [—7,n] intervallumon.
Az alabbi f(z) fiiggvényekre irjuk fel a fels6 kozelits Gsszeget oly modon, hogy az [a, b] intervallumot

n egyenld részintervallumra osztjuk fell Azutan vegyiik ezeknek az Osszegeknek a hatarértékét n — oo
esetén, és szamitsuk ki az [a,b] intervallumhoz tartozo gbrbe alatti teriiletet!

(a) f(z) =1— 22 a[0,1] intervallumban.
Megoldas: 2 + 2251:2/3

6n2

(b) f(z) =z + 22 a [0, 1] intervallumban.
Megoldas: 12 + 22249: 12

2n2




Az integral, mint hatarérték
17. Fejezziik ki a hatarértéket, mint a fliggvény hatarozott integraljat!

(2) uzlriumo > cpAxy, ahol P a [0,2] egy felosztasa.
—VYVk=1

2
Megoldas: [ 2?dx
0

() uzlriumo > oo Awy, ahol P a[1,4] egy felosztasa.
—05=1
4
Megoldas: [ 1dx
1

(c) uzlainmo > /4 — ¢l Axy, ahol P a[0,1] egy felosztasa.
—Vk=1

1
Megoldas: [ V4 — 22dx
0

(d) uzlrinmo > ﬁAmkv ahol P a [—7/4,0] egy felosztésa.
d k:1 C
0
Megoldas: [ ——dx

Ccos T

—7/4




