Matematika Al

13. feladatsor

Az integral alkalmazasai

Térfogatszamitas
1. Keressiik meg a forgastest x-tengelyre mercleges sikmetszetének A(x) képletét.

(a) A test az x-tengelyre mersleges © = —1 és x = 1 sikok kozott helyezkedik el. A sikmetszetek
minden esetben e két sfk kozott, az x-tengelyre merdlegesen az y = —v/'1 — 2 félkortsl az y =
V1 — 2?2 félkorig futnak.

i. A sikmetszetek olyan korlapok, amelyek atmér6je az xy-sikban van.
Megoldas: A(z) = 7(1 — 2?)

ii. A sikmetszetek olyan négyzetek, amelyeknek egyik 4tldja az xy-sikban fekszik.
Megoldas: A(z) = 2(1 — z?)

(b) A test az x-tengelyre meréleges x = 0 és x = 4 sikok kozott helyezkedik el. A sikmetszetek minden
esetben e két sik kozott, az x-tengelyre merdlegesen az y = —+/z parabolatoél az y = \/z parabolaig
futnak.

i. A sikmetszetek olyan négyzetek, amelyeknek egyik oldaléle az xy-sikban fekszik.
Megoldas: 4z

ii. A sikmetszetek egyenl$ oldalt haromszogek, alapjuk az xy-sikban fekszik.
Megoldas: ?az

2. Szamitsuk ki a testek térfogatat!

(a) A test az x-tengelyre merdleges x = 0 és x = 4 sikok kozott helyezkedik el. A tengelyre merd-
leges sikmetszetek a 0 < x < 4 intervallumban olyan négyzetek, amelyek atléinak végpontja az
y = —+/x és az y = \/x parabolan van rajta.
Megoldas: 16

(b) A test alapja az y = 2v/sinx gorbe és az x-tengely [0, 7] intervalluma &ltal kozbezart tartomany.
Az x-tengelyre merGleges sikmetszetek egyenld oldali haromszogek, amelyeknek alapjainak vég-
pontjai az x-tengelyen és a gérbén futnak végig.

Megoldas: 24/3

3. Hatarozzuk meg azoknak a forgastesteknek a térfogatat, amelyek az alabb megadott egyenesek és
gbrbék altal meghatarozott tartomanyok x-tengely korili forgatasaval jonnek létre!



(a) y=2%y=0,2=2
Megoldas: 327

5

(b) Yy = V9_I27y:0
Megoldas: 367

(c) y=+/cosz,0<z<7/2,y=0,2=0
Megoldas: =

(d) y:fﬂ,y:l,l’:()

2ae 2T
Megoldas: =

(€ y=2+1,y=a+3
Megoldas: %

4. Hatarozzuk meg annak a testnek a térfogatit, amely az y = 22 parabola és az y = 1 egyenes altal
hatéarolt tartomany

(a) y =1 egyenes,

. 16
Megoldas: —*

(b) y = 2 egyenes,

Megoldas: 516;

(¢) y = —1 egyenes
2. 647
Megoldas: =

koriili forgatasaval all eld!

5. Héjmodszerrel hatarozzuk meg a megadott egyenesek és gorbék &altal meghatarozott tartomanyoka
megadott tengely koriili forgatasaval generalt forgastest térfogatat!

(a) y=1=z,y=—x/2, x =2 az y-tengely koriil
Megoldas: 87

(b) y=2%,y=2—a2, 2 =0,z >0 az y-tengely koriil

Zae DT
Megoldas: %

(¢) y=2x—1, y=+/z, z =0 az y-tengely koriil

Lo [
Megoldas: 1%

(d) z = /Y, * = —y, y = 2 az x-tengely koriil
Megoldas: 116—5” (3\/§ + 5)

(&) y=+z,y=0,y =2z — 2 az x-tengely koriil

2., 16
Megoldas: =*



6. Szamitsuk ki a megadott tartomany megadott tengely koriili forgatasa révén keletkezs forgastest tér-
fogatat!
(a) Az (1,1),(1,2),(2,2) cstcspontu haromszoget megforgatjuk

i. az x-tengely
Megoldas: 57/3

ii. az y-tengely
Megoldas: 47/3

iii. az = 10/3 egyenes
Megoldas: 27

iv. az y = 1 egyenes
Megoldas: 27/3

koril.
(b) Az x = y — y* gbrbe és az y-tengely altal hatarolt, az elsS siknegyedben fekvd tartomanyt meg-
forgatjuk
i. x-tengely

Megoldas: 47/15

ii. az y = 1 egyenes
Megoldas: 77/30

koriil.

Ivhossz szamitas

7. Szémitsuk ki a gérbék hosszat!

(a) x=1—-t,y=2+3t, —2/3 <t <1,
Megoldas: 5—@

(b) o =22,y = D" 0 <y <y,
Megoldas: 12

() w= D" 22 0<t <3,
Megoldas: 21/2

(d) y=(1/3)(2*+2)%?2, az x = és x = 3 kozdtt,
Megoldas: 12

(e) = (y*/3) +1/(4y), y = 1 és y = 3 kozdtt, (Utmutatds: a + (dz/dy)? teljes négyzet.)
Megoldas: 53/6

(£) y=(3/4)x*/? — (3/8)2?/3+5,1 <z <8
Megoldas: 99/8



Numerikus integralas

8. Becsiiljiik meg az alabbi integralokat a trapéz- és Simpson-formulaval is!

e A trapézformulat hasznalva:

— becsiiljiik meg az integralt n = 4 részintervallum hasznalataval, és adjunk fels6 korlatot |Er|-
re,

— szamoljuk ki az integral pontos értékét, utanna |Er| pontos értékét,
— az (|Er|/(pontos integral))-100 képlettel hatarozzuk meg, hogy a hiba hany szazaléka az
integralnak!

e A Simpson-formulét hasznélva:

— becsiiljiik meg az integralt n = 4 részintervallum hasznalataval, és adjunk felsg korlatot |Fg|-
re,

— szamoljuk ki az integral pontos értékét, utanna |Eg| pontos értékét,

— az (|Es|/(pontos integral))-100 képlettel hatarozzuk meg, hogy a hiba hany szazaléka az
integralnak!

2
(a) [adx
1
Megoldas: trapéz: 1.5;0, 1.5;0, 0%; Simpson: 1.5;0, 1.5;0, 0%

2
(b) [ e
1
Megoldas: trapéz: 0.509;0.03125, 0.5;0.009, 0.018 =~ 2%; Simpson: 0.5;0.002604, 0.5;0.0004, 0%

(¢) [sinzdz
0

Megoldas: trapéz: 1.8961;0.161, 2;0.1039, 0.052 ~ .5%; Simpson: 2.0045; 0.0066, 2;0.0045, 0%

9. Az alapintervallumot 8 egyenld részre osztottuk, és megadtuk a fiiggvény értékeit az oszdpontokban.
Becsiiljiik meg az integral értékét n = 8 mellett a trapézformuléaval, a Simpson-formuléaval, majd sza-
moljuk ki az integral pontos értékét, illetve az Er és Fg hibakat!

(a) }x\/l — 22dx
0

x xv/1— z2
0 0
0.125 0.12402
0.25 0.24206
0.375 0.34763
0.5 0.43301
0.625 0.48789
0.75 0.49608
0.875 0.42361
1 0

Megoldas: 0.31929, 0.32812, 1/3, 0.01404, 0.00521



w/2
b) [ gietede
2

—T

x V1 — 22
-1.5708 0
-1.1781 0.99138
-0.7854 1.26906
-0.3927 1.05961

0 0.75
0.3927 0.48821
0.7854 0.28946
1.1781 0.13429
1.5708 0

Megoldas: 1.95643, 2.00421, 2, 0.04357, —0.00421

10. Minimalisan hany részintervallumra kell osztanunk az alapintervallumoz, hogy (i) a trapézformula, (ii)
a Simpson-formula hib4ja 10~* al4 csékkenjen az alabbi integralok kozelits kiszadmolasanal?

(a) jzj(ac‘3 + x)dx

0
Megoldas: 283, 2

3
(b) [Vz+1dx
0
Megoldas: 76, 12

2
(¢) [sin(z + 1)dz
0
Megoldas: 82, 8

Improprius integralok

11. Szamoljuk ki az improprius integralokat!

(a) {ﬁdm
Megoldas: 7/2
1

) [ mrmde
~1
Megoldas: 6

2
Megoldas: In4

1
(@) [ e

Megoldas: NE]



(e) {(1+m2)(1l+arctgw)dx
Megoldas: In (1 + %)

2

() g \/41—7‘“5

Megoldas: 7/2

4
1
d
(8) _J; NIl €L
Megoldas: 6

12. Vizsgaljuk meg, hogy a megadott integrélok konvergensek-e! Hasznéljuk a definiciét, az dsszehasonlitod
kritériumokat vagy a hanyadostesztet!

/2
(a) [ tgadx
0
Megoldas: divergens

In2
(b) [ a7 2eVdy
0

Megoldas: konvergens

(c) fl In |x|dx

Megoldas: konvergens

vVr—1
Megoldas: divergens

(d):fo Ly

(o)
(©) [ Zmpde
Megoldas: konvergens

(f) f 2+?szdl,
IT{/Iegoldés: divergens

o0

(& [ %dw
4
Megoldas: konvergens

T
(h) Jo; 7m4+1dx

Megoldas: konvergens

13. Mutassuk meg, hogy
2zdx

o —3
Hl\?
+
—



14.

divergens, igy az

/ 2xdx
2 +1

integrél is divergens! Léassuk be, hogy ezzel szemben

b

2xdx
1 - =
bh—{noo/l'Q—Fl 0

—b
Vegyiik azt a forgastestet, amely az y = 1/z, 1 < z gbrbe x-tengely koriili megforgatasaval keletkezik.

A forgastest felszinét az
o0
1 1
/ 2r—\[1+ —dx
x x

1

integrallal szamolhatjuk ki. Tudjuk, hogy az floo (dz/z) divergens, igy tetszleges b-re

b b
1 1 1
/27r71/1+—4dx>27r/7dm,
x x x
1 1

amibdl az kivetkezik, hogy a forgastest felszinét leird integral divergens. Viszont a test térfogatdt leird

/ (Y

integral konvergens.

(a) Szamoljuk ki az utobbi integral értékét!
Megoldas: 7

(b) Ezt a forgéastestet sokszor ugy emlegetik, mint egy olyan festékesbodont, amibe nem fér bele
annyi festék, amennyivel be lehetne festeni a belsejét. Toprengjiink el ezen! Az biztos, hogy véges
mennyiségi festékkel nem tudjuk befesteni a végtelen teriiletd felszint. De ha csurig toltjik a
b6dont - amihez véges mennyiségi festék is elég - a festék megfesti a felszint beliilrél! Oldjuk fel
ezt az ellentmondést!



