Matematika Al

6. gyakorlat

Folytonossag
1. Abrazoljuk az
2 -1 -1<z<0
2z O<z<l1
fley=<¢ 1 z=1
—2x4+4 1<zx<?2
0 2<z <3

fliggvény grafikonjat. Vizsgéaljuk meg hatarérték, jobb illetve bal oldali hatarérték, valamint folyto-
nossag, jobb, illetve bal oldali folytonossag szempontjabol az x = —1, 0, 1, 2 és 3 helyeket. Van-e az
f(z) figgvénynek megsziintethets szakadasa?

2. Abrazoljuk az
1 r< -1
—r —-l<z<0
flay=¢ 1 =0
-z O0<z<l1
1 rz>1

fliggvény grafikonjat. Vizsgéljuk meg hatarérték, jobb illetve bal oldali hatarérték, valamint folyto-

nossag, jobb, illetve bal oldali folytonossag szempontjabol az x = —1, 0, 1, 2 és 3 helyeket. Van-e az

f(x) fiiggvénynek megsziintethets szakadasa?

Megoldas: z = —1: lim f(z) = lim+f(x), igy lim1 fl@) =1 = f(x), f tehat folytonos az
r——1— r——1 rT——

x=—1helyen.z =0: lim f(z)= lim+ f(z) =0, igy lir% f(x) =0, mivel azonban f(0) # 0, f nem
x—0~ x—0 r—

folytonos az x = 0 helyen; a szakadas megsztinik, ha az f(0) fliggvényértéket 0-nak definialjuk. x = 1:

lim f(z) = —1, viszont hm+ f(z) = 1, emiatt lim1 f(z) nem létezik, f-nek nem megsziintethets sza-

z—1~ x—1 xr—

kadésa van az x = 1 helyen.

3. Mely pontokban folytonosak az alabb megadott fiiggvények?

(a) y= ﬁ — 3z
Megoldas: Az x = 2 kivételével mindeniitt.

Megoldas: Az x =1 és az x = 3 kivételével mindenditt.

(c) y=<=
Megoxldés: Az z = 0 kivételével mindeniitt.



(@) y = 2

Megoldas: Az © = nm + 7/2 helyek kivételével mindeniitt.

(e) y=+v2x+3

Megoldas: © > —3/2 esetén.

4. Igazoljuk, hogy a fiiggvénynek a megadott helyen létezik folytonos kiterjesztése.

2
(a) f(x): xjc_:lla xz=-1
Megoldas: f(-1)=-2 valasztassal.

2 g4
(b) g(z)zwng_(gga =3

Megoldas: f(3)=4 valasztassal.

5. Adjuk meg az a értékét ugy , hogy az

fliggvény mindeniitt folytonos legyen.

PUR|
Megoldas: a = 3

6. Ki lehet-e terjeszteni az f(x) = x(2? — 1)/|2% — 1| fiiggvényt gy, hogy az r = —1 vagy az = 1 he-
lyen folytonossa valjon? Indokoljuk valaszunkat. (A figgvény grafikonja meglehet&sen érdekes, érdemes
abréazolni.)

Megoldas: Egyikben sem; a mliml f(z) és a i;rri f(z) hatarérték nem létezik.

7. Folytonos fiiggvények nem folytonos kompoziciéja.Adjunk példat olyan, az x = 0 helyen folyto-
nos f és g fiiggvényekre, amelyeknek f o g kompozicidja nem folytonos az x = 0 helyen. Ellentmond-e
ez a tanult tételnek? Indokoljuk valaszunkat.

Megoldas: pl: g(z) =1; f(z) = —-1haz <1,és f(x) =1 haxz > 1.

oo

. Egy fixponttétel. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos a [0, 1] intervallumban, és hogy minden
x € [0,1] esetén 0 < f(x) < 1. igazoljuk, hogy ekkor létezik olyan ¢ € [0, 1] szam, amelyre f(c) = c.
(Az ilyen c¢-t az f fliggvény fixpontjanak nevezziik.)

Megoldas: Vizsgaljuk meg az f(z) — x fliggvényt.

9. Folytonos fiiggvények eljeltarté tulajdonsaga. Tegyiik fel, hogy az f fliggvény értelmezve van
az (a,b) intervallumon, és hogy az intervallum egy ¢ pontjaban f folytonos és f(c) # 0. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor létezik egy c-t tartalmazo (¢ — d,c + ) intervallum, amelyen az f(x) fliggvényértékek
el6jele nem valtozik. (Vegylik észre: kikotjiik ugyan, hogy az f a teljes (a,b) intervallumon értelmezve
legyen, a folytonossagot azonban a c¢ kivételével egyetlen méas pontban sem koveteljiik meg. A c-beli
folytonossag és az f(c) # 0 feltétel elég ahhoz, hogy a fliggvényértékek elGjele egy teljes intervallumon
allandé maradjon.)

Megoldas: Definiciobol kévetkezik.



10.

11.

12.

13.

Az egyenlité atellenes pontjai. Igaz-e, hogy az Egyenlitén egymassal szemben elhelyezkeds pont-
parok k6zott mindig van olyan, amelynek tagjai egyenlé hémérségletiiek. Indokoljuk véalaszunkat.
Megoldas: Igaz

Létezik-e maximuma az f(z) = 2? fiiggvénynek a —1 < x < 1 nyilt intervallumon? Minimuma?
Ellentmond-e ez a max-min tételnek? Indokoljunk.
Megoldas: Maximuma nincs, minimuma van. Nem mond ellen, mert az intervallum nem zart.

Mutassuk meg, hogy a cosx = z egyenletnek van megoldasa. (Segitség: Irjuk at cosz — 2 = 0 alakba
és alkalmazzuk ra a kozbenssérték-tételt.) Grafikusan, szamologép segitségével, ellendrizziik, hogy az
x1 =1, p+1 = cos z, rekurzi6é a megoldashoz konvergal.

Megoldas: Példaul = O-ra cosx — x pozitiv, x = 7/2-re cosz — x negativ.

Dirichlet fliggvény Tekintsiik az

Fz) = 0, ha z irracionélis

= 1, ha x racionalis

fliggvényt. Mutassuk meg, hogy az f fliggvény sehol sem folytonos.

Megoldas: Barmelyik irracionalis szamhoz létezik tetszGleges kozel racionalis szam, és forditva.



