Matematika Al

8. feladatsor

Differencialas I1.

Trigonometrikus fiiggvények derivaltja
1. Hatarozzuk meg a dy/dz fliggvényt.

(a) y=—10z + 3cosx
Megoldas: —10 — 3sinz

(b) y = 511111_4\/5—’_7

Megoldas: — 5% — %
__ ctgzx
<C> Y= l+ctgx
g — 1
Megoldas: T2 (1cte )

d) y=tgzx —x
Megoldas: —,— — 1

cos2 x
__ sinz+1
(e) Y= sinz—1
Megoldas: (;12;:70_51352
_ 1
(f) Y= Snzcosw 1 1
Megoldas: - — 572

A lancszabaly

2. Hatarozzuk meg a megadott y = f(u) és u = g(x) fliggvények alapjan a dy/dx = f'(g(x))g'(x)
derivaltat.

(a) y=6u—9, u=(1/2)2*
Megoldas: 1223

(b) y=sinu, u=3x+1
Megoldas: 3 cos(3z + 1)

(¢c) y=tgu, u=10x—5

Megoldas: il —

3. Derivaljuk a fiiggvényeket.



-7

() y=(1-7%)
Megoldas: (1 — 3)_8

—

(b) y = (%+I*5>4

2 3
Megoldas: 4 (% +z— %) (% L1+ ?12)

(C) y= cos(tgm) (tg2)
2 sin(tg x
Megoldas: o ) (o2 (i) I)(COgSQ(tg o)
(d) y =sinz
Megoldas: 3sin® z(cos )

(e) y = cos*(1 — 27)
Megoldas: 8 cos®(1 — 2x) sin(1 — 2t)

(f) y = sin(cos(2z — 5))
Megoldas: —2 cos(cos(2z — 5))(sin(2z — 5))

(8) y=(1+ctg (93/2))‘12

Megoldas: [ETLEGErra)

(h) y = sin(2?) cos(27)
Megoldas: —2sin(z?) sin(2x) + 22 cos(2x) cos(x?)

(i) y=4siny/1+

Megoldas: 2V LtvE

VitVz/z
() y =/ 5
Megoldas:

—1
212(1+%>l/2

(k) y=Qz+1)v2z+1
Megoldas: 3v/2x + 1

U ¥ = Grramgre

Ace 5x+cos 2z
Megoldas: —9 (7(512+Sm 2;1;)5/2)

4. Hatarozzuk meg a az y” fiiggvényt.

(a) y= (1 + %)3
Megoldas: 1—63 (1 + %) (1 + %)

(b) y= %ctg B3z —1)

Megoldas: %



5. Legyen y = x%/2, hatarozzuk meg a dy/dx értékét a lancszabaly alapjan, amennyiben y-t

3

(a) az y = u® és az u = \/z; illetve

(b) az y = u és az u = 23 fiiggvények kompoziciojanak tekintjiik.

Megoldas: dy/dx = (3/2)z'/?

Implicit fiiggvény derivaltja
6. Hatarozzuk meg az implicit derivalas modszerével a dy/dz derivaltat.

(a) 2%y +2y®> =6
2
Megoldas: =25V

2422y
2 _ xz—1
(b) Yy =11 )
Megoldés: W
(c) z=tgy

Megoldas: cos?y

2 _ =z
(d) y* = o+l )
Megoldés: W
(e) y+2xy +cosx = a3

2 e 312+sinw—2y
Megoldas: P R

(f) cosy+zy=0
Megoldas: —%

xr—siny

7. Az implicit derivaldas modszerével hatarozzuk meg a dy/dx, majd a d?y/dxz? derivaltat.

2

(a) 22 +y?> =1
" —y—z

Megoldas: y’:—%, T

(b) y? = 2% + 22

Megoldas: y' = "”T“, Y

n_ yi=(z+1)*

(c) 2yy=2—y
VY "

Megoldas: iy’ = Zoi Y

_ 1

T 2(yytD)3

8. Ellendrizziik, hogy a megadott pont illeszkedik a gorbére, majd irjuk fel az adott pontbeli érints és
normalis egyenletét.

(a) 2> +ay—y? =1, (2,3 ”

)
Megoldas: érinté: y = %x - %, normaélis: y = —%x + =



(b) 622 +3zy +2y? +17y —6=0, (—1,0)

Megoldas: érinté: y = Sz + &, normélis: y = —Zz — I
(¢) y=sin(rz —y), (1,0)
Megoldas: érinté: y = 2rx — 27, normélis: y = —5= + i

Kapcsolt derivaltak

9. Térfogat. Ha egy henger alapja r sugari kor, magassaga pedig h, akkor térfogata V = mr2h

(a) Milyen kapcsolat all fenn a dV/dt és a dh/dt derivalt kozott, ha r konstans?

Megoldas: 4 = mr2dt

(b) Milyen kapcsolat &ll fenn dV/dt és dr/dt derivaltak kozott, ha h konstans?

Megoldas: % = 27Th7“%

(c¢) Milyen kapcsolat all fenn dV/dt, a dr/dt és dh/dt derivaltak kozott, ha sem r, sem h nem konst-
ans?

45: &V _ r.2dh dr
Megoldas: - = nr< % + 2mhr;

10. Tavolsag. Tegyiik fel, hogy = és y egyarant a ¢ valtozo differencialhato fiiggvénye. Az xy sik (z,0) és
(0,y) pontjainak tavolsaga s = \/x2 + y2.

(a) Milyen kapcsolat all fenn ds/dt és a dx/dt derivaltak kozott, ha y konstans?

Ag: 95 — & dz
Megoldas: 33 = T di

(b) Milyen kapcsolat all fenn ds/dt, dx/dt és a dy/dt derivalt kozott, ha egyik mennyiség sem allando?

Age 5 r___dz y __dy
MegOIdaS° dt \/.t2+y2 dt + \/fc2+y2 dt

(¢) Milyen kapcsolat all fenn dx/dt és dy/dt derivaltak kozott, ha s konstans?

a4s: 9r — _ydy
Megoldas: 97 = —2

11. N6vekvé homokdomb. Egy konténerbél percenként 10m> homokot szérnak ki egy kup alaka ho-
mokdomb tetejére. A kup magassiaga mindvégig az alapkor atmeérdjének az egyharmada. Mekkora a
domb (a) magassaganak és (b) alapkore sugaranak valtozasi sebessége (cm/min egységben), amikor a
homokdomb éppen 4m magas? (Kup térfogata: V = (1/3)7wr?h)

Megoldas: (a) 4 =11.19  (b) & = 1492

dt min’ dt min

12. Sikbeli mozgas. Az xy-sikban mozgo test x- és y-koordinataja egyarant a ¢ idé differencialhato fligg-
vénye; dz/dt = —1m/s, dy/dt = —5m/s. Milyen sebességgel tavolodik a részecske az origotol, amikor
athalad az (5,12) ponton?

Megoldas: -5



Linearizacio és differencialtak
13. Keressiik meg az f(x) fliggvény L(x) linearizacidjat az x = a helyen.

(a) f(z)=a%—22+3, a=2
Megoldas: L(z) = 10x — 13

(b) f(z) =25, a=1
Megoldas: L(z) =2

(c) f(z) =tgz, a=-m/4
Megoldas: L(z) = 2z + %—2

14. Mutassuk meg, hogy az f(x) = (1 + z)* fiiggvény linearizacidja az x = 0 helyen L(z) = 1 + kz
Megoldas: f(0) = 1; tovabba f'(z) = k(1 + x)k~1, igy f'(0) = k. Az = 0 helyen vett linearizécio
ennélfogva L(z) = 1+ kx

15. Keressiik meg az f(z) = v + 1 + sinz fliggvény linearizaciojat az x = 0 pontban. Hogyan viszonyul
ez a linearis kozelités a vz + 1 és a sinz fiiggvény = 0 pontbeli linearizaciéihoz?
Megoldas: f(0) = 1; tovabba f'(x) = 2\/91ﬁ + cos(z), igy f'(0) = 3/2. Az x = 0 helyen vett lineari-
z4cio ennélfogva L(x) =14 3/2x. Li(x) =14 1/2x és La(x) = x, azaz L(x) = L1 (x) + La(x).

16. Irjuk fel a dy differencialt.

(a) y=2a® -3z

Megoldas: (3;U2 — %) dx

(b) 2y 2+ 2y —2=0

Megoldas: dx

1—y
3yt
() y = sin(5v/3)

Megoldas: % cos(by/x)dx

(d) 2% + 22y + y? = siny

. 2a+2
Megoldas: —2212Y
cos y—2x—2y



