Matematika Al

9. feladatsor

A derivalt alkalmazasai

Fiiggvény szélsGértékei

1. Keressiik meg a fliggvények abszolit maximumat és minimuméat a megadott intervallumon. Ezutan
rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat. Keressiik meg a grafikonon az abszolut szélsGértéknek megfelelé
pontokat, és szamitsuk ki e pontok koordinétait.

(a) f(z)= %x—S, —2<z<3
Megoldas: abszolut max: -3 az x = 3-ban; abszolat min: -19/3 az x = —2-ben

(b) f(x)=4—-2% -3<z<1
Megoldas: abszolat max: 4 az x = 0-ban; abszolat min: -5 az z = —5-ben

(c) fla)=—3, —2<a<-1
Megoldas: abszolut max: 1 az x = —1-ben; abszoltt min: 1/2 az © = —2-ben

(d) f(z) =sinz, —F<o<im
Megoldas: abszolit max: 1 az x = 7/2-ben; abszolat min: -1 az x = —7/2-ben

2. Keressiik meg a differencialhanyadost, az 6sszes kritikus pontot, és hatarozzuk meg a fliggvények lokalis

szélséértékeit.
(a) y=a2*(zx +2)
Megoldas:
kritikus pont | derivalt | szélsGérték | érték
x=-4/5 0 lokalis max. %101 3=1.034
z=0 nincs ért. | lokélis min. 0
(b) y=av4—2?
Megoldas:
kritikus pont | derivalt | széls6érték | érték
r=-2 nincs ért. | lokalis max. | 0
r=—2 0 min. -2
x=2 0 max. 2
=2 nincs ért. | lokalis min. 0
(C)y:{S—x, z <0
3+2r—2% >0
Megoldas:
kritikus pont | derivalt | szélsGérték | érték
=0 nincs ért. | lokalis min. 3
r=1 0 lokalis mmax. | 4




—22—2x+4, z<1

(d) y= —2? 4+ 6x—4, x>1
Megoldas:
kritikus pont | derivalt | szélsGérték | érték
r=—1 0 max. 5
r=1 nincs ért. | lokalis min. 1
=3 0 max. 5

Optimalizalasi alkalmazasok

. Egy doboz térfogatat a
V(z) =2(10 —22)(16 — 2z), 0<xz <5
fliggvény adja meg.
(a) Keressiik meg a V szélsGértékeit.

(b) Mit jelentenek az (a) részben megoldasul kapott szamok a doboz térfogatara nézve?

Megoldas: (a) A maximumérték 1442 = 2-re; (b) A doboz legnagyobb térfogata 144 térfogategység,
s ezt az értéket akkor veszi fel, ha x = 2.

. Mennyi a maximalis teriilete annak a derékszogti haromszognek, amelynek atfogoja 5 cm?

Megoldas: A lehet6 legnagyobb teriilet A (%) = %ch.

. Tegyiik fel, hogy egy adott ¢ id6pontban a valtakoz6 drami aAramkorben az adramerGsség értéke ¢ =
2 cost + 2sint. Mekkora az aramerdsség csucsértéke?
Megoldas: Az dramerdsség csiicsértéke: 2v/2, a t = 7/4 + 2kn-ben.

A Lagrange-féle kozépértéktétel
. Hatarozzuk meg a kozépértéktételben szerepls W = f'(c) egyenlGséget kielégits c értéket vagy
értékeket a megadott fiiggvényekre és intervallumokra.
(a) f(z) =22 +22x -2, [0,1]
Megoldas: 1/2

(b) f(x) = 172/3, [07 1]
Megoldas: 8/27

(c) f(x): Ve —1, [173]
Megoldas: 3/2

7. a, m, és b mely értékeire teljesiti az

3, z=0
flz)=< —22+3x+4+a, 0<z<1
mx + b, 1<z<2



fiiggvény a [0, 2] intervallumon a kozépértéktétel feltételeit?
Megoldas: a =3, m=1,b=4

8. Mutassuk meg, hogy az aladbbi fiiggvényeknek a megadott intervallumokon pontosan egy zérushelyiik

(a) f(z)=a*+3zx+1, (=2,1]
(b) f(z)=vzr+av/1+z—-4, (0,00)
(c) flz)=a+ sin? (%) -8, (—o00,00)

9. Keressiik meg az 6sszes olyan fliggvényt, amelyeknek a derivaltja a megadott fliggvény.
(a) y =2a°
Megoldas: %4 +C

(b) v =322+ 22 -1
Megoldas: 23 + 22 — 2 + C

(c) y' =do— =

Megoldas: /z + C

(d) 3 =sin2z + cos 3
Megoldas: f% cos 2z + 2sin 5 + C

Monoton fiiggvények és az els6é derivalt teszt

10. Valaszoljunk az alabbi kérdésekre a megadott derivaltak alapjan.

e Melyek f kritikus pontjai,

e Mely intervallumon noévekszik, illetve csokken f7

e Mely pontokban lehet f-nek lokalis maximuma vagy minimuma?
(a) f(z) =x(x—1)

Megoldas: krit. pontok: 0,1; a (—o0,0) és (1, 00) intervallumokban névekvd, (0, 1)-ben csokkend;
Lokalis max. x = 0-ban, lokalis min. = 1-ben.

(b) f'(z) = (z—1)*(z +2)
Megoldas: krit. pontok: -2,1; a (—2,1) és (1, c0) intervallumokban névekvs, (—oo, —2)-ben csok-
kend; Lokalis max. nincs, lokdlis min. x = —2-ben.

(c) f(x) =a""?(z~3)
Megoldas: krit. pontok: 0,3; a (3,00) intervallumon névekvs, (0,3)-ban csokkend; Lokalis max.
r = 3-ban, lokélis min. z = 0-ban.

11. o Keressiik meg azokat az intervallumokat, amelyeken a fliggvény cstkken illetve nd;

e Amennyiben léteznek, hatarozzuk meg a fliggvények szélsGértékeit;



12.

e Allapitsuk meg, hogy mely szélsdértékek abszolut szélsGértékek.

(a)

()

flx) = —23 + 222
Megoldas: Csokkend (—oo,0)-ban és (4/3, 00)-ben, névekvs (0,4/3)-ban; Lokalis max. © = 4/3-
ban 32/27, lokalis min. 2 = 0-ban 32/37; nincs abszolut szélsGértéke.

f(z) =2v8— 12

Megoldas: Csokkend (—2v/2, —2)-ben és (2,2v/2)-n, névekvé (—2,2)-n; Lokalis max. z = —2v/2-
ban 0 és « = 2-ben 4, lokalis min. © = —2-ben —4 és & = 2/2-ben 0; abszolut max: x = 2-ben 4,
abszolit min: x = —2-ben -4.

13
f(@) = 55
Megoldas: Névekvs (—oo,0)-ban és (0, 00)-ben; nincsenek lokalis szélsGértékei.

fla) = 2'/3(2? - 4)

Megoldas: Novekvs (—oo, —2/4/7)-ben és (2/1/7, 00)-ben, csokkend (—2/+/7,0)-ban és (0,2/v/7)-
ben; lokalis max: 24/2/77/6 ~ 3.12 2 = —2/+/7-ben, lokalis min: —24/2/77/6 ~ —3.12 2 = 2//7-
ben; abszolit szélsGérték nincs.

Hatarozzuk meg a fiiggvény lokalis szélsGértékeit és szésGértékhelyeit az adott tartomanyon.

Koziliik mely széls6értékek abszolut szélsGértékek?

f(x) =2z —2% —oco<z<2
Megoldas: Lokalis max: 1 x = 1-ben, lokélis min: 0 x = 2-ben; abszoltt max: 1 x = 1-ben, nincs
abszolut min.

fx)=(z+1)? —-oco<a<<0
Megoldas: Lokalis max: 1 x = 0-ban, lokalis min: 0 x = —1-ben; abszolit max nincs, abszolut
min: 0 x = —1-ben

f(gc):”f3—3—2952—&—41107 0<z <o
Megoldas: Lokalis min: 0 = 0-ban; abszolit max nincs, abszultt min: 0 x = 0-ban

Konvexitas és a fliggvénygorbe felrajzolasa

13. Abrazoljuk a megadott fiiggvények grafikonjat; adjuk meg a szélsGértékek és az inflexios pontok koor-

(a)

(b)

()

dinatait.

y=12%—4r+3
Megoldas: Lokalis min: (2, —1)

y=42% —2* = 23(4 — 1)
Megoldas: Inflexios pont: (0,0), (2,16); lokalis max: (3,27)

y=a*+22% = 23(x +2)
Megoldas: Inflexios pont: (0,0); lokalis min: (—3/2, —27/16)



(d) y=x+sinz, 0<zx<2rx
Megoldas: Inflexiés pont: (7, 7); max: (27, 27); min: (0,0)

-3
() y==4=, x#2
Megoldas: Lokalis max: (3,6); lokalis min: (1, 2)

14. Megadjuk egy folytonos y = f(x) fiiggvény elsG derivaltjat. Hatarozzuk meg y”-t, aztédn ez alapjan
vazoljuk fel f grafikonjanak altalanos alakjat.

(a) yy =22 —2—6
Megoldas:

() ¥ = gy —5<z<3
Megoldas: 3" = S-tgx

(¢) ¥ =cosz, 0<uz<2r
Megoldas: ¢/ = —sinz, 0<z <27

(a) f(z)=at—222+1

(b) fx) = =

(¢) f(x) =sin2x

(d) f(x)=v1—-22, —-1<z<1

(e) f(z)=a2vz+3, -3< 00

(f) f(z) =sin®z +cos®z, —7w<a<2n



