Hézi feladat #6

1. Keresse meg az (f o g)’ Osszetett fiiggvény derivaltat, ha

f(u)z(“_1>2, w=g(e)= =, z=-1

u—+1

2. Tegyiik fel, hogy egy szappanbuborék sugara 10 cm és siman novekszik (vagyis a sugér
az id6ének differencialhatd, névo fiiggvénye) 1/2 cm/s sebességgel. Mennyi a térfogat
valtozasi sebessége?

3. Tegylik fel, hogy az aldbbi egyenletek az y valtozét az x valtozé differencidlhato fiiggvé-
nyeként definidljék az adott (zg,yo) pont egy kornyezetében (vagyis egy nyilt korlapon
a pont koriil). Ellenérizze, hogy a megadott pont tényleg eleget tesz az egyenletnek!
Keresse meg a dy/dx derivéltat implicit differencidldssall frja fel a gorbe érintéjének
egyenletét az adott pontban! (Az érinté megadja a fiiggvény linedris kozelitését az adott
pont koriil még akkor is, ha nehéz, vagy nem lehet elemi fiiggvénnyel kifejezni y-t az x
fiiggvényeként.)

(a) B3 —ay+yP=1 z29=1, yo=1.

(b) 2 —y? +y* =0 z0=+V3/4, yo=+3/2;
illetve xg = v/3/4, yo = 1/2.

(¢) z+siny= 2oy =2, yo=73
4. Keresse meg a fliggvény linearis kozelitését az adott pont koril! Ennek a segitségével

kozelitse a megadott mennyiséget! Szamologéppel hatarozza meg a pontos értéket és a
linearis kozelités hib&jat!

(a) f(z)=sinz, x9=0, sin0.1.

(b) f(z)=+1+2x, x0=0, +1.008.

(c) f(z) = (1+m)10, o =0, 1.01%.

(d) f(2) =15, 20=0, 15

(e) Irja fel a (b), (c) és (d) esetek &ltalanositdsat: legyen f(z) = (1 + 2)*, ahol «

rogzitett valés szam. Mutassa meg, hogy ekkor a fliggvény linedris kozelitése az
xo = 0 pontban L(z) =1+ au.

5. (Egyenlet linearizaciéval kapott kozelité megoldasa) Legyen f(z) = /z + 1+ x — 4.
(a) Keresse meg f(3) és f(4) értékét, és a Bolzano-tétel alapjan ldssa be, hogy az
f(z) = 0 egyenletnek van gyoke a [3, 4] intervallumban!

(b) A megoldas kozelitése céljdbol kozelitse a négyzetgyokoket az zo = 3 pontbeli
linearizaciéjukkal, és oldja meg a kapott linearis egyenletet!

(c) Ellenérizze a kapott kozelitést az eredeti egyenletben!
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12.
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. Két repiil6gép 10 000 méter magassdgban repiil 800 km /h sebességgel, egymaést derékszogben

metsz6 palyakon. Milyen sebességgel csokken a két gép kozotti tavolsag, ha az egyik gép
8 kilométerre, a masik pedig 19 kilométerre van a metszésponttél?

Mutassa meg, hogy az alabbi egyenleteknek pontosan egy megoldasa van a megadott
intervallumokon!

(a) 2*+32+1=0, —2<z<-1.
(b) 2z —cosx =0, —nm<zx<m.

. A Lagrange-féle kozépérték-tétellel igazolja, hogy barmely a és b valds szamra fennall

|sinb —sinal < |b— al.

. Tegyiik fel, hogy f'(z) = 1/(1 —2%) ha 0 < z < 0.1 és f(0) = 2. A kozépérték-tétel

segitségével adjon alsé és fels6 becslést f(0.1) értékére!

Mutassa meg, hogy az f(z) = 2* + 2 — 3 fiiggvénynek van gyoke a —2 és —1, valamint
az 1 és 2 pontok kozott! A Newton-modszer segitségével adjon két tizedesjegyre pontos
kozelitést a gyokokre!

(Divergencia a Newton-mddszernél) Alkalmazza a Newton-mddszert az f(x) = Jz
fiiggvényre x1 = 1 esetén! Mutassa meg, hogy a kapott (x,)22 ; sorozat divergens! Raj-
zoljon abréat, ami mutatja, hogy mi torténik itt!

(Nagyon lassti konvergencia a Newton-mddszerrel) Alkalmazza a Newton-médszert az
f(x) = (z — 1)* fuggvényre az x; = 2 kezdeti értékkel! Rajzoljon 4brdt, ami mutatja,
hogy mi torténik itt!

Vizsgélja meg az aldbbi fiiggvényeket (értelmezési tartomény, tengelymetszetek, aszimp-
totdk, novés-fogyas, konvexitas-konkavitds, szélsé értékek)! Készitsen egy Osszefoglald
tablazatot, és rajzolja fel a fliggvény grafikonjat!

(a) f(z) = 2® — 62 + 92 + 1; (b) f(x) =2 —cosz, —m<x<m
(€ fr) =Gy (@ fl) ="

Mik a méretei a legkonnyebb olyan nyitott hengeres tartdlynak, amelybe 1000 cm?
folyadék fér?

Az optika Fermat-elve szerint két pont kozott a fény olyan tton halad, amely mentén a
fényterjedési ido a leheto legrovidebb. Mutassa meg, hogy a Fermat-elv alapjan fényvissza-
ver6désnél a beesés szoge meg kell egyezzen a visszaverodés szogével! (Utmutatés: Van
nagyon egyszerii geometriai bizonyitas, de prébaljon analitikus bizonyitést is adni!)



