11. gyakorlat, 2009.11.25., Analizis 3.

1) Legyen f : R — R folytonos fiiggvény és t € R esetén ¢(t) az f(x) = t egyenlet gyokeinek szdma.
Mutassuk meg, hogy g mérheto.

2) Legyen (X, A, ) egy véges mértéktér és f, fn, 9,9, : X — R fliggvények. Igazoljuk, hogy ha
fn — f és g, — g mértékben, akkor f, + g, — f + g mértékben.

3) Szamoljuk ki az alabbi integralokat:

a) [ (2% + 3z)d(*5*) b) [ z=d(A+ ) o) [ mduz
0 o0 R\{0}

4) Legyen (X, A) mértéktér, u(X) = 1. Tegyiik fel, hogy f: X — Rés 0 < f < K. Tovabba

legyen
/fdu =m

X

Bizonyitsuk be, hogy ekkor:
KZ
/(f —m)’dp < e
X

5) Mennyi az aldbbi integral értéke?

n
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6) Legyen A\ a Lebesgue-mérték, u pedig a szamlalé-mérték [0, 1]-en. Mutassuk meg, hogy a
d(z,y) Kronecker-delta fliggvény p ® A mérhetd, és hatarozzuk meg a Fubini-tételben szerepld
integralokat. Miért nem mond ellent az eredmény a Fubini-tételnek?

7) f: X — R mérhet6 fiiggvény, melyre

[ t@aut@)| = [ 1#@)duta).

X

Bizonyitsuk be, hogy ekkor f > 0 p-majdnem mindentitt, vagy f < 0 py-majdnem mindeniitt.



