Funkcionalanalizis 2. heti gyakorlat

(1) Tetszoleges a,b € R™ vektorok esetén definialjuk az |a)(b| diad operatort a |a)(b|v :=
(b, v) a formulaval.
a) Irjuk fel egy altalanos diad métrixat R® standard bazisaban!

b) Bizonyitsuk be, hogy > 7, |[vi) (Vx| = I, ahol {vi,...,v,} az R" tér egy tetsz6leges
béazisa.

c) Legyen X := span{vy,..., vy} és Xy := span{vyi1,...,v,}, ahol {vy,...,v,} az
R™ tér egy tetszoleges bazisa. Fejezziik ki az X, altérre valo, Xs-vel parhuzamos
vetités ill. tiikrozés operatorat diadok segitségével!

(2) Legyen vy,v9,v3:[0,1] — R,
vi(z) := 1+ 2%, vo(w) i= 14 o + 22, v3(z) =1 — 2

a) Igazoljuk, hogy {v1, vs,v3} bazis a [0, 1] intervallumon legfeljebb masodfoka polino-
mok terében.

b) Legyen X; a vy és X a v és vy polinomok altal kifeszitett altér. irjuk fel az X,
altérre valo, X; altérrel parhuzamos vetités és tiikrozés matrixat a

¢ (x) = 1; G2(1) = z; g3(x) == 2?

bazisban!

(3) Az n x n valds illetve komplex elemi matrixok valos illetve komplex szamtest feletti
vektorterében alteret alkotnak-e

a
b

a diagonalis matrixok;
a fels¢ haromszog méatrixok;
c¢) a pozitiv definit métrixok;

e) a szimmetrikus méatrixok

f

g) egy adott A matrixszal felcserélheté méatrixok?

)
)
)

d) az egységnyomu méatrixok;
)
) az 6nadjungalt matrixok;
)

Alterek esetén adjuk meg az altér dimenzi6jat is!



(4) Igazoljuk, hogy a P : C" — C™ leképezésre pontosan akkor teljesiil, hogy létezik olyan
X C O™ altér, hogy minden x € C™ esetén ha = = x1 + 29, (r; € X, 291 X), akkor
Pz = x1, ha P = P* = P2, Mi a helyzet, ha csak P? = P teljesiil?

(5) a) Igazoljuk, hogy a
(A,B) =Tr A*B, A,B € M,(C)

bels6 szorzatot definial az M, (C) téren.

b) Igazoljuk, hogy a

0 1 0 —i 1 0
"“‘(10)’ “2‘_(z‘ o)’ “3:_<0—1>

Pauli matrixok alkalmas normaélassal ortonorméalt bazist alkotnak a 2 x 2-es 0 nyomu
matrixok terében. Egészitsuk ki ezt a rendszert My (C) ortonorméalt bazisava.

(6) Adjuk meg Mj egy ortonormalt bazisat!

(7) Mi a 0 nyomt métrixok ortogonalis komplementere?



