Funkcionalanalizis 7. heti gyakorlat

(1) Igazoljuk, hogy Hilbert-térben
[zl = sup{|Cy, ©)| = Nyl =1} e [JAl = sup{[(y, Az)| = |ly]l = [|l=]] = 1}
(2) Létezik-e olyan (.,.) skalarszorzas az [*(R) norméalt téren, mellyel Hilbert-tér lenne, és a
skalarszorzasbol szarmaztatott norma megegyezne a ||.||3 norméval?

(3) a) Tegyiik fel, hogy egy H Hilbert-térben létezik egy {e, : n € N} megszamlalhato
ortonormélt rendszer. Igazoljuk, hogy az x;, := > _t"en; t € (0,1) vektorok
linearisan fiiggetlenek.

b) Igazoljuk, hogy minden végtelen dimenzios Hilbert-tér legalabb kontinuum algebrai
dimenzios.

¢) Szamoljuk ki az (z;, ) skalarszorzatot.

(4) Mutassuk meg, hogy a sinnz, n € N fiiggvények ortogonalis rendszert alkotnak L*[—, 7]-
ben! Teljes-e ez a rendszer?

(5) Mi az L*(R) térben a péros fiiggvények halmazanak ortogonéalis kiegészitGje?

(6) Adja meg a véges sok nem-nulla elemet tartalmazé sorozatok alterének ortogonélis kom-
plementerét ¢2-ben.

(7) Igazoljuk, hogy ha egy Hilbert-térben x,, — x és y,, — vy, akkor (x,,y,) — (x,y).

(8) Igazoljuk, hogy egy H Hilbert-térben pontosan akkor létezik megszamlalhato stirtd halmaz,
ha létezik benne megszamlalhaté ortonormalt bazis.

9) Igazoljuk, hogy Zn|® < “+00-b6l nem kivetkezik, hogy a x, sor konvergens,
neN neN
ha az z,-ek nem ortogonalisak.

(10) Milyen a, b, ¢ szamokra lesz az
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/ ‘x‘g—a—bx—cﬁ‘ dx
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integral minimalis?



