Hazi feladatok

2. Ora
e Benne van-ea (2,—-1,3—4), (1,2,1,—1) és (—1,0,1,0) vektorok altal generalt altérben
(~1,5,0,6)?
Megoldads: Nincs.
e e; =(1,0,1,0), e = (0,1,0,1), es = (1,2,1,3), es = (1,—2,a, 3) bazis R*-en, adjuk
meg ebben a bazisban (1,0,0,0) koordinatait!
Megoldas: A koordinatai: (5_—Cv A2 5 L)

l-a’ 1—a”’ l-a’ 1—«

e Bézis-e R%ben ey = i +3j, e = —j + k, e3 = i + 2j — k? Ha igen adjuk meg
v =14 47 — k-t az 1j bazisban.

Megoldas: Igen, bazist alkot. v = e; — es.

3. ora
100
° AF =7 ha

i=1

—a) A= {_11 _11]

3 -1 -1 -1

-1 3 -1 -1
A= s
-1 -1 -1 3
s’ . . .« k k—l ]. _]. , 100 k 100 ]. _].
Megoldas: a.) Teljes indukciéval: A% = 2 1 |ty ;A = (21 —1) 11
3 -1 -1 -1
o g . 0o gy | -1 3 —1 —1
b.) Teljes indukcidval: AF = 4F1A {gy >~ AF = 1= | 1 3 ]
i=1 -1 = -
-1 -1 -1 3



a a a —3a-—1
a a a —3a-—1
o A0 =2 ha A =
’ a a a —3a-—1
a a a —3a—1
Megoldds: Konnyen kiszdmolhaté, hogy: A% = —A, {gy AF = (=1)**1. A azaz A0 =
—A.
4. Ora
o det A=?
[1+ 2 1 o 1
_a) A= 1 14+x ... 1
i 1 1 ... 1+z
[12 22 32 42
22 32 4% 52
- b) A= 32 42 52 62
42 52 6% 72

Megoldds: a.) detA =a™ +n'z" ' b.) detA=0

e Legyen A n-edrendii matrix, melynek elemei +1 vagy -1. Bizonyitsuk be, hogy det A
oszthaté 4-gyel, ha n > 3!

Megoldds: Ha az A csak +1-bol all, akkor det A=0.
detA = Z(_l)nal,w(l) *A2.x(2) Tt Apn(n) = Z Cr

s
Mivel a;; = £1, igy a tagok a determinans képletében minden prmutéciéra c, = +£1,
hiszen +1-eket és —1-eket szorozgatunk Ossze. Ha egy a, j-nek megvéltoztatjuk az
eléjelét, akkor azokban a permutacidkban amelyikben szerepel, ott ¢, elGjelet valt,
azaz az Osszeg +2-vel véltozik meg. Mivel minden a;; pontosan (n — 1)! darab
permutaciéban szerepel, ami n > 3 esetén paros sokat jelent. Tehdt a determinans
megvaltozasa paros sok £2 Ossszege, amely mindig 4-gyel oszthato.

Mivel tetszoleges matrix megkaphaté a csupa +1-bol véges sok cserélgetéssel, és a
determinans mindig 4-gyel oszthaté marad, igy a végén is az lesz.

5. Ora
1 1 1 1
12 -1 -2|
erang |y 1 o 1 |=
1 -2 -1 0



11 1 1

. 1 2 -1 =2 . .
Megoldas: det 1 -1 0 117 2, igy a rangja 4.
1 -2 -1 0

e Matrixok rangja a.b fiiggvényében?

(1 a b
—a) |b 1 a
la b 1
[ a 1 b
—b) |4 a D
[3a b+3 0
Megoldas:
a.) Ha a=b=1, akkor a rangja 1. Ha a+b+1=0, akkor a rangja 2. Egyébként a
rangja 3.

b.) Ha b =0, vagy b = 3alol2 # 4, akkor a rangja 2. Egyébként a rangja 3.

4—a 7

e Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket:

— a.)
r1 —8r3+ x4, =0
2$1+l’2:3
4$1+71’2:—4

~ b))
ZL‘1—|—$2—.T3:1
201 — X9+ 13 =2
ZE1—2.T2+2$3:1
4I1—2$2+2$3:4

- c.)
T+ 20 +a3=1
axy+bryo+cxz3=d
a’xy + bxy + Py = d?
Megoldas:

5
a.)xlzi, .112:—2, ZL’3:1—6+—

5
b) T = 1, To = T3
(b—d)(c—d) Lo — (a—d)(c—d) Ta — _ (a=d)(b—4d)
(@) 27 @b 3T T (=o(a=0)

c.) xy



6. ora

e Hatarozzuk meg a kovetkezo méatrixok sajatértékeiré s sajatvektorait!

2 21 -2 -8 —12
A=11 3 1 B=|1 4 4
1 2 2 0 0 1

Megoldds:

A sajatértékei: \y =5, Ay = 1.

A sajétvektorai: v; = (1,1,1), vo =a-(=1,0,1) + b- (=2,1,0).
B sajatértékei: \y =2, Ao =1, \3 = 0.

B sajatvektorai: v; = (—2,1,0), vo = (—4,0,1), v3 = (—4,1,0).

e Végezziink fétengelytranszformaciét! Szamoljuk ki A2011-t!

5 —4 =2
A=1|-4 5 =2
-2 -2 8
Megoldds:
9 0 0
A =UDU™!, ahol a sajatértékekbdl all6 métrix: D = |0 9 0] és a sajatvektorokbdl
000
-1 -1 2
allo6 matrix: U= [ 0 1 2].
2 0 1

A2011 — UD2011U71

o A sajatértékei \y = 3, Ay =6, \3 = —2.
A sajatvektorai: v; = (1,—1,1), vo = (1,2,1), v3 = (—1,0,1). Irjuk fel A-t!

Megoldas:
30 0
A sajatértékekbol allé6 matrix: D = |0 6 0 | és a sajatvektorokbol allé matrix:
00 —2
1 1 -1 11 3
U=|-12 0|.IgyA=UDU'=|1 5 1|.
1 1 1 311

e Linedris operator-e?
T(ap+ a1z + asx?) = (ag + 1) + (a1 + D + (az + 1)

Megoldas:
T(0) =1+ + x* # 0, tehat nem az.



8. ora

e Yin(1+1)=?
k=1
Megoldas:
N
In(1+1)=In(N+1) = o0
k=1

o Sin(1-(2)?) =2
k=3
Megoldas:

N
2 - (24N)(14+N) 1

00
k

© X w

Megoldads:

[e.e]

kK _

1432::1 (kD! — 1

e > in(l-(&)=?
k=2
Megoldas:

S in (1- (%) = —In2
k=2

— 1
9
°* > k2D ¢
k=2

Megoldas:

o0

> i = 4
k(k2—-1) — 4

= BkE=1)

9. Ora

e Konvergensek-e?

- a) 3 A2
Megoldds: Divergens (a,, nem tart 0-hoz.)

5



o0

~ by X (2D

n=2

Megoldas: Konvergens (gyokkritérium)

R n%—2\n?2
—c) 2 ()
n=0

Megoldds: Divergens (a, nem tart 0-hoz.)

—d) > (2

n=0

Megoldds: Divergens (a,, nem tart 0-hoz.)

e Konvergens-e? (integralkritériummal)

Megoldds: Konvergens.

e Konvergens-e? (majorans-minorans kritériummal)

Megoldds: Divergens (minorans kritériummal).

e Biz. be, hogy konvergens! Adjunk becslést az elkovetett hibdra, ha a sorosszeget

S100-val becstljiik!
i n+2\"
6n —1

n=1

Megoldds: Konvergens (gyokkritériummal). Ha n > 101, akkor a, < <%3> , gy a

103\ % 1
(ﬁ) Ty (/67
1 (502)

hibara fels¢ becslés:

10. ora

e Abszolut konvergens? Feltételesen konvergens?

i(_l)n (22114;”

n=1

Megoldas:

21 (271:4)2” konvergens (gyokkritérium), igy abszolit konvergens a sor.

n—



e Konvergenciatartomény? Osszegfiiggvény?

o0
E a—nac

n=0

Megoldas:

ST a™™ = 3" (a7")" ez egy geometria sor, konvergens, ha az egytitthaté kisebb 1-nél,

n=0 n=0
azaz KT={z > 0}, haa > 1 és KT={z < 0}, haa < 1.

1
l—a—=

Az osszegfiiggvény ekkor:

e Egyenletesen konvergens a K'T-on, vagy valamely részintervalluman?

x
n=1 n’
Megoldas:
Gyokkritérium alapjan konvergens, ha |z| < 1, plusz a hataron x = —1-ben konvergens,

x = 1-ben divergens, széval KT=[-1,1).
KT-n nem egyenletesen konvergens, mivel —1-ben |a,| = n, ami nem konvergél Vis—
zont [-R,R] intervallumon egyenletesen konvergens, ha Rjl. Itt |a,| < —|( S| =

n®R", ami konvergens a gyokkritérium miatt, igy Weierstrass tétele miatt, itt egyen-
letesen konvergens az eredeti sor.

e Hatvéanysorok KT-a?

_ a') Z ("+1)nxn

n!

Megnozlzlcis:
zo =0, R=lim = 1/e
— b)Y L
MegzzlcliciS'
Z (2524;)" il S (v +2)", 1gy
— 2 Rl 3

e Adjuk meg az Osszegiiggvényt!

[e.e]

—a) > (n+3)2"

n=1

Megoldas: %.



—b.) > Htian
n=0
Megoldds: ﬁ.

11. ora
e Taylor-sorfejtés xq koril!

— a)f(6) = e 70 =0
Megoldas:
T(z) =1/27 — x/27 + (222) /81 — (1023) /729 + (52*)/729 + ...
— b.)f(z) = x?’arctg‘”;, 20 =0
Megoldas:
T(x) =2°/2 — 2°/24 + x'3/160 — 2'7/896 + ...

e Adjunk becslést legfeljebb h hibaval:
1 22
/ In(1+ =)dz, h=10"2
0 3

Megoldas:
2

In(1 + %) = 22/3 — 2%/18 + 2°/81 + o(z%)
Ezt integrélva:
1 2
/ In(1+ %)dm ~1/9—-1/90=1/10
0
Leibniz-sor, igy a hiba< 1/567.

e Hatarérték?

— a)f(r,y) = B

Megoldas: Nem létezik hatarérték.

T 2
- b) f(‘ray> = xsiy:«)
Megoldds: Nem létezik hatarérték.

—c.) flz,y) = sz’nQ;r_fy

Megoldas: Nem létezik hatarérték.

e Parcialis derivaltak, hol folytonos a derivaltak?



— a.) ,

f(2,y) = ——— ha (x,y) # (0,0), 1, ha (z,y) = (0,0)

22 + 292’
Megoldas:
) =~ ha (59) £ 0,0, A ha (5,9) = (0,0)
z,y)=——"—— ha (z a (x,y) =
€T 7y (x2+2y2)27 7y Y ) ) ’y )
Fiem) = o ha () £ (0,0), A ha (z,9) = (0,0)
Yy 7y _(x2+2y2)27 7y 9 9 I 7y - )
A (0,0)-t leszamitva folytonosak a parcidlis derivaltak.
- b.)

flz,y) = x%%’n%yw ha (x,y) # (0,0), 0, ha (z,y) = (0,0)

T

Megoldas:
f2(0,0) = £,(0,0) = 0, derivalhaté az origéban, de a (0,0)-ban nem folytonosak a
parcialis derivaltak.

12. ora

e Derivalhaté-e az origéban, grad f az origéban?

{L'y2

- 23 1 ¢

f(z,y) ha (z,y) # (0,0), 0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds:

f2(0,0) = £,(0,0) = 0, igy a gradiens a (0,0). Nem derivalhat6, mivel nem is folytonos
az origoban.

e Mely pontokban differencialhaté totdlisan?

1

f(z,y) = e, ha (z,y) # (0,0), 0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds:

Mindenhol. Origén kiviil parcialis derivaltak folytonossagabol, origéban definiciébol.

e Osszetett fiiggvények derivaltjail

fz,y) = 3wy

x = sin(u+v)

9



y = cos(uv + u)
fL=t, g =
Megoldas:
fr = 3cos[u(1 + v)]cos[u + v] — 3(1 4+ v)sin[u(1 + v)]sin[u + v
fr = 3cos[u(l + v)]cos[u + v] — 3usin[u(1l + v)]sin[u + v]
e Iranymenti derivalt?

flog,z) =™V =z Py(L,0,1), v=3i+2j+5k

Megoldas:
grad f=(-2/¢,0,-1), igy f! = gradf -v=—6/e — 5

13.6ra

e Masodfoku Taylor polinom felirasa, Py kortil!

flz,y) =22 —ay+y* — 62— 3y —5, P(l,-2)

Megoldds:
T(z,y)=—-5+2x—1)2—(z—1D(y+2)— (y+2)*

o Széls6értékszamitas!

4
flo,y) =20 +y+ —
Ty

Megoldas:

gradf = 0 = x = 1,y = 2. Itt a Hesse méatrix pozitiv definit, tehat lokalis
minimuma lesz itt.

e Abszolut szélséérték tartomanyon!

flz,y) =2+ y* +ay
T ={(z,y): 2> +y* <1}

Megoldas:

Tartoményon beliill: gradf =0 => x = 0,y = 0. Tartomany hatdran: 1/v/2(=£1, £1)
helyeken lehet szélséérték. Ezeket végignézve, (0,0)-ban van minimum, (1/v/2,1/v/2)
és (—1/v/2,—1/4/2) helyeken maximum.

10



14.6ra

o Kettos integral!
— a.)
3 1
/ / x/x? + y?dxdy
0 Jo
Megoldas: ~ 2.569
- b.)
// zsin(zy)dT, T ={(z,y):1<2<3,0<y<mn/2}
T
Megoldds: 2 +4/m ~ 3.273
- c.)
// wsin(zy)dT, T ={y=2a"ésy=x+2kozti tartomany}
T
Megoldas: 9/4=2.25

e Integralas sorrendjének cseréjével!

2 15 ,
/ / ye ™V dady
0 J1+y?

Megolddas: 6164_1

e Polarkoordinatikkal!

1 x—x?
/ / (2 + y*)dydzx
0 J—Vz—2a2

‘. OT
Megoldds: 55

e Hengerkoordinatakkal! Mennyi az aldbbi egyenletek altal hatarolt térfogat?

z=44x+2y
z2=0
22yt =1

Megoldas: 4w

11



e Gombi koordinatakkal!
?+yt 4+ =9
z>0
Félgomb tomegkozéppontja?
[z av

Megoldds: zy = ‘W =3
14
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